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риЬПкЬсг  1о  а  ПЬгагу  атЗ  ГтаИу  1о  уои. 
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Въ  иоздн-Ьйшее  нремн,  нъ  особенности  съ  ныходомъ 
въ  свФтъ  ^Принципонъ  Механини"  Гертца,  все  бстЬе  и 
бол-Ье  распространяется  уб'Ьжден1е,  что  Ньютонона  схема 
Аналитической  Механики  не  полна,  не  ц-Ьдесообраина,  даже 
не  везд-Ь  логична  и  во  всяномь  оуча-Ь  требуег).  реформъ*(. 
Между  тЬмк,  по  моему  крайнему  ра:п'М'1;н1ю,  1ен1альныя  по 
своей  простот!?  и  ясности  основныя  положен1я  Ньютона 
при  надлежащемъ  истолкован1И  даютъ  но:шожность  по- 
строить на  нихъ  вполн-Ь  связную  и  послЬдовательную  науч- 
ную механическую  систему.  Поэтому  при  выводе;  различ- 
ныхъ  обшихъ  гголожен1Й  Механики  в'ь  издаваемомъ  нын11 
курсЬ  я  старался,  съ  одной  стороны,  указывать  на  логи- 
ческую связь  этихъ  положений  съ  основными  точками  ог- 
правлешя,  а  съ  другой  по  возможности  р-Ьзко  отд-клят!. 
все  то,  что  должно  быть  привнесено  изъ  какихъ-либо  дру- 
гихь  источниковъ.  Обилие  материала  заставило  меня  оста- 
новиться на  конспективной  форм-Ь  изложен1я;  по  той  же 
причин-Ь  я  ввелъ  прим1[;ры  лишь  настолько,  чтобы  пояснить 
значен1е  символовъ,  но  не  бол-Ье.  Единственное  исключеше 
сд-клано  въ  пользу  гретьяго  закона  Ньютона,  гакъ  какъ 
онъ  им'Ьетъ  противь  себя  наибольшее  число  противниковъ: 
въ  вид-Ь  приложен1я  я  пом'Ьстилъ  зд'Ьсь  свой  докладь  Киев- 
скому Физико-Математичес  кому  Обществу  „О  третьемъ 
закон'Ь   Ньютона".  ^-эг'Чо.Ь  ус  -^^'ьЛ 

*1  Ся.  напр.  ВоИгшапп,  У'огкбопкии  ОЬег  (Не  Гппа|№  |11;г  Ме<'Ьа111к; 
РП|1р1,  УоНеяппкеп  ОЬег  1есЬл[9оЬе  МесЬат)!; 
Р.   К1о1П    апД    А.   КнттегГеЫ,   ГеКт  <(|«   Т11вопс  Л*-я 
КтикеЬ,  Кар.  11.  ^  , 

406342 


Ав'горъ,  трактующ1Й  о  такомъ  общеизв'Ьстномъ  и  давно 
обработанномъ  предмегЬ,  какъ  основныя  положешя  Ана- 
литической Механики,  може'П.  проявить  свою  самостоя- 
тельность раз»Ь  только  въ  систематизаши  материала  и 
едва  ли  аъ  состояжи  перечислить  всЬ  источники  своего 
труда.  Т^мъ  не  мен-Ье  долгомъ  своимъ  считаю  назвать 
нижесл'Ьдуюипе  трактаты,  вл1ян1е  которыхъ  на  настоящее 
сочинение,  конечно,  не  ускользнетъ  оть  внимательнаго  чи- 
тателя: Ц.  Бобылевь,  Курсъ  Аналитической  Механики; 
Р.  Арре1,  Тгакё  йе  тёсап1дие  га1:10ппе11е;  Н.  НеПг,  О^е 
Рпп21р1еп  йег  МесЬап!к;  Вокгтапп,  Уог1е5ип§еп  йЬег  Й1е 
Ргтс1ре  с1ег  МесЬап1к;  5сЬе11,  ТЬеопе  йег  Веи'е§;ип^  игмЗ 
йег  Кгайе;  Кои1:Ь,  Апа1у41са1  51а11С8.  Не  моту  обойти  мол- 
чан1емъ  и  имени  великаго  Гел  ьм  гол  ьтца,  глубокомы- 
сленные мемуары  котораго  бросаютъ  ярк1Й  св^;тъ  на  самые 
запутанные  вопросы  Общей  Динамики. 

Н'Ькоторое  разнообразие  въ  способ-й  введен1я  11онят1Я 
объ  идеальныхъ  связяхъ  въ  гл.  XIV  для  одной  точки  и  въ 
гл.  XXV  для  системы,  быть  можегь,  нарушаегъ  единство 
изложен1Я,  но  мн-Ь  показалось  напраснымь  и  излишнимъ 
вводить  сразу  д-чя  одной  точки  весь  довольно  сложный 
11р1емъ  главы  XXV,  въ  особенности  для  гЬхъ  читателей, 
которые  поже.1али  бы  о1раничиться  одною  Динамикою 
точки,  между  1"Ьмъ  какъ  для  того,  кто  ознакомился  съ 
1Л.  XXV,  ничего  не  стоитъ  приложить  разсужден1я  этой 
главы  и  къ  одной  точк"!;. 

Настоящ1Й  I  чомъ  содержит-ь  въ  себ-Ь  Введен1е  (теорию 
векторовъ),  Кинематику,  Динамику  точки  и  первую  часть 
Динамики  системы;  въ  сл-ЬдуюгнШ  II  томъ  войдутъ:  конецъ 
Динамики  системы,  Теор1я  поген1иальной  функшм  и  Гидро- 
динамика. 

Приношу  мою  1лубокую  бла10дарность  Сов-Ьту  и  Ира- 
влен1ю  Университета  Св.  Владим1ра,  давшимъ  средства  на 
издан1е  настоящаго  тома,  и  искреннюю  признательность 
главному  редактору  Университете  к  «хъ  Изв'Ьсттн  Владим1ру 


Степановичу  Иконникову,  всегда  охотно  оказывавшему 
мн-Ь  помощь  при  печатан1и.  Особенно  благодаренъ  я  моему 
дорогому  ученику  и  товарищу  Петру  Васильевичу  Воронцу, 
любезно  согласившемуся  разд-клить  со  мною  неблагодарный 
труд-ь  чхен1я  корректуръ. 

Г.  Сусяовъ. 
1иевъ     Лнр'кль  1900. 
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1уСооз1е 


основы  АНАЛИТИЧЕСКОЙ  МЕХАНИКИ. 

ВВЕДЕН1Б 
(Теор1я    векторов  ъ). 

При  шложеши  Аналитической  Механики  почти  непрерывно  прихо- 
дится пользоваться  оиред'Ь.1ен1вии  и  теоремами  того  отд4ла  Геометр1и, 
который  носить  на»ван1е  Твор1В  векторовъ.  Поэтому  прежде  всего  поана- 
конимся  съ  ОСНОВНЫМИ'  полокен1ямн  этой  теорж,  ограничиваясь  лишь 
крайне  иеобходимымъ. 

Векторы. 

1.    0прел4лен1е    вектора.    Геояетрмчеекое    равенство.    В  е  к  т  о- 

1>оиъ  называется  от1>^зокъ  пряной,  им'&ющ|й  опред{1ленную  длину  и 
определенное  напраЕлен1е.  Точки,  ограничивающ1Я  векторъ,  носятъ  особыя 
[1азв&н1а:  одна  называется  иачалоиъ  вектора,  другая  концонъ  его. 
Направлен1е  вектора  идетъ  отъ  иача.т  къ  концу.  На  чиртежякъ  напра- 
и.1еше  вектора  обыкновенно  означаютъ  стр'к1кою,  а  въ  формулахъ  выра- 
каитъ  порядкоыъ  буквъ,  паставленныхъ  при  концагь  отр'Ьзка,  при  чеих 
'^уква,  означающая  начало,  ставится  В1гереди. 


Такъ  векторы,  и8ображеиные  на  фиг   1,  если  инъ  приписаны  напра- 
1|-1ен!я,  указанныя  стр'кткаыи,  читаются  АБ,  СВ\  точки  Л  я  С  служатъ 


зуСоо^1е 


2  ТЕ0Р1Я    ВЕКТОНОВЪ.  §    1. 

началами,  Б  п  I)  концами:  ири  противоположныхъ  наиравлен1яхъ  тЬже 
векторы  следовало  бы  обозначать  ВЛ  и  ВС,  и  тогда  пары  точекъ  А,  С 
а  В,  В   ло)гЬнллись  бы  своими  назваи1яыи. 

Два  вектора  одинаковой  длины,  лежащ1е  на  параллельныхъ  нрямыхъ 
и  одинаково  направленные,  называются  геометрически  равными. 
Это  положен1е  вытекаетъ  изъ  данваго  выше  опред'&лен1я  вектора:  действи- 
тельно, въ  определен!»  за  существенные  элементы  вектора  признаны 
только  его  длина  и  направлен! е.  Геометрическое  равенство  выра- 
жается алгебраическииъ  знакомь  =,  только  нрирявниваеные  друг  ь  другу 
векторы  заключаются  въ  скобки;  такъ  геометрическое  равенство  векторовъ 
АВ  и  ЕР  (Фиг.  1)  выразится  сл4дующимъ  образоиъ: 

{АВ)^(ЕГ).  О) 

Два  вектора,  равные  но  длин'Ь,  лежащие  на  парадлельныхъ  нря- 
ныхъ,  но  противоположно  направленные,  называются  противополож- 


2.  Координаты  вектора.  Векторъ  нанъ  вполн'Ь  и.чвЁстенъ,  если  мы 
знаенъ  его  длину  I  и  направление  пряной,  на  которой  онъ  лежитъ,  т.  е. 
три  косинуса  а,  ^,  у  угловъ,  образуемыхъ  этою  прямою  съ  нрлкоуголь- 
ныии  осями  координатъ  Охуг.  Отсюда  видно,  что  векторъ  опред'Ъляетсл 
тремя  независимыми  другъ  отъ  друга  величинами,  такъ  какъ  между 
косинусами  а,  р,  "^  существуетъ  зависимость:  11^-\-^^-\-'{^  =  \.  Зам11тимъ, 
что  задаше  длины  I  и  двухъ  косинусовъ,  напр.  ^  и  р,  не  оп])ед'к.1яетъ 
вектора  однопначно:  изъ  вышеприведеннаго  соотношешя  найдемъ  для 
третьяю  косинуса  т  два  значения,  отличающ1яся  другъ  отъ  друга  зна- 
ками и,  сл'Кд.,  одн'Ёыъ  и  т'Ьмъ  же  величинаиъ  а,  ^  и  {  соотв Ьтствугъ  два 
вектора  (симметрично  наклоненные  къ  плоскости  хОу)-  Величины,  опре- 
д'Ёляющ1я  век1Ч)ръ,  носятъ  назван1е  координатъ  вектора.  Всего  удобн'Ье 
принять  за  координаты  вектора  Г  три  его  нроэкц1и*)  на  оси  коорди- 
натъ. Эти  проэкц1и  мы  будемъ  обозначать  Гд  V,,  V,  или  X,  Г,  2.  Въ 
такихъ  координатахъ  длина  вектора,  которую  впредь  будемъ  называть 
тою  же  буквою,  чакъ  и  самъ  векторъ,  выразится  формулою: 

У=-\--^Х^-\'  У^  +  Я^-  (2| 

уго.1ъ  <р  вектора   съ  какинъ  .тибо    направ.1ешемъ    Г,    харяктеризуенымъ 


*)  Съ  соотв^тствеввыни  звакаии:  -|-,  когда  ваиравлен1в  вроэкщи  совпа- 
даетъ  сь  паправлентемъ  оса,  и  — ,  въ  вротпвоположвоиъ  сл^ча!.  Направлев|е 
ироэкцш  идетъ  отъ  ироэкцп!  начала  вектора  къ  ироэкп!)!  конца. 


^д|,.е^с^V.^100^IС 
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Еосинусани  X,  ц,  V,  представится  сл11дую1цинъ  образохъ: 


(3) 


Очевидво,  такое  зядан1е  однозначно.  Если  два  вектора:  Ух  съ  коор- 
диватаки  Х| ,  Г] ,  2*]  и  Гг  съ  координатаии  Хг,  Г: ,  ^2  геометрически 
равны,  то 

X,  =  Хг ,  У1  =  Г2,  21  --=  22.  (4) 


а  естн  они  протнпоположны,  то 

А!  ^=  —  Л)  ,     21^=  — '  2| ,    21  =  —  2^  ■ 


(5) 


3.  Геометрнчеевое  еложен1е.    Иоложиыъ,  нанъ  даны   п  векторовъ 
Г].  VI,...  }\  :  пусть  ихъ  координаты  будутъ 


Хд ,  Г, .  ^1 ; 
Хг ,   Уз,  ^2 ; 


Изъ  М1Юиаво.1ьной  точки  О  построимъ  (Фиг.  2)  векторъ  К"/,  геоме- 
Т1)ически  равный  вектору  Г,;  нэъ  конца  вектора  Т']'  построинъ  векторъ 
Г;',  геоиетри чески  равный  Г; ;  изъ  конца  У^.'  векторъ  Уз',  геометри- 
ч«ки  равный  }'з  и  т.  д  до  Ун'.  Векторъ  V,  ин'ЁющШ  начало  въ  начал'Ь 
вектора  Ух  и  конецъ  въ  конц']Ь  вектора  К',  называется  геометри- 
ческою суммою  векторовъ  Г,,  Кг,...  У»,  а  сама  произведенная  нами 


о  у  ||^е.^ 


с^Соо^1е 


4  ТЕ0Р1Я    ВБКТОРОВЬ.  §     3. 

операфя  геометрическинъ  сложен  [еиъ.  Геоиетрическое  слохе11!е 
обозначается  алгебраическииъ  знакомъ  -)- ,  только  синволы  слагаеныхъ 
векторовъ  зак-иачаются  въ  скобки.  Такъ  при  вмшеукаэанныхъ  обозна-' 
чбн1яхъ: 

(П  =  (^'1)-1-(Га}-Ь--.-1-(П).  <-6) 

Если  координаты  вектора  V  овначинъ  X,  У,  2,  то,  очевнлно,  предъ- 
ндущее  геометрическое  равенство  влечетъ  за  собою  сл'(1дующ1я  три  алге- 
браически: 


(  =  1 

1-1 


Сумма  двухъ  только  векторовъ  представляетъ  собою  д1агональ 
параллелограмма,  стороны  котораго  геометрически  равны  стагаемымъ, 
напр.  (Фиг.  3) 

КАС)  =  (Г)  =  ^АВ^  +  ^  ВС)  =  (Г,)  +  (Г;), 

Такъ  какъ  съ  другой  стороны 

(Г)  =  (АВ)  +  фС)  =  (Г,)  +  (Ш ; 
то  слЬд. 

т.  е.  сумма  двухъ   векторовъ  не  зависитъ    отъ   порядка,    въ  кото- 
ромъ  вадты  стгаемые. 

Т*нъ  же  свойствонъ  обладаетъ  и  сумма  произвольнаго  числа  векто- 
ровъ. Действительно,  она  не  изм'Ьнится,  если  мы  н'11сколько  ра,10мъ  стоя- 


^уI,.е^.^  ^.^100^1С 
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ш.ихъ  слагаекыхъ  Баи'Ьнимъ  ихъ  суммою.  Такъ  (Фиг.  2)  слагаемый 
Уз,  Г,',  Г;'  иогутъ  быть  заы'Ёнены  ихъ  суммою  ТУ.  Сд'Ьлаемъ  такую 
замену  для  двухъ  рядомъ  стоящихъ  векторовъ,  напр.  Уг'  и  Гд':  по 
оредъидущену,  сумма  ихъ  и  не  зависитъ  отъ  иорндка  слагаемыхъ:  ст'Ьд. 
и  общая  сумма  не  м'Ёняется  отъ  перестановки  двухъ  смежныхъ  слагае- 
хыхъ.  Если  же  въ  ряду  какихъ  либо  элементовъ  мы  им'Ьемъ  право  пере- 
ставить два  рядомъ  стоящ1е,  то,  какъ  известно,  повторяя  этотъ  пр^емъ, 
хы  но»емъ  разм{1стить  элементы  ряда  въ  такомъ  оорндк'!^,  въ  какомъ 
яакъ  угодно;  сл'Ьд.  на  геометрическую  сумму  произвольнаго  числа  векто- 
ровъ  порядокъ  слагаемыхъ  вовсе  не  вл1яетъ. 

ВсяБ1й  векторъ  есть  геометрическая  сумма  трехъ  своихъ  координатъ: 

(Го  =  (Хд-\-ш  +  (гд, 

если  каждой  координат1Ь  дадямъ  иаправлен1е  соотв1^тственной  оси  или 
вротивоположное  (смотря  по  знаку  проэкц1и). 

^,  Геонетрмческое  вычитан]е.  Операшн,  при  помощи  которой  но 
даннымъ  векторамъ — сумм*  и  одяому  слагаемому,  отыскивается  другое 
слагаемое,    носитъ  назван1е    геометричесваго    вычитан! я. 


Если  (Фиг.  4)  данная  сумма  векторъ  АВ,  а  данное  слагаемое  век- 
торъ СВ,  то  искомое  слагаемое  получится,  если  къ  ЛВ  нрибавимъ  векторъ 
ВЕ,  противуположный  01).  ДМствительно,  какъ  нетрудно  вид-Ёть, 

иВ}  =  (АЕ)-\-(ЕВ)  =  (ЛЕ)  -\-  (СП),  (8) 

110  И  желали  тскть. 

Геометрическое  вычитан]е  обозначается  алгебраическимъ  знакомъ  — , 
только  векторы,  надъ  которыми  производится  д'Ьйств1е,  заключаются  въ 
скобки;  такъ  въ  нашеиъ  случаЬ 

(АЕ)^{ЛВ)  -  {Ст.  (9) 
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Если  векторы  АЕ,  АВ,  СВ  озпачимъ  V,  7^1,  Г;,  а  координаты 
ихъ  соответственно  X,  У,  2;  Хъ  Уъ  ^й  -Хг,  Гг,  гГ;,  то  предъидущее 
геометрическое  равенство 

(Г)  =  (Г,)-(Гг)  {10>  ■ 

1>авносильно  следующим*  тремъ  алгебраическнмъ: 

Х=Хх-Хг; 

г=  г^  —  гг. 

Выражен]я  (8)  и  (9)  обваруживаютъ,  что  въ  геонетрическихъ  равен- 
ствахъ  нм  моженъ  переносить  члены  изъ  одной  части  въ  другую  по 
тону  хе  правилу,  какъ  и  въ  алгебраическихъ.  Такъ  какъ  сукна  нротиву- 
нолохныхъ  векторовъ  Ух  к  Уг,  очевидно,  равна  нулю,  т.  е.  даетъ  векторъ, 
длина  котораго  равна  нулю,  то  изъ  предъидущаго  вытекаетъ  обозначен1е: 

(Г,)=-|Г,1, 
ЧТО  согласуется  съ  (5). 

Зан'&тннъ  еще  следующее  свойство  операций,  называеиыхъ  геоиетри- 
ческинъ  сложен1еиъ  или  вычйтав1енъ:  если  ж^  векторы,  надъ  коини 
производится  опврац1а,  увеличимъ  или  уненьшинъ  въ  одно  и  тоже  число 
разъ,  то  и  результатъ  операц1и  (т.  е.  сумма  иди  разность)  увеличится 
или  уменьшится  въ  тоже  число  разъ,  но  направлен1я  своего  и е  изн1Ь- 
нвтъ.  Это  вытекаетъ  изъ  подоб1я  фигуръ,  при  нонощи  которыхъ  произ- 
водится построеше  для  векторовъ  неизн^невныхъ  и  увеличенныхъ  или 
унеиьн1енных.ъ.  Такъ,  напр.,  пусть  изъ  вектора  АВ  (Фиг.  4)  ны  вычли 
векторъ  СВ;  разность  представилась  векторонъ  ДЕ.  Если  же  вм'Ьсто  векто- 
ровъ АВ  и  С2)двозьмемъ  въ  полтора  раза  меньш1е  векторы  АВ'.л  \Е^^^ 
то  и  разность  убгЬ"  будетъ  въ  полтора  раза  неньше  прежней  ЦЕ,  но 
параллельна  ей,  какъ  »то  сл^дуетъ  изъ  подоб1я  треугольниковъ  АВЕ  и 
АВ'Е', 

5.  Разложен1е  вектора.  Составляю1ц1в  векторы.  Геометрическое 
вычитан1е  представляетъ  собою  частный  случай  опера1;1и  бо,гЬе  общаго 
характера,  носящей  название  разложен1я  вектора.  Разложить 
данный  векторъ  »то  значитъ  представить  его,  какъ  сумму  н^сколькихъ 
векторовъ,  называеиыхъ  его  составляющий  и.  Услов1я,  ири  которыхъ 
производится  разложеихе,  иогуть  быть  крайне  разнообразны.  Всего  чаще 
даются  иаправлен1я  составляющихъ.  Если  число  даннихъ  направлен1й 
иревышаетъ  три,  задача  становится  неопределенною.   Когда  направ.1ен1й 
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три  (ве  лежащихг  въ  одной  плоскости),  составляющ!»  векторы  будутъ 
1>ебрани  параллелеанпеда.  д1агональю  котораго  слухитъ  данный  векторъ. 
11ри  двухъ  данвыхъ  ваправлен1яхъ  задача  возможна  лишь  въ  тоиъ  случа'1, 
когда  эти  ванравлен1я  лежать  въ  одной  плоскости  съ  ланяынъ  векто- 
ромъ,  и  тогда  искомые  составляющ1е  Лудутъ  сторонанн  нараллелограння, 
д1агональю  коего  слухитъ  данный  векторъ. 


Векторы  приложенАые.  ^^-^ 

е.  Опред^Ьлен1е  прнложепнаго  вектора.  Векторы  эквивалентные      '  >*    ' 
и     прянонротявоположиые.    Иекто^>о^Iъ    ириложеннымъ    нааи-     ^^У^^ ' 
вается    отр*зокъ    данной    д.тины    н    даннаго    нацраилеи1я,    .1ежагц|й    на        ^ ,  ■  ,  V . 
данной  пряной.  Эту  пряную  называютъ  основан1енъ  вектора.  Иначе       .'     к   ?     ' 
можно  сказать:  векторъ  приложенный — это  векторъ,    лежаицй  на  дан- 
ной пряной. 

Два  прнложенныхъ  вектора  равной  длины  и  одинаковаго  на[1рад.1ен1я, 
леЕа1Ц1е  на  обп^енъ  основан1и,  носатъ  назваше  эквивалентныхъ  или 
равносильных  ъ. 

Дна  приложенвыхъ  вектора  равной  длины,  .1ежащ1е  на  одномъ  и 
тонъ  хе  основаиш,  но  противоположно  направленные,  называются  и  р  я  м  О' 
вротнвопо  ложный  и. 

7.  Координаты  приложениаго  вектора.  Дли  опред'^лен1н  нрн.то- 
женнаго  вектора  надо  задать  его  .инну  2  и  ту  пряную,  па  которой  онъ 
лежитъ.  11о.10жен1е  пряной  определяется  четырг>ня  незавнсиныни  другъ 
отъ  друга  величинами,  напр.,  четырьня  ко;4ффнц1ентами:  р,  (/,  г  и  я,  въ 
у|>авпен1яхъ  ироакщй  пряной  на  координатный  плоскости: 

у=рх-^  Ч\     &  =  гх-\-з, 

Такимъ  образомъ  число  независиныхъ  другъ  отъ  друга  величинъ, 
опред'Ьллющихъ  приложенный  векторъ  или,  иначе,  число  независ  и- 
мыхъ  коордннатъ  при.тожеинаго  врктора  равняется  пяти.  Какъ 
выбрать  эти  координаты,  зависитъ  отчасти  отъ  нашего  произвола.  Напр., 
по  предъидущеиу,  за  координаты  можеиъ  в-зять  величины  (,  р,  д,  г  и  в; 
но  такое  задан1е  будетъ  не  однозначно:  одн'Ёмъ  и  гЬмъ  же  значен1янъ 
/,  р,  ц,  г  у,  $  соотв4тствуютъ  два  вектора  {прямопротивоположныхъ).  При- 
ложенный векторъ  опред'Ьлится  однозначно,  если  за  координаты  воаь- 
мемъ  три  проэкцш  его  на  координатный  оси  н  дв-Ь  координаты  сл*да 
осноБан1а  на  какой  либо   координатной    плоскости. 

Въ  посгЬдующенъ  нзложен1и  мы  будемъ  задавать  ири.10женныЙ 
векторъ  V  шестью  координатами:   тремя  проэкщями  вектора  X  ^1',  2 


о  у  ||^е.^ 
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на  коо))дин11-гныя  оси  и  тремя  координатами  какой  либо  точки,  леая- 
щей  на  основан1и.  Эту  точку  мы  булемъ  называть  точкою  приложе- 
н  1  я  вектора  и  обыкновенно  будеяъ  предполагать,  что  она  соипадаетъ  съ 
его  началомъ. 

Такъ  какъ  число  выбранныз^ъ  нами  коордннатъ  превышаетъ  па 
единицу  число  независимых  ъ,  то  или  эти  координаты  связаны  в'Ько- 
торыыъ  ураввен1е11ъ,  или  одна  изъ  нихъ  остается  неопред^иениою-  Оче- 
видно, въ  нашенъ  случа*  имЬетъ  и^сто  второе  обстоятельство:  одной 
изъ  координатъ  точки  приложен1я  для  того  же  самаго  вектора  мы  ио- 
жеиъ  дать  произвольное  знячеи1е.  Такъ  координаты 

А'.  Г,  А.  х,  у,  г  (12) 

и  координаты 

X.  У.  2.  г,  г,. :  (13) 

опред'Ьляютъ  одинъ  и  тотъ  же  приложенный  векторъ,  если  только  соблю- 
дено соотношен1е 

X  Г  У.  ' 

Ясно  само  собою,  что  при  переход*  отъ  значен1Й  координатъ  (12| 
къ  значешимъ  (131  можно  одной  изъ  велнчинъ  5,  г,,  "^  дать  произвольно 
выбранное  зиачен1е  *).  Такъ  координат*  г  вектора 

1.  2,  3,  1,  2,  3: 

кожсиъ  дать  значен!*:  0:  тогда  найдемъ 

1,  2,  3,  О,  О,  0: 

или  —  6:  тогда  получинъ 

1.  2,  3,  —2,  —4.  -6 

и  т.  д.  Соотноп1ен1е  (14)  при  тскущихъ  координатахъ  =,  г,,  ^  пр?дстав- 
дяетъ  собою  уравпен1е  осиовашя. 

Координаты  нкиивалентныхъ  векторовъ  всегда  могуть  быть  сделаны 
одинаковыми. 


*)  исключен1е  11м1>ег1.  ик-то  то.1ько  тогда,  когда  какой  либо  ияъ  эваненп- 
телей  (14)  обрагцпетсд  въ  нуль,  напр.  X;  въ  такохъ  с.1уча'Ь  коордпппта  ;  не  хо- 
жеть  пэи^няться. 
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ТЕ0Р1Я    ВЕКТОРОВЪ. 


8,  Нонентъ  црнложеинаго  вектора  около  точки  (полюса). 

Кусть  хы  им-Ьеиъ  (Фиг.  5)  приложенный  некторъ  АВ  а  какую  либо 
точку  или,  какъ  будеиъ  говорить,  полюсъ  О.  Построит,  треугольникъ, 
нн^ющ!^  вершину  въ.  О,  а  основян1енъ  данный  векторъ  ЛВ-  Въ  этонъ 
треугольнн1гЬ  будечъ  различать  двЪ  стороны:  лицевую  и  изнанку.  Отли- 
чить одну  сторону  01-ъ  другой  можевгь  слЬд.  образонъ.  С:гане11ъ  въ  нло- 
оБости  треугольника  вращать  прямую,  соединяющую  полюсъ  съ  началонъ 
ве)ггора,  до  совпадения  ея  съ  пряною,  проходящею  черезъ  полюсъ  и  ко- 
нецъ  вектора;  при  томъ  такъ  вращать,  чтобы  точка  встр'Ьчн  пряной  и 
вектора  двига.1ась  но  няправ.1ен1ю  вектора..  Для  наблюдателя,  стоящаго 
вн*  плоскости  треугольника,  это  вращен1е  будетъ  казаться  происходя- 
щикъ  по  часовой  сгрЪлкк  (но  солнцу)  или  противъ  нея  въ  зависвыости 
отъ  того,  на  какую  сторону  треугольника  онъ  снотритъ.  Мы  условимся 
(читать  сторону  треугольника  лицевою,  если,  глядя  на  нее,  наблюдатель 
увидитъ  В1)ащеше,  происходящимъ  по  стр*лкЬ  чаеовъ.  Векторъ  О, 
пропорцюнальный  площади  треугольника,  перпендикулярный  къ  его  п.ю- 

Фнг.  5. 


скости  и  направленный  отъ  изнанки  къ  .шцевой  сторон^!,  называетен 
хонентонъ  даянаго  приложеннаго  вектора  около  даннаго  полюса. 
Обыкновенно  ко:)ффишентъ  пропорцюнальности  принимается  равныиъ 
двумъ  и  тогда  численно  н  о  и  е  н  т  ъ  равняется  ]фоизведен1ю  изъ  д.1ины 
вектора  на  разстоян^е  основан1я  отъ  полюса,  или,  какъ  говорить,  на  . 
п.течо  вектора  около  полюса. 

Очевидно,  эквивалентные  векторы  им^ютъ  равные,  апря- 
хопротивоположные  векторы  —  противоположные  моменты 
около  любого  полюса. 

Монентъ  вектора  отличнаго  отъ  нуля  ножетъ  равняться  нулю  только 
ОЕ0.10  полюса,  лежащаго  на  основанш. 

Я.  МоЕбнгь  приложеннаго  вектора  около  оси.  Прякая,  на  ко- 
торой означено  направлонЕе,  называется  осью.  Положииъ,  намъ  даны 
1Фнг.  6  и  7)  приложенный  векторъ  АВ  и  н11которая  ось  П.  Проведемъ 
икую  либо  плоскость  Р,  перпендикулярную  къ  Г.  Мояентъ  проэкц1И  аЬ 
кктора  АВ  па  эту  плоскость  около  сгЬда  О  оси  С  на  той  же  плоскости 


о  у  ||ге^ 
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§  э- 


называется  иокентонъ  вектора  ЛВ  около  оси  V.  Ясно  сано  со1№ю, 
что  разснатриваеяый  ионентъ  вовсе  не  зависитъ  отъ  по.тожен1я  плоскости 


Р,  .1ить  6и  она  была  перпендикулнрна   къ  Т1.    Моиентъ    вектора    около 
какой  либо  оси  всегда  параллеленъ  этой  оси,   хотя  можетъ  быть  направ- 
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ленъ  или  въ  одну  съ  нею  сторону  или  въ  противоположную.  Въ  первомъ 
елуча'Ь  моментъ  считается  положнтельнымъ,  во  второмъ  отрицательяымъ''). 


*)  Тоже  услов1е,  что  и  отвоснтельно  проэкц!»  вектора  на  ось  сзс.  прин.  къ  §  1. 


ТЕ0:'1Я    ВЕКТОРОаЪ. 


Нетрудво  показать,  что  м  о  м  е  а  т  ъ   ириложеннаго   вектора    около 
оси  равняется  п  р  о  э  к  ц  1и  на  ось  момента  вектора  около  какого  либо 
осн.  Пусть  (Фиг.  6  и  7|  ОМ  и  От  ионенты  векторовъ  АВ 
ОМ  а 


п  о  .1  ю  с  а  1 


и  аЬ  окаю  О;  тогда  От 
какъ  съ  одноб  стороны 


'З-р,  гд*  9  уголъ  между  ОМ  и  I',  такъ 


Площ.  ДОяЛ  =  =Площ.  \ОЛВ.соз'(; 
а  еъ  другой  стороны 

Ом  =  ^=  2  Площ.  Д  ОаЬ, 

при  чемъ  одновременно    должны    быть    сохранены  въ  обЁихъ  форнулахъ 
либо  два  верхннхъ,  либо  два  нижнихъ  знака. 

Отсюда  вытекаетъ  с.т'Ьдующее:  если  череяъ  какой  либо  полемгъ  про- 
ведемъ  три  взаинно-перненднкулнриыя  оси,  то  моменгь  любого  вектора 
оЕО.то  этого  полюса  равенъ  геометрической  стмм'Ь  моментовъ  того  же 
вектора  около  трехъ  проведенныхъ  осей,  такъ  какъ  по  §  3  всяк1й  векторъ 
пуедставляетъ  собою  геометр,  сумму  свонхъ  коордннатъ,  т.  е.  проэкц1й  на 
три  взаимно-ортогональныя  оси. 

10.    Аналитическое    выражея1е   для   мовентовъ    прнложенваго 
вектора  около  осей  коордннатъ.  Вычислнмъ  теперь  моменты,  приложен- 
ваго  вектора  около  осей  коордннатъ  по  заданнымъ  координатамъ  X,  У,  2, 
2 


^,  у,  г.  Пусть  (Фиг.  8  и  9)  точка  приложешя  совпадаетъ  съ  нача.10мъ 
вектора.  Искомые  моменты  око.то  Ох,  Оу  и  Ох  означимъ  соответственно 
и  Л1,  N.    Начнемъ  съ  вычислен1я  N.   11ро»кц1я  а  начала    вектора    на 
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плоскость  хОу  будетъ  им^ть    своими    коордияятами:    а-,  у:    а  проэкцЫ  Ь 

^х 

у 


конца:  х-\-Х:   у'\-У\    сЛд.    удвоеннан  п.10щадь  треугольника  ОаЬ,  ио 
известной  фо]>кул1^  аналитической  геометр!»,  выразится  такъ: 

2 площ.  Д  Оя*  =  =Ь  {^у■\■  Г)а-  — ('.г  +  Х1^1  =  —  '■У^  -  ^У'^ 
откулп 


Фвг.  Ю. 


Чтобы  опред^^лить,  кото[>ый  кзъ  двухъ  ннаковъ  долшенъ  быть  сохра- 
ненъ,  приложинъ  нашу  фо|»11улу  къ  частному  случаю,  Возьиенъ  векторъ: 
О,  У,  О,  .г,  О,  О;  Г  и  л;  положительны.  Моментъ  такого  вектора  •)  (Фиг.  10) 
по  !)  8  полохителенъ,  слЬд,  въ  иредъидущей  формуле  надо  сохранить 
знакъ  плюсъ.  Хотя  9ы  убедились  въ  этомъ  для  частнаго  случая,  но  наше 
заключен1е  будетъ  справедливо  и  воо6п1е,  такъ  какъ  иоментъ  непрерывно 
меняется  съ  изм'Ьнешемъ  коордииатъ  вектора. 


■)  Относптельпо  систсиы  осей  аред полагается  вс1 
столщаго  вдоль  оси  он  такъ,  чтобы  ва1гравлеи1е  оси  I 
сиотршцаго  вдоль  оси  ох,  ось  оу  ндегъ  сл11Ва  направо 


гда,  что  для  ааблюдателн, 
ло  отъ  вогь  къ  голове,  ц 
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$  11.  Т11ЮР1Я  векторовъ.  1Л 

Ияъ  выражен1а  для  ^  съ  помощью  круговой  подстановки  найдеиъ 
вырахен1я  для  ^  и  М.  Твкииъ  образоыъ  иолучаеиъ: 

1  =  2^  — Ух;    М=Хг—гу,.     N=='Уx  ~  Хц.  (15) 

Если  бы  точка  приложен!»  не  совпадала  съ  началонъ  вектора,  то 
по  (14)  координаты  й,^^^,^  начала  выразились  бы  такъ 

гд'Ь  череэъ  X  означена    общая  величина    отношешй.    Подстановка    ^,  1],  С 
въ  формулы  (15),  выпето  X,  у,  г,  очевидно,  не  изменила  бы  ихъ  вида. 

По  выражен1яиъ  (15)  легко  найти  моменты  даннаго  вектора  около 
осей  параллельныхъ  коордииатныхъ,  но  нроходящихъ  черезъ  точку  А  съ 
координатами  а,  Ь,  с.  Для  этого  перенесемъ  начало  въ  точку  А,  не  изнгЬняя 
направлешя  осей;  тогда  новыя  координаты  вектора:  X',  У,  2',  х\  у',г\ 
будттъ  такъ  связаны  съ  нрежнини: 

Х'-Х,   Г=Г,  г'=г; 
х'=  X  —  я;  у'-=  у  —  Ь;  5  =  г  —  с 

ПрИ1г6няя  (15)  для  моментовъ  Ь'^,  М'^\  2^'^  около  новыхъ  осей, 
оолучихъ  выраяен1я: 

Ь'Л)  =  2'у  —  ГУ;    М'^^=Х'г—2'х'\     И'-^>=  ГУ  — Х>'; 

откуда,  возвращаясь  къ  прежнимъ  координатанъ,  и  найдемъ: 

Ь<^>=^г{у~Ь)  —  У{,г-'С)\    М"'>='Х(г-с)  —  г{х  —  а)\ 

]^ш=  Г{х—а)  -  Х(у  —  Ь).  (16) 

П.  Аналитическое  виражен1е  для  момента  приложеннаго  вектора 
около  полюса.  Всяк1Й  векторъ  можно  разсматривать  какъ  геоиетри- 
ческую  сумку  проэкц1Й  его  на  три  взаимноперпендикулярныя  оси  {§  3); 
(мЬд.  по  §  9  моментъ  С'^'  даннаго  приложеннаго  вектора  {X,  Г,  Д  х,  у,  г) 
около  полюса  А  (а,  Ь,  с)  представляется  какъ  геометрическая  сумма  момен- 
товъ этого  вектора  около  осей,  нроходяи^ихъ  черезъ  А  и  параллельныхъ 
координатвыиъ.  По  (16)  координаты  вектора  С'-'*:  У^''*',  б^''*',  й/-^',  —  пред- 
ставятся такъ: 


в^*'*=Ь^-*'>  =  2{у  —  Ь)~У[г- 
е<'')  =  ЛГ(-*'  =  Х(2— с)  — 2(л:  — а); 
(?'■'>  =  ^/(■')  =  У(х—а)—  Х{у  —  Ь); 


(17) 
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Ё(!ли  точка  Л  совпадаетъ  съ  началокъ  Еоординатъ,    то   ионентъ    С^ 
будетъ  иы'Ьть  своиии  координатами: 

а  ве.1ичина  его  набдется  по  форнул-Ъ: 

а^  =  (гу~У:!)^-\-(Хг  ~  2х)'  +  (Гг  -  Ху}К  (19> 

13.  Аналитическое  выражен1е  иоиеита  прнложениаго  вектора 
около  нроизвольной  оси.  По  §  9  номентъ  К"'-'  даннаго  нриложеннаго 
вектора  (X,  У,  2,  х,  у,  г)  около  оси  II,  проходящей  череэъ  точку  А  («,  Ь,  с) 
и  образующей  съ  осяни  углы  а,  ^,  •{  равняется  нроякцш  на  ось  момента 
этого  вектора  около  полюса  Л,  т.  е.  по  (17): 

К>^^ ^  [2(1/  —  Ь)  —  Т(.;г  —  с)]соз2-\-[Х{х  -  с)  —  2(х~а)]соз^  -(- 

-{-[У(х^а)-  Х(у^Ь)]мз-{.  [20) 

13.  Яовыя  координаты  нрилоиЕеннаго  вектора-  Выпето  того, 
чтобы  задать  приложенный  векторъ  его  проэкцкни  на  три  координатный 
оси  и  координатами  точки  прилонсешя,  мы  можемъ  опред'&лить  его  дру- 
гими шестью  величинами:  тремя  проякц1Ями  на  оси  и  тремя  моментами 
около  коо])линатныхъ  осей,  Новыя  координаты  сл'Ьд.  будутъ:  X,  Т,  2,  Ь,  М,  Ж 
Число  ихъ  снова  на  единицу  превышаетъ  чисю  независиныхъ  коорди- 
натъ  вектора;  ни  одна  и»ъ  нихъ,  очевидно,  не  можетъ  быть  аеопред^!- 
ленною,  сл'Ёд.  между  ними  должна  быть  н'1которая  заввсниость.  Действи- 
тельно, изъ  выражешй  (15|  нетрудно  видЬть,  что 

ХЬ-\-УК-\-2К=<Л.  (21) 

Геометрически  это  равенство  выражаетъ  перпендикулярность  вектора 
къ  своему  моменту  около  нача.1а  координатъ, 

Отъ  прежней  системы  координатъ  вектора  къ  новой  легко  пврейденъ 
съ  помощью  уравнений  (15|.  Т*же  уравнен1я  С1ужатъ  для  обратнаго  пере- 
хода, только  одной  изъ  координатъ  точки  11риложен1я  надо  дать  опреде- 
ленное значеше,  выбранное  по  нашему  произволу 

14.  Вааинный  иоментъ  двухъ  векторовъ,  В  з  а  и  н  н  ы  н  ъ  нонен- 
т  о  м  ъ  двухъ  векторовъ  называется  нроизведен1е  изъ  длины  одного  изъ  векто- 
ровъ на  монентъ  другого  около  оси,  С1ужащей  основан1енъ  нериону  и 
совпадающей  съ  нинъ  по  вяправ.1ен1ю.  Численно  взаимный  моментъ  рав- 
няется ушестеренному  объему  тстраедра,  построеннаго  на  дааныхъ 
векторахъ,  какъ  на  противоположныхъ    ребрахъ.    Объему    этому   должно 
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п})И11исать  знакъ  положительный  или  отрицательный,    въ  зависимости  отъ 
янака  момента,  входящяго  въ  составь  вваиннаго  момента  двухъ  векторовъ. 


ЁС1И  данные  векторы  (Фиг.  11)  АВ  и  СВ  оэначниъ  терезъ  VI  и  У%, 
кохентъ  вектора  VI  около  основан1л  вектора  1^2  черезъ  0-12,  ноиентъ 
вектора  К^  около  основания  К]  черезъ  0%1,  объемъ  тетраедра,  построен- 
наго  на  Ух  и  Г; ,  черезъ  Ж,  в  наконецъ,  для  исконаго  взянннаго  но- 
хевта  выберенъ  символъ  (Г!^";^,  то  намъ  придется  у611дит1Ля  въ  спра- 
ведливости равенствъ: 


{УхУг)  =  {У^У^)  =  У.Огз 


=  У2<^21 


'=!=6ТГ. 


(22) 


Вычислинъ  сначала  иоиептъ  612.  Если  плоскость  Р  перпендику- 
лнрва  къ  АВ  и  проходитъ  черезъ  А,  то  искомый  нонентъ  равняется 
удвоенной  площади  треугольника  Асд,  гд*  сд  проэкц1я  СВ  на  плоскость 
р.  Но 

2.ПЛ0Щ.  ^Асд  =  сд.АЕ^сд.Ь: 

здкь  АЕ=Ь  пераендикуляръ,  опущенный  ииъ  А  на  сд;  эта  лин1я,  оче- 
видно, служить  кратчайшинъ    разстоан^еиъ  между  векторами  АВ  и  СВ. 
Дал'Ье  сд=СВ  .8та,  гд'Ь  ю  уголь  между  направлешяни  векторовъ 
СП  и  АВ;  сл^д.  по  принятынь  обозначен1янъ 

У1Сг»='^УгУ2г5т(УгУг). 

Пр0113ведев!е  У\У281п{У1У2)  представляетъ  собою  площадь  парал- 
лелограмма АВА'В,  если  АА'   паралла^ьно  СВ.    Построигь    на  этомъ 
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ларадлелогранк^,  какъ  на  освованш,  парадлелепипедъ,  ин:Ёющ1Й  боковымъ 
ребронъ  пряную  АС;  тогда  отр'Ьаокъ  8  будетъ  служить  высотою  этого 
П8ра.тлелеиипеда.  А  потому 

Г1О12  =-.  =!=  VI  Г,Д(м  С  Г1  Гг)  =  =^  6  ^V\ 

такъ  какъ  тетраедръ  построенный  на  векторяхъ,  очевидно,  составляехъ 
шестую  часть  вышеупоыянутаго  иара.1лелеиипеда.  Выражете  V]  УгЬзЫ  Ух  1  '^') 
синыетричво  относительно  Ух  н  Гг;  отсюда  зак.1ючаенъ  о  равенстве: 


Фиг.  12.  у 


ПЙл. 


Для  олред'Ьлен1я  знака  разснотрииъ  частный  случай.  Пусть  (Фиг.  12) 
векторъ  Ух  И1(1^етъ  точку  приложен1я  въ  начале  коорлинатъ  и  направ- 
ленъ  по  Ог,  я  векторъ  У^  ии'Ёетъ  точку  приложен1я  на  положительной 
ПОЛОВИН'^  Ох  въ  разстоян1и  Ь  отъ  начала  и  направленъ  но  Оу ;  тогда 
К/^ II  = -4- 1^11^2 '  и  У2О21  = -\- ^^1^2^'  сл'Ьд.  въ  вышеприведенной  фор- 
мул'); надо  сохранить  положительный  знакъ.  Такинъ  образонъ  равенства 
(22)  доказаны  во  всЁхъ  своихъ  частяхъ. 

15.  Аналнтвческое  выр&шеи1е  для  взаихцаго  нонента  вевторовъ. 
Изъ  аналитической  геоыетр1и  наиъ  нзв'Ьстно  такое  выражев1е  для  объема 
Ж  тетраедра,  ик'Ьющаго  свои  вершины  въ  точкахъ:  ^1,  ^и  С1;  $2,  т)^,  ^^•, 

'  1   е,  41   :>  ! 

1       Е»      Т)2       ^2      \ 

I     ^8    Пз    ^3    I 
1     «ч    'и    '1    '\ 

Пусть  (Фиг.  II)  векторы  Ух  или  АВ,  Уг  или  СВ,  взаимный  ио- 
ментъ   которыхъ    желательно    вычислить,    заданы    своими  координатами: 
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-Х!,  У],  ^1,  XI,  у1,  гх,  Хг,  У»,  2^,  а?:,  уг,  г;.  Тогда  координаты  вершинъ 
тетраедра  АВСВ,  построеылага  на  этихъ  векторахъ,  будутъ  сл^ЬдуЮ1Ц1я: 


=  ^1  +  ^1! 


г:2г  =  а;14-Х,;     т,г  =  у,-|-Г,; 
С;Ез  =  а:2;      г,з  =  уг;     ;з  =  г2; 
-О : «,  =  3=2  4-  Х»;     1(4  =  У2  +  1'г;     'ч  =  «1  +■  21. 
Подставляя  эти  эначев1Я  въ  предъядущве  11ырааен1е  наб,'(енъ 


I     I 


XI 


VI 


1     ж,+Х1    у,-\-Г1    г,+7,     I 

1         XI  уг  г,  ; 

1     агг+Хг     Уг+Г^     ^2+2,      | 

Вычитая  нзъ  второй  строки  опред'ктителя  первую,  а  изъ  четвертой 
третью,  значительно  уаростимъ  его  и  такинъ  образоиъ  по  §  14  полу- 
чулъ  окончательно: 

I       I  XI         У1  «1       I       ■ 

(23, 

1       Хг       Уг       «з 

О      X:      Уг     Хг 


(У,Г,)=! 


Убедиться  въ  томъ,  что  ад'Ьсь  долженъ  быть  сохраненъ  знакъ 
(июсъ,  новно  совершенно  такинъ  же  образонъ,  какъ  ны  это  сделали  въ 
$  14,  применяя  формулу  къ  тону  же  саиону  частному  случаю. 

Ес.1и  иредъидущ1Й  опред^лигель  разложить  по  элементамъ  перваго 
столбца,  то  получимъ  по  (15)  выражен1е  для  {У1У2)  въ  другихъ  коорди- 
ватахъ  векторовъ;  Х\,  Гь  ^ь  -^1.  ■М'ь  ^^ь  Ха,  Гг,  ^г-  -^г.  Л/г.  Л'в;  — 


(Г,  Га1=  Х,7.г+  УхМг^- г^^^Аг  Х^Ьу  +  Г^Л/,  +^2^^,. 


(24> 


Система  векторовъ. 

16.  Система  векторовъ.  Главний  векторъ.  Координаты  снетены. 

Группу  «  векторовъ  У^,  У^, ,. .  У„,  если  разсматриваенъ  ихъ  всЬхъ  одно- 
временно, буденъ  называть  системою  векторовъ.  Векторъ  У,  пред- 
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ставляюш1й  собою  геометрическую  сумму  данныхъ  векторовъ,  носить  еа- 
зван1е  главиаго  вектора  системы.  Координаты  главиаго  вектора 
Х,!* У,  2,  свяяанныя  съ  координатами  отдЬльныхъ  векторовъ  равея- 
стваии  (7),  называются  координатами  системи;  эти  величины  характе- 
1)изуютъ  собою  систему.  Системы,  имйющ1я  одинаковые  координаты,  т.  е. 
им^ющ1Я  геометрически  равные  главные  векторы,  сани  считаются  геоме- 
трически равными.  Изъ  опред'Ёлен1я  операц1и  геометрическаго  сложев1л 
вытекаетъ,  что  главный  векторъ  не  зависитъ  вовсе  отъ  положения  осей 
коордннатъ. 


Система  приложенныхъ  векторовъ. 

17.  Снетеша  прнложевныхъ  векторовъ.  Главный  номеить.  Ко- 
ординаты снстеяы.  Группа  изъ  п  приложенныхъ  векто1Х)въ  Т*!,  Т'г,...  К», 
если  вс1  векторы  разснатриваются  одновременно,  называется  системою 
приложенныхъ  векторовъ.  Такъ  какъ  каждый  приложенный  век- 
торъ У{  характеризуется  двумя  неприложенными  векторами:  XI,  Т*,  2-, 
и  Х|,  Мх.  И^\  (см.  §  13),  то  система  приложенныхъ  векторовъ  равно- 
си.1ъна  двумъ  системаиъ  неприложенныхъ  векторовъ.  Поэтому  система 
приложенныхъ  векторовъ  характеризуется  не  однниъ,  а  двумя  главными 
векторами:  главнымъ  векторонъ  Л  для  системы  Х|,  Г*!,  ^|  (г  =  1,2,..  .п) 
и  главнымъ  вектороиъ  (У'  для  системы  Х(,  Ш^,  Л^х  {X  =  1,  -, .  ■ .  п).  Первый 
векторъ  сохраняетъ  свое  назвав1е  главиаго  вектора  системы,  а 
второй  называется  главнымъ  ионентомъ  системы  около  на- 
чала координат ъ.  Координаты:  X,  У,  2\  Ь,М,  Д— этнхъдвухъ  векто- 
ровъ называются  координатами  системы  приложенныхъ  векторовъ. 
По  (7)  и  (15)  координаты  системы  такъ  зависятъ  отъ  координатъ  отд*ль- 
ныхъ  векторовъ: 

Х=  У  Х;     Г=  У    Г,;     2=  У    Хс, 

г=1  1=1  г=1 

я  п 

п  п 

Ж=  У  Ж,=  У   (Х,г,-г,х>): 

п  п 

^^  у  ^'  =  у  (^'1X1—  Хф).  ,25) 
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18.  Завнешиость  воорднввтъ  еист«вы  отъ  выбора  полюса. 

Есля  вн-Ьсто  начала  координатъ  возьмеиъ  за  полюсь  точку  А{а,Ь,е), 
то  главный  векторъ  В  останется  безъ  изм'Ьнев1я  (си.  §  16),  а  главный 
юиентъ  около  новаго  полюса  С*^'  (/,'■*',  Ж''*',  2?'^'),  вообще  говоря,  не 
будетъ  равняться  прежнему  С°{Ь,М,Ю,  такъ  какъ  сами  суммируемые 
моменты  в('  (Ь, ,  М1 ,  К[)  изменятся  и  обратятся  въ  6(*'  {Ы^\  Щ*-\  Ш*^). 

Действительно,  по  (17): 

11'^'=  2ф  —  У^г^-\-^,с  - г,Ь ^^ Ь,~г,Ь-\-Т1с;    М,^^^  =  М^~  Х,с^21а 


/,'-')=У  ^,'«=У  Ь^ьУ  г,-\-сУ  Т>=1~Ь2-\-сТ: 

»=1  1=1  1=1  г=1 

М-^'=М  —  сХ-\-а2;     ^■""-■=  ^"— аГ+ЬХ.  (26) 

Двучлены,    стоящ1в    въ    правыхъ    частяхъ    равенствъ:    —  Ь2-\-  еУ, 

—  сХ-\-а2,  — аТ-{-ЪХ,  очевидно,  предстапляютъ  собою  моменты  около 
осей  координатъ  вектора:  X,  У,  2,  — я,  — Ь,  — с.  Если  же  мы  завсйтимъ, 
что  по  отношев1ю  къ  системе  осей  пяраллельныхъ  прежнииъ,  во  им'^^ю- 
щнзъ  начало  въ  точк^  Л,   координаты  прежняго    иача.та  будутъ  именно 

—  а,  —  Ь,  —  с,  то  легко  увидимъ,  что  разснатриваеные  двучлены  служатъ 
координатами  момента  К  главнаго  вектора  Л,  приложевнаго  къ  началу 
координатъ,  около  точки  А.  Такинъ  образомъ  выше  написанныя  три  алге- 
браическнхъ  равенства  приводятъ  къ  такому  геонетричесвому: 

(С<-'0  =  (е»)  +  (Ю; 

т.  е.  главный  монентъ  около  воваго  полюса  равняется  геометрической 
сукжЁ  главнаго  момента  около  прежняго  полюса  и  момента  главнаго 
вектора  системы,  приложевнаго  къ  прежнему  полюсу,  относительно  новаго. 

Пусть  напр,  (Фиг.  13)  (х"  главный  монентъ  системы  около  О,  В  глав- 
ный векторъ  системы,  К  монентъ  вектора  Е,  приложевнаго  къ  О,  отво- 
сительно  А;  тогда  главный  монентъ  системы  (?'^'  около  А  будетъ  Д1аго- 
вадью  вараллелогранма,  построенваго  ва  векторахъ  в°  и  К. 

Изъ  доказаннаго  соотношен1я  вытекаетъ,  что  геометричеекинъ  н'Ь- 
стонъ  оолюсовъ  съ  геонетрически  равными  монентанн  служить  прямая 
параллельная  главному  вектору  системы. 
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Если  первоначально  полюсомъ  служила  не  точка  О  (начало  коордн- 
натъ),  а  точка  А{а,Ь,с)  и  зат^иъ  за  полюсъ  взята  Р(х,^,г),  то  по  (26). 
перенеся  начало  въ  А,  хы  нашли  бы  так1а  выражеа1Я  для  главнаго  но- 
хента  въ  Р: 

^т  =^■л)  +  у(^  _  й)  _  г(у—  Ъ); 

ЛГ"'-'=  М^--\-г{х  -  а)—  Х(^  —  с) ;  (27) 

N'^>=]^^^■{'X(у  —  Ь^  -У(х  —  а). 


10.  Инвар1аитн  системы  векгоровъ.  Разложииъ  (§  5)  главный 
иоментъ  С^*'  системы  при.>10женныхъ  векторовъ  около  какого  либо  аолюса 
Л  на  лва  составляю  щи  хъ — по  наиравленш  главнаго  вектора  Л  и  по  на- 
правленш  перпендикулярному  въ  главному  вектору.  Первый  составлнющ1Й 
векторъ  наяовемъ  Л"'-^',  второй  Р^*'.  Составимъ  выражр.н1е.  для  Д'-* ,  поль- 
зуясь равенствами  (26). 


Въ  полученное  выражен1е  вовс«  не  входнтъ  координаты  точки  Л, 
поэтому  для  другого  какого-нибудь  полюса  В  мы  найми  бы  точно  такое 
же  выражен1е,  сл^д.: 

т.  е.  про»кц1Я  главнаго  момента  системы  на  направлен1е  главнаго  вектора 
не  зависитъ  отъ  положения  полюса. 


0|д|1|гес1зу  Сл0091С 
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Тавъ  какъ  и  на  главный    векторъ    ве  вл1яетъ    выборъ  полюса,    то 
выражев1е 

д^у{^(  =  ЕН==  XI  -\-  ТМ  -\-  гК  (28) 

не  зависнтъ  ни  отъ  11оложен1я  полюса,  яи,  конечно,  огь  ор1ентировЕи 
координатныхъ  осей;  поэтому  оно  носитъ  назваюе  ипвар1анта  системы 
векторовъ.  Другикъ  инвар1ант011Ъ  является  выражеа1е 

Л2  =  Х^  +  Г2+г*, 

какъ  мы  уже  упоминали  выше  (§  16). 


80.  Центральвая  ось  снетеяы  вввторовъ.  Переы'Ьиа  полюса 
в.11яетъ  лишь  на  составляющий  векторъ  главваго  момента  Р**\  иерпенди- 
кулярвый  къ  главному  вектору.  Лосиотринъ,  нельзя  ли  выбрать  аолюсъ 
такъ,  чтобы  этотъ  векторъ  Р*^'  обратился  въ  нуль.  Тогда,  очевидно,  глав- 
ный хоиентъ  в<^'  около  взятаго  полюса  будетъ  и1гЬть  наименьшую  воз- 
хожную  величину  Я  и  по  направлен1Ю  совпадетъ  съ  Я,  т.  е.  главнымъ 
векторомъ. 

Фяг.  14. 


Пусть  (Фиг.  14)  для  полюса  А  построенъ  г.тавный  векторъ  И  в 
главный  момевтъ  в'*>;  разложннъ  этотъ  моиентъ  на  два  вектора:  Л'^*  по 
направлению  М  н  Р^*>  по  валравленш  къ  В  перпендикулярному.  Зат^нъ 
отступинъ  отъ  плоскости,    содержащей    векторы  Я  и  0'^>,    по  перпенди- 


куляру ^С  къ  ней  на  разстолн1е   АС^=й  = 


р(Л1 


при  тоиг    въ    такую 


«сторону,  чтобы  для  наблюдателя,  смотрящаго  на  плоскость  изъ  точки  С 
и  стоящаго  такъ,  что  ваправлен1е  В  совпадаетъ  съ  направлеН1еыъ  отъ 
вогъ  къ  голов'Ь,  векторъ  Р'-'*  казался  идущимъ  слива  направо.  Тогда 
точка  С  в  будетъ  искомый  полюсъ.  Действительно,  по  предъидущену, 
главный  нонентъ  0'^  для  полюса  С  получится  какъ  сунна  момента  (У-^^ 
и  хомента  К  вектора  К  около  полюса  С.  Этотъ  ионентъ  по  своей  вели- 
чин*  равняется  ВЛ,  т.  е.,  по  услов1ю,  равняется  Т^*^,  во  по  вяправлен1Ю 


о  д|11гес1 
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прямопротнвоположевъ;  слЬд.  геометрическая  суима  0<*>  и  К  дастъ  только 
векторъ  Н"^=Н^*^-=Н;  поэтому 

а<"  =  н, 

что  и  желали  получить. 

Полюсовъ  подобвыхъ  С  беэчисленное  множество;  всЬ  они  лежат-ъ 
(§  18)  на  прямой  С'С"  оараллелькой  главному  вектору.  Пряная  эта  но- 
сить назваше  центральной  оси  систены  векторовъ. 

21.  Уравнен1е  центральной  осн.  Цолучеиный  въ  прелъидущеи'Ь 
параграфе  результатъ  подтверлииъ  авалитическинъ  путенъ. 

Станемъ  искать  координаты  иолюса  (а,  Ь,  с)  изъ  того  услов1я,  чтоб  ы 
для  него  главный  коиентъ  системы  инАлъ  возможно  наименьшую  вели- 
чину. По  (27)  вопросъ  сводится  къ  опред'!ЁлеН1Ю  т1пш1ит  функцси  отъ 
трехъ  перем1Ьнныхъ  а,  Ь  я  с: 

[в('>]'  =  {^^гЬ  +  Ус)^-\'(М-Xс-\-2аУ-\-^N—Уа■{•XЬ)^. 

По  изв^стиынъ  правилямъ  приравниваемъ  нулю  производные  по 
а,  Ь  и  с: 

г{Ж—  Хе  -\-  га)  —  Г(.У  -  Га  +  ХЬ)  =  0; 
X(N-  Уа  +  ХЬ)—2(Ь  —  2Ь-\-  Ус)  =  0; 
У(Ь  -гЬ-{-  Ус)  —  Х{М—  Хс-\-2а)  =  0. 

Одного  взгляда  на  эти  уравнен1я  достаточно,  чтобы  видбть,  что  одно 
изъ  нихъ  служить  слЪдств^еиъ  остальныхъ  двухъ.  .Заменяя  ихъ  равен- 
ством ъ  таких ъ  отношешй: 

1~гЬ-\'Уе  ^  ДГ— Хс  +  го  ^  К—Уа  +  ХЬ 

X  У  г 


по  (26)  видинъ,  что 


1^)  ^  ^  _  ^^) 
X  ~  У    ~~2~' 


т.  е.  направлевю  главнаго  момента  около  исконаго  полюса  совпадаетъ  съ 
направлев1енъ  главнаго  вектора.  Равенство  двухъ  П0С11Ьднихъ  отношен1й 
приводить  къ  уравнен1Ю: 

гм  —  УN=  Х(2с -!-  УЬ) ~а{г^-\-  у^у, 

^уI,.е.^с^V^^0031с 


^  '21.  ТЕ0Р1Я   БЕКТОРОВЪ.  23 

и.та,  если  Х^'{-У^  -\-2^  за|г6ннмъ  черезъ  Д^,  къ  такому  выражен1ю: 
Подобвыкъ  образонъ  найдемъ: 

ь  —  ■~-,^г^-xN)  =  ■^,^xа  +  уь  +  2с)^, 

е-^,(Х11[-ГЬ)=-§-,( 
Изъ  этихъ  равенствъ,  полагая 
г  =  -^,^^N—гМ):    (-^,^г^- ХЩ;    1-^^(.ХМ-ГЬУ, 
получаемъ  искомое  уравнение  центральной  оси: 

„-^      Ь—^_с—1  „ 

^ — ^-   г  '■^> 

Это  прямая,  иараллельвая  главвоиу  вектиру  в  проходящая  черезъ 
точку  (о,  Р.т^).  Легко  убедиться,  что  точка  (яр^)  ннеано  та  самая  С,  о  ко- 
торой была  рФчь  въ  предъидущенъ  параграф^!.  Д'Ьйствительао,  рад1усъ 
векторъ  этой  точки  иерпендикуляренъ  къ  Я  и  О-",  такъ  какъ 

Дал'1Ёе  длина  Х  рад|уса  вектора  находится  иэъ  равенства 


'  П 


=  ^^вно^^)'8^п'^в^'>), 


откуда  по  §  20 


Точно  также  и   направ.1ен1е   этого   радхуса   вектора  совпадаетъ  съ 
указанныхъ  въ  тоиъ  же  парагра((ИЬ.  Пусть  положительное  направ.тен1е  Ог 


зуСоо^1е 
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соваадаетъ  еъ  С",  а  плоскость  хОу  проходить  черезъ  И,  такъ  что  Х  =  0, 
^I^=0,^^>0;X  =  0,  Г>0.  тогда  р=0,  -^  =  0,  а=-^^>0,  т.  е.  ра- 
л!усъ  векторъ  совиадаетъ  съ  положительною  половиной  Ох,  что  и  пол- 
твершдаетъ  вышесказанное. 

"И.  Рас11ред'Ьлеи1е   главиыхъ    вомонтовъ   въ  проетранетв'Ь.   На 

основавш  предъидущаго  мы  иожеиъ  составить  себ±  ясное  представлеы1е 
о  тонъ,  какъ   расположены  въ  проетранетв'Ь  ноненты  около   разлкчныхъ 

полюсовъ. 

Ве.1ичина  нонента  С*'  вокругъ    точки  А,  отстоящей  отъ  централь- 
ной оси  на  рвзстонн1и  й,  по  §§  18  и  20  представится  такъ: 


сл^д.  геонетрическии'ь  М'1^то»ъ  полюсовъ,  для  которыхъ  ноненты  равны 
по  своей  величине,  но  ыогутъ  отличаться  по  направлен1ю,  служитъ  ци- 
линдръ  вращен1я,  ось  коего  совпадаетъ  съ  центральною  осью  систеиы. 
Каждая  изъ  производящихъ  этого  цилиндра  служитъ  геоиетрическинъ 
м^стоиъ  полюсовъ  съ  геометрически  равными  моментами.  Моменты  во- 
кругъ полюсовъ,  лежащихъ  на  ортогональнонъ  с'Ьчен1и  цилиндра,  распо- 
ложены по  произволлщииъ  однополаго  гиперболоида  вращения.  Окруж- 
ность, представляющая  собою  это  ортогональное  сЪчен1е,  служитъ  горломъ 
гиперболоида. 

Тангенсъ    угла  "р,  подъ  которынъ  направлен1е  момента  0'^'  накло- 
нено къ  центральной  оси,  выражается  такъ: 


с.1'Ьд.  нонентъ  по  н'Ёр'Ь  удаленЕЯ  полюса  отъ  оси  стремится  стать  перпен- 
дикулдрнымъ  къ  оси. 

Въ  заключение  равсмотримъ,  какъ  меняется  направлен1е  номентовъ 
для  полюсовъ,  лежащихъ  на  прямой  верпендикулярной  къ  центральной 
оси  въ  данной  на  ней  точк'Ё.  Пусть  ОС  (Фиг.  15)  центральная  ось  сис- 
теиы, В  VI  и"  главный  векторъ  и  главный  ноиентъ  для  точекъ  на  этой 
оси  и  пусть  прямая  ОА  перпендикулярна  къ  ОС.  Моментъ  С'**  около  А 
выразится  диагональю  АЕ  прямоугольника  АВОЕ,  у  котораго  сторона 
АВ  геометрически  равна  О-",  а  сторона  АВ=В.ОА:  илоскостъ  прямо- 
угольника перпендикулярна  къ  ОА.  Для  другой  точки  А'  на  той  яе  пряной 


^уI,.е.^::^V^^ОО^IС 
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ОЛ  должны  также    найти  д1ягональ  прямоугольника  Е'В'А'В',  вря  ченъ 
(А'В')  =  {&'>};  А'В'  =  В.ОА'.  Очевидно, 


с.1*д.  ЛИН1Я  ОБВ',  а  потому  и  С  ЕК  прямыя.  Изъ  сказаннаго  вытекаетъ, 
что  направлен1я  хонентовъ  совиадаютъ  съ  1гроиз)10дяп;иии  гиперболиче- 
екаго  параболоида,  построеннаго  на  ОБ  и  (г^Е. 

До  сихъ  иоръ  мы  предполагали,  что  ни  главный  векторъ,  ни  главный 
хохентъ  для  точекъ  центральной  оси  не  равняются  нулю.  Если  главный 
векторъ  нуль,  то  для  вс^хъ  полюсовъ  моменты  геометрически  равны.  Если 
главный  номентъ  для  точекъ  на  оси  обращается  въ  нуль,  то  всЬ  моменты 

периендивулярны  хъ  оси,  т.  е.  <р  всюду  равно  -„■ 


23.  11оетроен1е  Ропее1е<;.  Мы  ун'бенъ  найти  110ложен1е  централь- 
ной оси,  если  система  векторовъ  наиъ  задала  своими  координатами.  Но, 
конечно,  это  не  единственный  способъ  задашя -такихъ  способовъ  беачк- 
елейное  множество,  наприн.  система  будетъ  вполн'Ь  опред'1^леня,  если 
нлв1^стны  три  главныхъ  момента  ея  около  трехъ  данныхъ  точекъ.  Мы 
разсмотринъ  изящный  геоиетрическ1й  ир1емъ,  данный  РопсеЫ,  для  оты- 
с1ан1Я  въ  этомъ  случа!  центральной  оси.  Предварительно  зам^тимъ,  что, 
есш  нзв'Ьстны  направления  главнаго  вектора  АБ  (Фиг.  16)  и  г.1авнаго 
момента  АС  для  какого  нибудь  иол  юса  .Л,  то  легко  найдти  плоскость,  въ 
которой  должна  лежать  центра.тьная  ось. 

По  §  20  искомая  лин1я  паро.^тлвльаа  главному  вектору  и  встр^чаетъ 
верпендикуляръ  А1>,  возстановденный  въ  А  къ  плоскости  САБ,  сл*д.  лг- 
хить  въ  плоскости  Р,  проходищеб  черезъ  АВ  и  перпендикулярной  къ 
плоскости  САВ-  Теперь  задачу  нашу  легко  решить.  Направлен1е  глав- 
наго вектора  характеризуется  гЬмъ,  что  проэкц1я  на  него  любого  момента 
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имФетъ  иостоянную  величину;  сл^д.  если  изъ  проилволькой  точки,  какъ 
вершины,  построи:1гь  тетраелръ  съ  боковыми  ребрами  геонетрнчески  рав- 
ными тремъ  даниымъ  ионентаиъ,  то  высота  этого  тетраедра,  опущенная 
изъ  той  же  вершины,  и  дастъ  исконое  наиравлеп1е.  ЗатЬнъ  по  предъиду- 
в^еиу  съ  помощью  двухъ  полюсовъ  строимъ  дв^  плоскости,  содеряащ^я 
центральную  ось;  перес'1чен1е  ихъ  и  будетъ  искомая  лин1я. 


Системы  эквнвалентиыя. 


34.  Свстешы  прилошенвыхъ  векторовъ  вввввалевтвыя  нея^  со- 
бою. Смстевы  прямопротввоположныя.  Свстемы  вквввялентиыя  нулю. 

ДвЪ  системы  приложенныхъ  векторовъ  называются  .эквивалентными 
между  собою,  если  он^Ь  ин'Ёютъ  геометрически  равные  главный  век- 
торъ  и  главный  ноиентъ  для  любого  полюса.  Для  этого  необходимо  и 
достаточно  (§  18),  чтобы  у  нихъ  оказались  равными  главный  векторъ  и 
главный  момеитъ  для  одного  только  нолюса. 

Система  прилокенныхъ  векторовъ,  у  которой  главный  векторъ  и  глав- 
ный монентъ  равны  нулю,  называется  эквивалентною  нулю,  ирнм^&- 
ронъ  такой  системы  могутъ  служить  два  прямопротивоположныхъ  вектора 

Да*  системы  дриложенныхъ  векторовъ,  у  которыхъ  главный  векторъ 
и  главный  монентъ  противоположны  для  любого  полюса,  называются 
системами  прямопротивоположныни  другъ  другу.  Для  этого  не- 
обходимо и  достаточно,  чтобы  такимъ  свобствомъ  обладали  главный  векторъ 
и  главный  моментъ  для  одного  какого  либо  полюса.  Если  въ  данной 
систем'^  векторовъ  веб  векторы  зан^нимъ  прямопротивоположныни,  то. 
очевидно,  новая  система  векторовъ  будетъ  прянопротивоположна  прежней. 

^уI,.е.^.^V^_-.ОО^IС 
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Если  изъ  двухъ  или  н'&скольЕвхъ  сйствиъ  векторовъ  составимъ  одну 
систему  слохвую,  то  главный  веЕторъ  и  главный  иоиевтъ  сложной  си- 
стемы для  какого-нибудь  полюса  будетъ  равняться  геометрической  сумн'11 
главныхъ  векторовъ  и  ионентовъ  отд'Ьльныхъ  простыхъ  систенъ  около 
того  же  полюса.  Отсюда  вытекаетъ,  что,  если'къ  какой  либо  систен'Ь  векто- 
ровъ присоединить  систему,  эквивалентную  нулю,  то  новая  сложная  систена 
будетъ  эквивалентна  прежней.  Соединен1е  двухъ  прямопротивоположыыхъ 
систеиъ  дастъ  свстеиу  эквивалентную  нулю.  Наоборотъ,  если  систему 
эквивалентную  нулю  разд{!лить  на  дв{1,  то  получатся  цъ'Ь  прямопротиво- 
положныя  системы. 

Если  дв4  системы  приложенныхъ  векторовъ  ^1  и  в;  таковы,  что 
сложная  система  изъ  б^!  и  системы,  прянопротивоноложной  8г  или,  наобо- 
ротъ, изъ  6^2  и  системы,  прямопротивуположной  6^1,  эквивалентна  нулю,  то 
системы  §1  и  5^2  эквивалентны  другъ  другу. 


.  17. 


25.  Прост^йш1я  системы  приложенныхъ  векторовъ.  Пара  век- 
торовъ. Наиболее  простою  системою  прилоясенныхъ  векторовъ  является 
система,  состоящая  только  изъ  одного  вектора.  Другая  простая  система 
получится,  если  мы  возьмемъ  два  приложенныхъ  вектора  Р  а  Р'  (Фиг.  17), 
равныхъ  но  величин-Ь,  лежащихъ  на  параллельныхъ  основан1яхъ  АВ  и 
СВ,  но  противоположно  направленныхъ.  Такая  система  носитъ  назван1е 
аары  векторовъ.  Главный  векторъ  для  пары  обращается  въ  нуль,  а  по- 
току (§  22)  номентъ  пары  не  зависитъ  отъ  положения  полюса.  Ес.1и  взять 
полюсь  О  на  основан1и  АВ  одного  изъ  векторовъ,  то  непосредственно  ви- 
дииъ,  что  главный  моментъ  равевъ  произведен1Ю  изъ  общей  величины 
векторовъ,  скажемъ  Р,  на  разстоян1е  между  основан1лми  8,  называемое 
плечонъ  пары.  11о  направлен1ю  моментъ  пары  пернендикуляренъ  къ 
П.10СВОСТИ,  содержащей  данные  векторы  (плоскости  пары),  и  идетъ  въ 
ту  сторону,  глядя  съ  которой  на  плоскость  пары,  увидимъ  векторы  ея  на- 


0  д|11ге^ 
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правленными  въ  сторону  двихен1я  ст]уЬдкк  часовъ.  Пары,  лежащ1я  въ 
параллельныхъ  плоскостяхъ,  эквивАлентны  нежлу  собою,  если  у  яихъ 
равны  произведешя  нзъ  длины  плеча  на  величину  вектора  н  направлев1я 
монентовъ  олинаковы. 

36.  Зан-Ёия  данной  снетеиы  векторовъ  простфйшею,  ей  »квн- 
валеитною,  при  ннвар1антакъ  отлйчныхъ  отъ  нуля.  Введение  въ  раз- 
сиотр(н1е  эквивалентныхъ  системъ  даетъ  нанъ  возможность  зам'Ьнять 
одн^Ё  системы  векторовъ  другими  болЬе  простыми  или  бол'Ье  удобнынн  въ 
какомъ  либо  отношен!».  Такъ  напр.  система,  состоящая  изъ  н'Ьсколькихъ 
векторовъ  съ  общею  точкою  приложеН1я,  иожетъ  быть  эа^Ьнена  одяинъ 
векторомъ,  равнымъ  геометрической  сумм-Ь  данныхъ  векторовъ  и  нрило- 
жепнымъ  къ  той  же  точк^!. 


Разсмотрикъ  сначала  общ1й  случай  зам11иы  данной  системы  нрост&й' 
шею.    11усть  для  взятаго    полюса  О  (Фиг.  18)    давняя  система    им'Ьетъ 


главный  векторъ  Я  и  главный  моментъ  (г.  Система,  состоящая  изъ  вектора 
^',  приложеннаго  къ  О  и  геометрически  равнаго  М,   и  пары  РР",    пло- 
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СБОсть  которой  перпендикуларва  къ  в-,  а  нонентъ  равевъ  Сг,  будетъ, 
очевидно,  эквивалентна  данной  системе.  Если  нолюсъ  О  взятъ  на  централь- 
ной оси,  то  плоскость  пары  РР'  {Фиг.  19)  будетъ  перпендикулярна  къ  Т 
и  ножентъ  ея  будетъ  возножно  наиненьш1Й.  Такинъ  образо1гъ  любая  си- 
стема ориложенныхъ  векторовъ  иожетъ  быть  завгЬнена  систеиою,  состоя- 
щею нэъ  трехъ  векторовъ.  Не  трудно  уменьшить  число  этихъ  векторовъ 
до  двухъ.  Д-Ьйствительно,  заменяя  пару  РР'  ей  эквивалентною,  ны  мо- 
хехъ  совн'Ьстить  (Фиг.  20)  точку  арилохен1Я  одного  изъ  векторовъ  нары, 
наир.  Р',  съ  точкою  О. 

Фнг.  ао. 


Теперь  два  вектора  Р  «  Г  иогутъ  быть  8ам1ш,ены  однинъ  ^  инъ 
ЭБВнвалентныкъ,  сл^д.  равныиъ,  по  сказанному  въ  начал^^  этого  параграфа, 
Д1агода.1н  параллелограмма,  построеннаго  на  Р'  и  ^'.  Такимъ  образонъ 
оказывается,  что  любая  система  приложенныхъ  векторовъ  съ  инвар1антани, 
отличными  отъ  нуля,  эквивалентна  двуиъ  вектораиъ,  не  лежащимъ  въ 
одной  пдоскости. 

27.  Теоремы  С1|а81ея'я  и  НбЫпа'я.  Заи11на  данной  системы  векто- 
ровъ двумя  векторами  можетъ  быть  сд'Ьлана  безчисленкымъ  множествонъ 
споеобовъ.  На  самоиъ  д'Ьл^,  когда  пару  РР  мы  зам^Ьняехъ  ей  эквивалентною, 
то  можеиъ  взять  вроизвольную  длину  иле'Ш  8,  лишь  бы  при  соот11'!Бтствен- 
нохъ  и»м'Ьнев1и  длины  вектора  Р  произведете  РЬ  сохранило  свою  ве- 
личину; кром'Ь  того  пара  можетъ  быть  повернута  на  произвольный  уголъ 
п>  своей  плоскости;  наковецъ  полюсъ  можетъ  быть  взятъ  въ  любой  точк!.. 
Но,  во  всяконъ  случа'Ь,  какими  бы  двумя  векторами  Р  и  ^  мы  ни  заи'Ё- 
НИ.1Н  данную  систему,  взаимный  монентъ  {Р^)  остается  величиною  по- 
стоянною. А,  такъ  какъ  по  §  14  взаимный  моментъ  равняется  ушестерен- 
воиу  объему  тетраедра,  построеннаго  на  Р  и  $,  какъ  на  противуполож- 
ныхъ  ребрахъ,  то  и  этотъ  объемъ  остается  постояннымъ.  Чтобы  доказать 
высказанное  11оложен1е,  называемое  теоремою  С)1а81е8'я,  положимъ,  что 
координаты  у  вектора  Р:Х\,  Г,,  21,  Ь\,  Ми  ^,;  а  у  вектора  Ц-.Хи  Т, 
^ь  Ь:,  М ,  И-;  тогда  разснатрнваемый  взаимный  моментъ  по  (24)  выра- 
)ится  такъ; 

{Р^)^X^^^-^^^М2-\-г^N^-\-Xг^^■\-ТгМ^-\-ггN^:, 

0,д,1|гес1оуСо0^1е 
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или,  если  принять  во  внимание  тождества  вида  (21): 

(Рд)  =  (X^'\-X^)^^^■^-^2)-\-^^^+У2иМ^-\-М2)■\-(2^■\'22){N,-\-N2^. 

Но,  по  услов1Ю,  векторы  Р  и  (^  эквивалентны  данной  системе  вен- 
торовъ,  сл4д.  координаты  систены:  X,  Г,  2,  ^,  Ж,  N.  такъ  связаны  съ 
координатаии  этихъ  векторовъ: 

Х=Х1+Х2;     У=Г,-^Г:;     2=2,-1-^!; 

Отсюда  вытекаетъ,  что  взаимный  нонентъ 

(Щ  =  ХЬ  +  УМ  -\-  2К; 

т.  е.  равняется  одному  изъ  инвар1антовъ  системы,  что  и  доказываетъ 
теорему. 

Если  данная  система  состоииъ  изъ  п  векторовъ  К)  съ  координатами 

X,,  ^^,2^,^^,М,,N^,     ^  =  1,2,  З...П; 

то  ножно  показать,  что  взаимный  монентъ  т^хъ  двухъ  векторовъ  Р  л  ^, 
которые  эквивалентны  систем'6,  равняется  сунн'1Б  взаимныхъ  ноыентовъ 
вс4хъ  векторовъ  системы;  т.  е. 

{РЯ)  =  '2(У*ГА 

„„„„  п(п- 

2 
Для  взапинаго  момента  (Р^)  мы  им^енъ  выражеше: 

Если  сократинъ  вс%  члены,  обращающ1еея  въ  нуль  по  (21),  то  найдеыъ: 

(РЯ)='Е,(^^^У-\-^'^^^-\-^^^^+  Х/Х,  +  Г>  ЛГ(  +  2у  Д); 

суимированйе  распространено   на  ъсЬ  пары    различныхъ    значковъ   ^  и  у. 

Но  по  (24)  каждый  изъ  ^ — -  чл( 

быть  зам^ненъ  черезъ  (К|Т^),  сл4д. 


),Сооз1е 
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что  и  желали  полечить.  Доказанная  теорема  носитъ  назваы1е  теоремы 
^[бЬшв'а. 

28.  Зая'Ьна  снетемы  вевторовъ  прост'&йшею  ори  мнваргантахъ 
равннхъ  нулю.  Мы  вид'Ёли,  что  въ  общемъ  случкЬ,  когда  инвар1анты 
отличны  отъ  нули,  т.  е.  когда 

X*  +  Г*+  г^  >  О,     Х1+УМ-\-  2N  не  равно  0; 

система  эквивалентна  двунъ  векторанъ,  не  лежащинъ  въ  одной  нлоскостн. 
Теперь  разснотримъ  случаи,  когда  какой  либо  изъ  инвар1антовъ  обраща- 
ется въ  нуль. 

Если  Х--\-Т'-\-2^=^,  то  и  второй  инвар1антъ  становится  вулемъ. 
Такъ  какъ  главный  векторъ  системы  нуль,  то  система  или  эквивалентна 
нулю,  или  эквивалентна  пар!  момента  геометрически равнаго  главному 
хоиенту  системы,  независящему  въ  даннонъ  случа'Ё  отъ  положения  полюса. 

11ереходимъ  къ  посл^днену  случаю,  когда 

X*  +  г^ +г^ > 0;   хЬ'\-Ум^гк=  о. 

Нетрудно  вид{1ть,  что  нанисанныя  выражен1я  предсгавляютъ  услов1я 
необходимый  и  достаточныя  для  того,  чтобы  данная  система  была  экви- 
ва.1ентна  одному  вектору.  Если  система  ножетъ  быть  заагЬнена  однимъ 
векторонъ,  то  для  нолюсовъ,  лежащихъ  на  основанж  этого  вектора,  глав- 
ный иоментъ  (т  системы  долженъ  обращаться  иъ  нуль.  А  такъ  какъ 
наииеиьшее  возможное  значен1е  для  главнаго  момента  равно  иро9К1(!и  его 
на  главный  векторъ,  то  главный  нонентъ  О,  или  нуль,  или  перпендику- 
.1яренъ  къ  К.  По  (28) 

хь  +  гж + 2N=^  на  соз  {от, 

с.1%д.  вышеприведенный  услов1Я  необходимы,  но  он^  и  достаточны.  Если 


(^^О,  это  очевидно  само  собою;  а  если  1,Фиг.  21 )  главный  моментъ  Сг  перпеи- 
диулвревъ  къ  главному  вектору  Н,  то  отступивъ  отъ  полюса  О  по  нерпенди- 


С.д,1,ге^с^^^-.00^1С 


32  ТВ0Р1Я  ВЕКТОРОВЪ.  §    28. 

куляру  къ  плоскости  КОа  въ  соотв1|тственную  сторону  (§  20)  на  разстоянхе 

ОС^-^'    навденъ  полосъ  С,  для  котораго  главный  ыоиентъ  обратится 

въ  нуль,  н  сл11д.  система  окажется   д11Йсттстельыо  эквивалентной  одному 
вектору,  приложеинону  къ  С. 

29.  Плоская  енетежа  вевторовъ.  Система,  у  которой  всё  векторы 
лежатъ  въ  одной  плоскости,  называется  плоскою.  Главный  ыоиентъ  такой 
системы  яерпендикуляренъ  къ  ея  клоскости,  а  главный  векторъ  долясенъ 
лежать  въ  самой  плоскости,  слйд.  но  §  28  систеиа  плоская  эквивалентна 
или  одному  вектору,  или  пар^,  или  нулю. 

30.  Састева  параллельныхъ  векторовъ.  Центръ  енстеиы.  Пусть 
ВСЁ  векторы  системы  яараллельны  направлен!»  II,  харвктеризуеноиу  ко- 
синусами I,  ш,  п.  Тогда  координаты  какого  либо  вектора  VI  будутъ: 

Ра,  Рцп,  Рт,  XI,  уи  я,; 

причемъ  Р^  будетъ  положительно  или  отрицательно  смотря  по  тому,  на- 
правление V^  идетъ  ли  по  Л,  или  прямо  противъ  II,  Изъ  вырашен1Й  ^.ля 
координатъ  системы: 

Х=^1\^Р;  Х=тУ^Р:  г=п^Р: 

Ь='^1\ {пух  —  тг.);    Л/  =  2 -Р' (^■г'  —  '»^');     N=У^Р^ (пт  —  Ьл\ 

видно,  что  такая  система  эквивалентна  или  нулю,  или  парЪ,  или  одному 
вектору,  равному  ^  Р|,  |{аправ.1енному  пара-тлельно  даннымъ  и  при.ю- 
женвоиу  къ  точк^Ь,  им'Ёющей  своими  координатами 

У^Рхх  ^Рху  У,Рии 

—рг'  "-рг-'  "-рг-        ""' 

Точка  эта  носитъ  вазваше  центра  системы.  Выражен1Я  для 
координатъ  центра  показываютъ,  что  положен1е  центра  з&виситъ  лишь  отъ 
относительной  величины  векторовъ  и  отъ  иоложен1л  ихъ  точекъ  прило- 
ген1я,  но  не  зависитъ  отъ  общаго  направлен1я  векторовъ,  т.  е.  отъ  1,т,п. 
Такимъ  обраэомъ,  если,  оставляя  векторы  параллельными,  цовернуть  вс% 
ихъ  на  одинъ  и  тотъ  же  уголъ  около  точекъ  прил01кен1Я,  то  положеше 
центра  не  изменится. 

Точно  также  положен1е  центра  не  зависитъ  отъ  выбора  осей  коор- 
динатъ. Бели  изн'бнимъ  систему  координатныхъ  осей,  то  придется  выра- 


^уI,.е^.^V^_100^IС 
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жеы1а  (30)  преобравовать,  пользуясь  формулами  аналитической  геометр1и: 

5  ^  а  +  а'х  -\-  а"у  ■\-  а"'е : 
1)=  Ь  +  Ь'х-\-Ь"у  -\-Ь"'х  ; 
С  =  с  -|-  с'х  +  с"у  ■\-  с"'г ; 
Тогда  яяйденъ: 

=(  =   ^^ —  5)  Р|  5|  =  а  4-  п'хс  -Ь  а"?'  +  а'гс  и  т.  д., 
откуда  и  видно,  что  центръ  нЬста  своего  не  перем'Ённлъ. 


Векторъ-фукк1^и. 

31.  Ве1П'оръ-функц1я    Годографъ.  Геометрмчееваа  промзводная. 

Если  величина  и  направлеа1е  вектора  V  зависать  отъ  значенШ, 
принииаеиыхъ  какими  либо  переменными  /,  и,  и,  №,.-,  то  векторъ  V  на- 
шваетсл  вектор1альной  функщей  этихъ  перем^Ённыхъ  или,  короче,  в  в  к- 
торъ-фу  НКЦ1  ей  отъ  1,и,р,и!,....  Мы  ограничимся  зд'Ьсь  разскотр^шемъ 
векторъ-функцж  только  отъ  одного  независинаго  иереи^ннаго  (.  Коорди- 
наты такого  вектора  представятся  некоторыми  аналитическими  функц1ями 
отъ  й 

Х  =  Л(4     У  =  ^2(^^,    ^  =  /-з(/)-  (31) 

Фяг.  за. 


Если  ивъ  какого  либо  неизмйннаго  полюса  О  станеиъ  строить  (Фиг.  22) 
векторы  Оо,  Оо\,..,  геометрически  равные  ря^^сматриваеиому  первн^я- 
ножу  вектору,  то  геометрическимъ  м^стомь  концовъ  этихъ  векторовъ  бу- 
детъ  некоторая  кривая  Н,  носящая  назвате  годографа  вектора  V. 
Очевидно,  выражен1я  (31)  нредставляютъ  собою  уравнен1е  годографа, 
шн  за  полюсъ  взято  начало  координатъ. 
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Когда  векторъ,  не  П81г6вяя  своего  Еанравлен1я,  м'Ьняетъ  только 
свою  длину,  годографонъ  служнтъ  отр'Ьзокъ  пряной.  Если  векторъ,  со- 
храняя постоянной  свою  длину,  и^няетъ  только  направлев1е,  годографъ 
булетъ  сферическая  кривая.  Для  ностояннаго  вектора  годографъ  обра- 
щается въ  точку.  Годографъ  будетъ  кривою  плоскою,  если  проэкц1я  век- 
тора на  некоторое  неиз1г1^нное  направлен1е  постоянна. 

Возьнеиъ  два  значен1я  незавнсииой  переменной:  /  и  ^^;  приченъ 
пусть  ^1X■.  Для  нихъ  векторъ-фуикц1я  *)  пусть  прининаетъ  эиачея1я  1' 
и  VI  (Фиг.  22).  Векторъ  АУ,  представляющ1Й  собою  геометрическу!» 
разность  Ух  и  V: 

(ДГ)  =  (Г,)-(Г); 

называется    геонетри  ческинъ    приращен1енъ  векторъ- функщи 
V,  еоотв^тствующинъ  прира111;ен1Ю 

^^  =  ^^  —  ^, 

независимой  нерен'Ьиной  I.  Координаты  вектора  АГ: 

вх,  ьу,  гг, 

черезъ  координаты  векторовъ  Г]  й  V:  Хъ  Уу,  ^и  У,  Г,  2; — по  (11)  вы- 
разятся такъ: 


8х  =  х,  — X;   аг=г,-г;  зг=г,- 

Векторъ  -г—  (ДГ)  съ  координатами 

8Х       ЬУ      82 


(32) 


отличается  отъ  вектора  ДТ"  только  своею  длиною  Разсмотрииъ  нредЪлъ 
вектора  -г-  (АТО,  взятый  въ  тонъ  нредположенш,  что  значен1е  ^1  при- 
ближается къ  Ь,  т.  е.  3^  приближается  къ  нулю.  Если  такой  пред'11ьиый 
векторъ  существуетъ,  то  оиъ  носитъ  иазван1е  геометрической  про- 
изводной отъ  вектора  V  но  переменной  Ь  и  означается  такъ  V  **).  По 


*)  Ми  разсиатриваеиъ  лашь  фувЕ1ин  одаозиачныя. 

**)  Вводить  особые  синволъ  Л1я  означев1л  той  аерен'ЬвноП,  по  которой  бе- 
рется иронвводваи,  не  представляется  веобхохннынъ,  такъ  кавъ  мы  разсиатри- 
ваеиъ векторъ-функщи  только  одвоП  перен'ЬниоЙ. 
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предыдущему  (32),  координатами  лектора  V  будутъ  аналитнческ1я  про- 
нзводкыя  отъ  координатъ  вектора  V: 

ах     у 

-^;      ^ ™„,,_  — , 

К,=  Ксо5СК»  =  -^-  (33) 

Иначе  по  (31),  если  запятыми  озвачимъ  ироизводвыя  по  I: 

У.  =  Г1Ф-,    П  =  /'2'(0;    г.  =  Гз'(1)- 

Чтобы  установить  связь  между  1'еометрическою  производною  вектора 
и  его  годографонъ,  загбчаемъ,  что  (Фиг.  22)  прнращеше  АУ  вектора 
служить  хордою  годографа,  стягиваювгею  дугу  Лв;  схЬд.  съ  одной  стороны 

а.  еъ  другой  стороны  пред'Ёльное  направлен1е  Л  К,  когда  точна  V]  подхо- 
дить къ  V,  совпадаетъ  съ  направлен1еиъ  касательной  Т  къ  годографу  въ 
Т0ЧЕ11  V.  Отсюда  вытекаетъ,  что  длина  вектора  V  равняется  численной 
величин'^  производной  оть  дуги  годографа  но  независимой  перемЁнаой: 

а  направлеп1е  V  совпадаетъ  съ  направлен1е11Ъ  касательной  Т  къ  годо- 
графу въ  соответственной  точк^;  приченъ  касательная  должна  идти  въ 
ту  сторону,  въ  которую  перемйщается  точка  «  при  полоантель- 
аохъ  и. 

Фиг.  п. 


Если  бы  <!  было   меньше  /,  т.  е.  8^<;0,   то  (Фиг.  23)  векторъ  ДГ 
шелъ  бы  въ  ту  сторону,  въ  которую   перемещается  точка  V  яри  отрица- 


*)  Это  ваиравлев1е  всегда  противоположно  прежвену,  если  только  {  пе 
орслставляегь  собою  особевнаго  звачея1ж  незавпсикаго  ивреы']Ьвваго,  наар 
ПЕого,  оря  котороыъ  векторъ-функц1|1  и||-!^етъ  тах.-ш1а.  отЕдовевш  въ  какую-либо 


.^с^С0ОзIе 
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по  направленш  протиаоположенъ  ДР",  н  сл'бд.  иред*льное  направлееме 
его,  т.  е.  геометрической  производной  V,  совпало  бы  опять  съ  направле- 
н1е11ъ  Т  касательной  къ  годографу  въ  сторону  перем'Ьщен1Я  точки  г  при 
полохительноыъ  Ь{. 

Пусть  два  вектора  Ух  и  У^  (Фиг.  24)  фуакцш  одной  независимой 
переменной  {  отличаются  другъ  отъ  друга  на  постоянный  векторъ  А,  т.  е. 

(П)  =  СГг)-1-и). 

Тогда,  если  для  вектора  К]  годографомъ  служитъ  кривая  Н  при 
полюсЬ  Оь  то  таже  кривая  Я  будетъ  годографомъ  и  для  К^,  только  прн 
полюН^  О:,  если  {ОхО^) :=:  (А);  а  отсюда,  по  предыдущему,  такъ  какъ  . 
соответственный  точки  VI  и  112  совпадаютъ,  ааключаемъ  о  равенстве: 

(Г1)  =  {Гг). 


Разсмотр'Ьнный  выше  векторъ  ^,  въ  свою  очередь,  является  фуикщею 
отъ  /;  сл^д.  и  отъ  него  мохетъ  быть  взята  геометрическая  производная 
V;  координаты  этого  вектора  будутъ; 

По  отношенш  къ  вектору  V  векторъ  У  называется  геометрического 
нроизводною  в  т  о  р  о  г  о  порядка.  Продолжая  поступать  такимъ  же  обра- 
зомъ,  мы  можемъ  получить  отъ  вектора  У  геометрическую  производную 
любого  п — таге  порядка:   У,  съ  координатами 

?'=«.  р_*:1.  '?_!?::? 

38.  Прин-Ьръ.  Пусть  некоторая  кривая  въ  пространстве  (витая  или 
илоская,  безразлично)  задана  уравнен1яни:  I 

сумлчСоо'^1е 
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гд-Ё  $  длина  дугн  »той  кривой,  считаеная  отъ  какой  либо  точки  Л  (^кт.  25) 
на  ней.  Станемъ  въ  различныхъ  точкахъ  кривой  проводить  касатель- 
ный и  откладывать  на  нихъ  въ  сторону  возрастаи1я  дуги  »  длину  ])авную 
единнц'Ь   (одноиу  сантиметру).  Тогда  иы  получвнъ  некоторый  аерен^и- 


вый    векторъ    V,    фунвцш    отъ    з.    Координаты    этого    вектора    будутъ 

Ксо8(Гл)  =  ~;     Ксо8  (Г)/)  =  ^  ;     Гсоз{Уг)  =  ^-        (36) 

Годографоиъ  Н  въ  настоящеиъ  случа1^  будетъ  кривая,  лежащая  на 

(фер*  рад1уса  равнаго  одному  сантиметру;  сл4д.  элеиентъ  дуги  годографа 

чнстенно  равняется  Ь,  углу  между  двумя  смежными  рад1усани  векторами, 

или,  что   тоже,  между  смежными  касательными  данной  кривой.    По  (34) 

6 
величина  геометрической  производной  равняется  пределу  отношен1я  т—  > 

т.  е.  кривизне  данной  кривой,  сл^^д. 

Г=->  {37) 

Р 

гд*  р  р8Д1усъ  Кривизны  крнвой.  Касатвльная  Т  къ  годографу,  какъ  ка- 
ательная  къ  сфер^^,  нериендикулярна  къ  радиусу  вектору  точки  касан1я, 
а,  какъ  касательная  къ  конусу,  им^Ьющент  вершину  въ  по-тюсЬ,  а  напра- 
иающею  годографъ,  лежитъ  въ  одной  плоскости  со  смежнымъ  рад1усомъ 
векторомъ;  сл'1д.  относительно  данной  кривой  эта  касательная  параллельна 
г.гаввой  нормали.  Притоиъ  направление  ея  идетъ  въ  ту  сторону,  въ  ко- 
торую поворачивается  касательная  данной  кривой,  т.  е.  отъ  кривой  къ 
центру  кривизны.  Но  такое  направ-тенйе  обыкновенно  приписывается  ра- 
Д'усу  кривизны  р,  сл*д. 


1уСооз1е 
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Отсюда  но  (36)  и  (37)  получаеиъ  выражени,  которыми  намъ  при- 
дется пользоваться: 

й^ж      1        ,    ,       ^у      1        .    ,       (Рг      1        ,    .  ,„„, 

^=-»»»(р«);    ^ _-»«((.,);    ^^--ш(1.).  (38) 

33.  1[роэкц1я  геонетрической  производной  па  пензн'Ънное  к 
подвижное  направлен)я.  Уже  взъ  выраженШ  (33)  для  координятъ  гео- 
метрической производной  У  ясно,  что  проэкща  ея  ня  кякое  либо  неиа- 
)ГЁиное  (независящее  отъ  О  направлен1е  П.  опред'Ьляехое  яоснвусани 
X,  )1,  V  съ  координатными  осями,  должна  равняться  аналитической  про- 
изводной отъ  проэкц1и  вектора  V  на  тоже  вацравлен1е.  И  въ  саномъ  д'Ьл'Ь 


=  ^^[Vсо8(^^)],  (39) 

такъ  какъ,  по  услов1ю,  косинусы  X,  )х,  V  отъ  (  не  зависятъ. 

Но,  когда  само  направлен1е  меняется  въ  зависимости  отъ  значеи1Й, 
прининаеныхъ  переменною  I,  тогда  предыдущее  вырахен1е  зам'!Ьняется 
другимъ: 

Зам^тимъ,  что  1,  [1,  V  слуясатъ  координатами  перемЁннаго  вектора 
и,  им^ющаго  длину  равную  единнц'Ё  и  совпадающаго  по  направлен1ю  гъ 
11;  тогда,  означая  геометрическую  производную  отъ  этого  вектора  черезъ 
«,  предыдущую  формулу  можемъ  переписать  такъ: 

Гсоз(Уи)-\'  Г«  соз(П4  )  =  ^^[Vсо5{Vи)\ .  (40) 

34.  Геояетрическ1й  ннтегралъ  отъ  вектора.  Если  опера1(1ю  полу- 
чен1а  геонетрической  производной  отъ  даннаго  вектора,  назовемъ  геоме- 
трическимъ  дифференцирован!емъ,  то  обратную  операц1Ю,  по  аналог1и. 
должны  назвать  геометрическинъ  интегрирован1еиъ,  и  схЬх-  вевторъ  Ж, 
ии'&ющ1Й  своею  геометрическою  производною  векторъ  V  съ  координатами 
X,  У,  2,  долженъ  называться  геометрическинъ  ннтегралонъ 
отъ  вектора  У.  Изъ  (33)  ясно,  что  координатами  ТГ  будутъ. 


[хлг,    ^  таг ,    ^гаь. 
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Отсюда  зак-почаемъ,  что  векторов*,  служащихъ  витеграломъ  даинаго, 
оезчиаеввое  множество-  Дал^е  очевидно,  что  геометрическою  разностью 
двухъ  иитеграловъ  отъ  одного  и  того  же  вектора  служить  н^жоторыК 
постоянный  векторъ.  Чтобы  зада1!а  о  нахождвН1Я  интеграла  стала  опреде- 
ленною, веобходино  добавочное  услов1е.  Такянъ  условгемъ  обыкновенно 
служвтъ  задаи1е  яаправлен1я  и  длины  вектора  интеграла  для  частнаго 
11начен1я  незавнсииаго  нерем'Ьннаго  /.  Задавныя  величины  иосятъ  назва- 
ие  начальннхъ.  Нетрудно  видеть,  что  геохетрическШ  интегралъ  ТГ  отъ 
вектора  V,  принимаюпцй  начальное  знзчен1е  ТГ»  (=о>  1'о<  ^о>  Д-1Я  ^  =  ^о• 
выразнтся  координатаии: 


-4 


I 


Ь 


х<и;    ж^  =  Го-|- 1  Г(^^,    ж.=2в+  \  га{. 


(41) 


35.  Геошетршческая  производная  системы  врилояеенныхъ  век- 
торовъ.  Обратвися  теперь  къ  систен'1>  приложевныхъ  векторовъ.  Пусть 
;яа  свстема  5  неренЪвная  в  функ1;1Я  одной  независимой  пвреиЪат&  I; 
тогда  шесть  координатъ  системы  (25): 

X     У     2 


Ь    М    N 

цудутъ  аналитическиин  функ[11яии  той  же  нереи^нной.  Станеыъ  разсма- 
трнвать  два  значен]я  независвыой  переменной:  {  и  ^1;  для  нихъ  коорди- 
паты  свстемы  будутъ: 


XI    п    г, 

XI    Их     М 


X     Т    2 

I    М    N 

Система  Л;?  съ  координатами: 

XI  — X,     Г1— Г,     2^—2 
Ьх  —  Ь,    М1—М,    N1  —  ^ 


дмжна  быть  соединена  съ  системою  5  и  =  ()  для  получен1я  системы  экви- 
валентной систем-Ь  ,§1  {^=^д■  Назовенъ  систему  Д5  геометриче- 
|;кнз1ъ  приращен^емъ  системы  8,  соотв4тствующимъ  прира1цен1ю 
независимой  переменной  Н^^^  —  ^:.  Главный  векторъ  \В  и  главный 
моментъ  ДО"  геометрическаго  приращ,ен1я  системы  равны  соответственно 
геояетрическимъ  приращен1ямъ  главнаго  вектора  Л  и  главнаго  момента 
'^^  данной  системы. 
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§  35. 


Разделяя  координаты  системы  Д^Ч  на  пТ)ирйщен1е  незаинсимой  пе- 
)1ен'ЬнноЙ  и  н  переходя  къ  пределу  при  3(^0,  получинъ  систему  5  съ 
координата» и: 

(ГХ     ^    й^     ! 
(<(       Л      ^/     1 

I  ,  (42) 


(И 


<и     (II 


которую  и  назовемъ  геоыетрическою  ироизводною  отъ  данной 
системы  5.  Очевидно,  система  5  нм-Ьетъ  своимъ  главнымъ  векторомъ  и 
главяыиъ  нохентонъ  геонетрнчесмя  ироизводння  отъ  главнаго  вектора  н 
главнаго  иоиента  данной  системы. 


36.  Завнсикоеть  коордвнатъ  геоветрнчесвой  производной  сн- 
стены  отъ  полюса.  До  сихъ  иоръ  иы  нредполага.1и.  что  лолюсомъ  слу- 
жить нача.10  коордиватъ;  если  за  полюсъ  возьмезсъ  точку  А  (а,  Ь,  с),  то 
координатами  системы  8  по  (42)  и  (26)  будутъ: 


11Х 


([У 


вг 


(43) 


Сравнивая  настояпця   выраясен1я  съ  новыми   координатами    данной 
системы  8: 


X  :  У  :  2 

Ь  —  Ь2-\-еУ:    М—сХ-^-пг-,     К—аУ-\-ЬХ 


видимъ,  что  главный  вект  оръ  и  главный  воментъ  геомет- 
рической производной  будутъ  соотв1^тственно  равны  г е о м е т р и- 
чоскйиъ  производнымъ  отъ  главнаго  вектора  и  главнаго 
момента  данной  системы,  вообще  говоря,  лишь  тогда,  когда 


1Ь 


(11, 


(1е 


т.    е.  полюсъ  А  неизм^. ненъ,  не  м'Ьняетъ  своего  положения  въ  зави- 
симости отъ  значен1й  {. 

Пусть  теперь  полюсъ  А  перем4иннй  (а,  Ь,  с  функц1и  отъ  ();  на- 
зовемъ  систему,  у  которой   главный   векторъ  и  главный   моментъ  равны 
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теоиетрическнмъ   пронзводныкъ  отъ  соотв^тственныхъ   вевторовъ  лунной 
системы  5,  черезъ  5*.  Тогда  координаты  системы  В*  будутъ: 

йХ  .  ^  ■ 

(И  '  Л 

м 
йл'      ах  ,  .  вх     „ва  ,  „  вь 

—  ^а^-1.0—-х^^  +^й( 

Означимъ  соответственно  главные  векторы  и  главные  моменты  системъ 
5  и  У  черезъ  Л  и  Л',  С  и  С'.  Тогда,  сравнивая  предыдущее  выраже- 
ше  съ  (43),  зак.шчаемъ,  что 

(ё)  -  (С')  +  (К).  (44) 

'Зд-Ьсь  подъ  К  мы  разумйемь  нонентъ  главнаго  вектора  Л  системы 
8  0К0.10  начала  координатъ;  нричемъ  за  точку  приложен1я  вектора  К  при- 

(й«     <1Ь     г7с\    ,,  . 

— .  — -'  -^  .  Этому  полюсу  всего  естественнее  дать  на- 

зваше  нроизводнаго  полюса  отъ  (а,  Ь,  с). 

Словами  формулы  (44)  могутъ  быть  выражены  такъ:  если  полюсъ 
точка  перем-Ьнная,  то  главный  векторъ  геометрической  производной  отъ 
дивной  системы  равенъ  геометрической  производной  отъ  главнаго  вектора 
системы,  а  главный  моментъ  равняется  не  геометрической  производной 
отъ  главнаго  момента  системы,  а  суим^  этой  производной  съ  моментоиъ 
главнаго  вектора  системы,  приложеннаго  къ  производному  полюсу,  вокругъ 
начала  координатъ. 

Такимъ  образомъ  оказывается,  что  геометрическ1я  производный  отъ 
иоментовъ  вокругъ  двухъ  совнадающихъ  точекъ  — подвижной  и  неподвиж- 
ной, равны  лишь  въ  томъ  случае,  когда  радтусъ  векторъ  нроизводнаго 
ио.шса  отъ  подвижной  параллеленъ  г.тавному  вектору  системы  (моментъ 
К=0). 

Если  вместо  системы  прнложенныхъ  векторовъ  мы  им^еиъ  только 
одннъ  приложенный  векторъ,  то  все  сказанное  выше  остается  въ  сил*, 
только  слова  г.1авный  векторъ  и  главный  моментъ  дп.тжны  быть  заменены 
словами  векторъ  и  моментъ. 
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АНАЛИТШЕСКАЯ  МЕХАНИКА. 


Со  времени  Ньютона  вся  сововунность  наукь,  зяниняющихся  изс.1^^- 
дован1енъ  явлен1Й  натер1альнаго  М1ра,  называется  Натуральною  Фи- 
лософ! ей.  Простейшее  изъ  этнхъ  явлешй,  безспорно,  движете,  поэтому 
всякое  другое  явлен1е  считается  объясневныиъ,  если  оно  сведено  на  дви- 
жен1е.  Отсюда  ватекаетъ,  что  наука,  изучающая  законы  двиаен1я  т^лъ  и 
носящая  назван1е  Аналитической  ил1^  Рац10нальной  Меха- 
ники, должна  лежать  въ  основании  Натуральной  Философ!». 

ДвижеН1е  можно  изучать  независино  отъ  причннъ,  его  нронзводя- 
щихъ.  Часть  Аналитической  Механики,  занимающаяся  этннъ,  называется 
но  Амперу  Кинематикою.  Зд'!Ёсь  разснатриваютсл  пространственный 
соотношеи1я  и  ихъ  изм'Ёнешл,  идущ1я  параллельно  съ  течеи1емъ  времени. 
Другими  словами  Кинематика  ничто  иное,  какъ  Геоыетр!я,  ьъ  которой  не- 
зависимой переменной  служить  время.  Движущ|йся  объектъ  въ  Кинеиа- 
тик*  важенъ  лишь  по  своей  форм'Ъ  и  по  своему  положен1ю;  это  объектъ 
геометричесшй:  точка,  лишя,  поверхность,  т4ло  или  собран1е  ихъ. 

Но,  если  разсиатривать  движен1е  матер1альныхъ  т^лъ,  а  не  геоме- 
трическихъ  объектовъ,  то  иы  не  иожеиъ  отр'бшиться  отъ  изучения  причинъ 
двнжен1я,  называвмыхъ  силами.  Наука  о  силахъ,  носящая  назваше  Ди- 
намики, и  составляетъ  другую,  самую  важную,  часть  Аналитической 
Механики.  Динамику  разд^ляютъ  иногда  на  дв'Ь  части:  Статику  и 
Кинетику.  Въ  первой  говорится  объ  услов1яхъ,  при  которыхъ  т*ла, 
подверженный  д'Ёйств1ю  ириложенныхъ  къ  нимъ  силъ,  иогутъ  оставаться 
въ  п  о  к  о  'Ё;  во  второй  оаред'Ьляетсн  л  в  и  ш  е  н  1  е  матер1альныхъ  те.1ъ 
иодъ  д^йств1енъ  данныхъ  силъ. 

Въ  нашенъ  изложен1и  мы  придерживаемся  такого  порядка:  начи- 
наенъ  съ  Кинематики,    разд'кяивъ  ее  на  Кинематику   точки  и  Ки- 
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нематиЕу  твердаго  т'Ьла;  влткиъ  переходииъ  въ  Динаник1Ь,  под- 
разд^яя  ее  тякхе  на  два  крупныхъ  отдела:  Динамику  натер1аль' 
ной  точки  в  Динаиику  систеиы.  Статику  ны  разснатриваенъ лишь 
какъ   отд'Ьльиую  главу  Динамики. 

Бол^е  нелк1Я  подразд1>лен1Я,  равно  какъ  и  тернинн  ад'Ёсь  приведен- 
ные, будутъ  ияложены  н  объяснены  дахЬе  въ  соотв'&тствеиныхъ  Н'ктахъ. 


БКНЕМЛТИБА. 

37.  Единицы  длины  н  вреяевя.  Въ  Геоиетр1и  необходимо  было 
тсгловйться  объ  еднниц'Ь  длины  для  того,  чтобы  им'Ёть  возможность  выра- 
зить простраиственные  разн^^ры  числами.  За  единицу  длины  обыкновенно 
прняинается  одинъ  сантиметр ъ,  т.  е.  сотая  часть  длины  эталона,  сд^- 
ланнаго  фраацузскинъ  механикомъ  Вог(1а  въ  1795  году  я  хранящагося  въ 
Париж'Ё. 

Въ  Кинематике  пространственныа  соотношен1я  приводятся  въ  связь 
еъ  течеВ1емъ  времени,  Понятхе— время,  какъ  н  понят1е — пространство. 
опред'Ален1ю  не  подлежитъ.  Время,  протекшее  между  двумя  событ1ями, 
вазывается  промежутконъ  времени.  Граница  между  двумя  снежными  про- 
межутками времени  носить  назван1е  момента  времени.  Чтобы  выра- 
аить  иромеяутокъ  времени  числомъ,  надо  условиться  объ  единиц*  вре- 
мени. За  единицу  времени  берется  обыкновенно  секунда  средняго  вре- 

1  1 

лени,   т.  е.      рд.„„     среднихъ  сутокъ,  что  составляетъ  около    р .-. .    „ 

зв1ядвыхъ.  Монентъ,  съ  которяго  начиняется  сч^ъ  времени,  называется 
эпохою.  Время  до  эпохи  считается  отрицательвынъ. 

38-  Двяжен1е-  Сплошную  совоку11ность(геоиетрнчесвоем'Ьсто)какихъ 
.шбо  тождественныхъ  между  собою  геометрическнхъ  объевтовъ  условимся 
называть  средою,  а  каждый  отд'Ёльный  геометрический  объектъ,  входя- 
1Ц1Й  въ  составъ  совокупности,  элементомъ  среды.  Подъ.  геометриче- 
БЕИнъ  объектомъ  мы  разум^еиъ  точку,  лив1ю,  поверхность,  тЪло,  собран1е 
нхъ  въ  конечномъ  иди  безконечно  болыионъ  числ*.  НапрниФръ,  линей- 
чатая поверхиость  представлаетъ  собою  сплошную  совокупность  кряныхъ 
ЛНН1Й  (ея  производящихъ)  иди  сплошную  совокупность  точекъ,  сл4д.  эта 
поверхность,  какъ  среда,  ножетъ  ин'бть  своинъ  элементомъ  прямую  или 
точку.  Разн'Ёры  среды  могутъ  быть  какъ  конечные,  такъ  и  безконечно 
йольш1е. 
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Подъ  движен1енъ  даннаго  геоиетрическаго  объекта  въданной 
<!ред'Ь  ря8ун1^етса  пош'бдоватвльное  съ  течешеяъ  вреиени  совналсен1е 
9Т0Г0  объекта  съ  тождественвыни  ен;  елеиентани  среды.  Такинъ  обра- 
зомъ  можно  говорить  о  движен1и  лишь  тогда,  когда  ны  изгбенъ  1)  то. 
что  движется,  и  2)  то,  въ  ченъ  происходить  двнжен1е.  Такъ  движен1е 
пряной  по  линейчатой  поверхности  состоитъ  въ  нослЪдовательвонъ  совпа- 
деп1и  прлиой  съ  1гроизводящиии  поверхности;  движешенъ  точки  по  той 
же  поверхности  называется  переходъ  точки  иаъ  одной  точки  аоверхности 
въ  другую. 

Одинъ  и  тотъ  же  гео1сетрячесв1й  объектъ  ножетъ  двигаться  одно- 
временно въ  двухъ  иди  бол'&е  средахъ;  точно  также  въ  одной  и  той  же 
сред^  одновреиенно  могутъ  двигаться  два  или  бол'!Бе  объекта. 

Среда,  въ  которой  нроисходнтъ  двияеше,  вообще  говоря,  долввя 
и1(-]^ть  по  крайней  ыЪрЬ  однииъ  изк']^рен1емъ  больше,  ч'бмъ  движущШся 
объектъ;  но,  если  то,  что  движется,  мы  разсматриваенъ,  какъ  сплошную 
совокупность  геонетрическихъ  объектовъ  съ  иеаьпшиъ  числомъ  И8Н'Ьрев1й, 
10  сре.п,а  иожетъ  им'&ть  столько  же  из)г1^рен1й,  сколько  ихъ  И111^етъ  н 
санъ  движущ1йся  объектъ.  Въ  такоиъ  случае  движешенъ  называется  по- 
сл'Ёдоватедьное  съ  твчен1еиъ  врененн  совпаден1е  аленевтовъ  одной  среды 
(той,  которая  движется,  идя  подвижной)  съ  элементами  другой  среды 
(той,  въ  которой  происходитъ  движен1е,  или  неподвижной).  Такъдв! 
налагающ1яся  линейчатыя  поверхности  ногутъ  двигаться  одна  по  другой, 
если  на  вихъ  смотреть,  какъ  на  спдошныя  совоБуиности  иряныхъ  лин1Й 
или  точекъ. 

Въ  дальн'Ьйшенъ  ны  ограничимся  изучеа1емъ  движен1й  въ  средЪ 
трехъ  И8м1|рен1й  и  неогркниченныхъ  разн1^рОБъ,  ин'Ьющей  своимъ  эле- 
ментонъ  точку.  ЕГогда  разстоян!я  между  точвани  среды  не  нзи'^&няются 
съ  течешенъ  времени,  то  среда  носить  назваше  неизм'Ьняеиой  или 
неизменной;  въ  нротивнонъ  случа'Ё  она  называется  иям^^няемою 
или  деформирующеюся.  Такъ  какъ  за  основной  эленентъ  у  насъ  взята 
точка,  то  движущимися  объектами  будутъ  точка,  группа  точекъ  или  сплош- 
ная совокупность  ихъ,  т.  6-  среда  одного,  двухъ  или  трехъ  изн'ЬреяШ 
1лин1я,  поверхность,  гбло). 

Движен1е  въ  сред'Ь  деформирующейся  намъ  не  придется  разбирать, 
поэтому  въ  носл^^дующенъ  изложен1и  терминъ  „среда"  безъ  эпитета  бт- 
детъ  означать  среду  неизн^няую-  Иной  разъ,  по  общеиринятону  обычаю, 
ны  буденъ  употреблять  и  выражен1е  „движен1е  въ  пространств'!)'';  слово 
пространство  будетъ  тогда  означать  опять  неизн*нную  среду,  элемеитомъ 
коей  служить  точка. 

Прост^йшииъ  изъ  подлежащихъ  нашему  ра8СН0тр{1Н1Ю  движен1й. 
несохяЬнно,   служитъ  движен1е  одной   точки.  Для  точки  собственно    елЬ- 
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ДОВИЛО  бы  разсиотр'Ёть  и  двия[ен1я  ея  въ  средахъ  одного  и  двухъ  чзжЬ- 
рен1Й  (ао  ЛИИ1И  и  по  поверхности),  но  км  оставлненъ  ато  вь  стороне, 
такъ  какъ  так1я  движен1я  являются  частнымъ  случаенъ  двиаЕен1я  иъ 
трйхн'^^рной  сред-Ё.  Обстоятельства,  сонровохдающЕя  Д8нжен1е  точки  въ 
трехи^Ьрной  сред^,  и  излагаются  въ  Кинематике  точки. 

По  предыдущему,  движен1емъ  бол*е  сложнаго,  ч*мъ  точка,  геоме- 
трическа1Ч)  объекта  въ  трехмерной  сред*  называется  посл'Ьлооательное  съ 
течеН1емъ  времени  с(1впадвн1е  точекъ  этого  объекта  съ  точками  среды. 
,Т,вижен1е  какого  либо  объекта  считается  изв'Ёстнынъ,  с^ли  ны  въ  состоя- 
нш  найти  движеа1е  любой  точки  его  въ  ра9сматривп,емой  сред'Ь.  Бакиии 
данными  опред'^1яется  движеше  геоиетрическаго  объекта,  зависитъ  отъ 
его  состава  и  свойствъ.  Наиболее  просто  находится  дввжвн1е  одного 
только  сплошнаго  объекта  н,  при  томъ,  неням'Ьннаго  вида.  За  такой 
объектъ,  мы  беремъ  трехмерную  неиякЬ  иную  среду,  иначе,  в  е- 
нзменяеную  систему  точекь  или  твердое  т4ло  въ  кинем а- 
тнческомъ  смысле.  Шложваю  обстоятельств ь  движен1д  тиердаго 
гкла  въ  неияненяемой  трехмерной  среде  и  составлиетъ  нредметъ  Кине- 
матики твердаго  тела.  Движещй  более  простыхъ  объектовъ  неиз- 
М'Ьннаго  вида:  группы  точекъ,  находящихся  на  постоянномъ  рапстоян1и 
дру1'ъ  отъ  друга,  неизменной  лив1и  или  поверхности  мы  подробно  не 
касаемся,  такъ  какъ  эти  двйяен1я  -представлаютъ  собою  лишь  частный 
случай  движения  твердаго  тела. 
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Кввеиатвка  точки. 


Конечныя  уравнен1я  движешя  точки.  Скорость  точки 

39.  Коордннатн  точки.  Точка  кинематическая  нич^мъ  не  отли- 
чается отъ  геометрической.  По  предыдущему,  точка  движется  въ  данной 
сред'Ь,  если  она  въ  различные  моменты  времени  совпадаетъ  съ  различными 
точками  среды.  Та  точка  среды,  съ  которою  въ  разснатриваемый  ноиенть 
совпадаетъ  лвижущапся  точка,  называется  положеН1еиъ  точки  въ 
сред*.  Если  ноложен|'е  точки  не  меняется  Съ  временемъ,  то  она  нахо- 
дится въ  поЕО'Ё  относительно  среды.  Мы  будемъ  разсматривать  лишь 
непрерывное  движеше  точки,  т.  е.  такое,  въ  которомъ  точка  для  двухъ 
безконечно  блиэкихъ  моментовъ  времени  занимаетъ  два  беэконечно  близ- 
кихъ  положен1я. 

Конечно,  чтобы  говорить  о  движенж  точки  въ  сред^^,  мы  должны 
ум'Ьть  отличать  точки  среды  одну  отъ  другой  или,  что  тоже,  должны  ум^Ьть 
опред'Ьлять  ноложен1е  точки  относительно  среды.  Величины,  аналитически 
онред^ллющ1л  положен1е  точки  въ  сред*,  носятъ  назваше  координат  ъ 
точки. 

За  координаты  точки  можно  взять  (Фиг,  26)  три  разстояшя  ея  отъ 
трехъданныхъ  взаимно-перпенднкулярныхъ  плоскостей  ХОТ,  У02,Я0Х, 
вазываемыхъ  координатными. 

Координатный  плоскости  своимъ  перес^чеюемъ  даютъ  три  взаимно- 
перпенднкулярныхъ  црямыхъ  ОХ,  ОТ,  02,  вазываемыхъ  координат- 
ными осями.  Точка  О  ихъ  встречи  носитъ  назваше  начала  к  о  о  р- 
динатъ.  Каждой  оси  координатъ  дается  опредЬленное  направлеше.  Мы 
всегда  будемъ  предполагать,  что  направления  осей  выбраны  ст'Ьдующимъ 
образочъ  *):  д.1я  наблюдателя,  стоящаго  вдоль  оси  Ог  такъ,  чтобы  наира- 


*)  Сравни  прнн.  къ  §  10. 
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влен1е  ея  шло  отъ  ногь  къ  голо^Ь,  и  снотряп^аго  по  иапрявлен1Ю  оси  ОХ, 
направлен1е  оси  ОУ  идетъ  отъ  Л'^воб  руки  къ  вравой,  Въ  каждой  коор- 
динатной плоскости  различаются  цвЬ  стороны — лицевая  и  изнанка.  Ли- 
цевая сторона  обращена  туда,  куда  идетъ  няпранлен1е  координатной  осМ, 
перпендикулярной  къ  разснатриваеной  плоскости;  такъ  на  Фиг.  26  п.10с- 
кость  20Х  обращена  къ  намъ  своею  лицевою  стороною. 


Разстояихе  точки  отъ  плоскости  Т02  означается  буквою  х,  отъ 
20Х — буквою  у  и  отъ  ХО!Г— буквою  е;  числа,  вмралсяюЕЦхя  длины  этихъ 
разсто)181й,  считаются  положительными  или  отрицательными,  смотря  но 
току,  какая  сторона  координатной  плоскости  о6рап1ена  иъ  точ1гЬ — лицевая 
или  изнанвв.  Излохенныя  координаты  называются  прямоугольными  п  р  я- 
но линейными  или  ортогональными  декартовыми. 

Среда,  точки  коеб  определяются  постоянными  значен1ями  коорди- 
натъ,  очевидно,  неизм1Ьнная;  кромЪ  того,  оси  0X1'.^  неизменно  съ 
этою  средою  связаны,  т.  е.  разстоян1я  всякой  точки  на  оси  или  на  коор- 
динатной плоскости  отъ  любой  точки  среды  постоянны  во  времени.  Все 
в1шесказанное  быгекаетъ  изъ  принятаго  нами  выражеп1я  для  разстоя- 
шя  р  между  какими  либо  двумя  точками  (х,у,г)  и  (Х|,у1,.е1): 

р^  =  (ж  -  х^)^  +  (у  -  угУ-  -^(л-  ^^,У. 

Мы  не  будемъ  повторять  того  же  самаго  для  другихъ  системъ  ко- 
ординатъ,  такъ  какъ  разетоян1е  р  всегда  функц1я  лишь  коордянатъ  то- 
чекъ  и  сл'бд.  постоянна  при  постоянств'6  этихъ  координатъ. 

Кром^  систены  декартовыхъ  ортогона.1ьиыхъ  координатъ  существуетъ 
^чясленное  множество  другихъ.  Если  координатныя  плоскости  Т02, 
20Х  и  ХОУ  взаимно  не  перпендикулярны  (Фиг.  27),  то  координатами 
х,1/,г  точки  т  могутъ  служить  отрезки  (отъ  точки  т  до  координатныхъ 
плоскостей)  нрямыхъ,  пара,]лельныхъ  оеямъ  координатъ.  Такая  система 
называется  косоугольною  прямолинейною  или  косоуголь- 
ною декартовою. 


о  у  ||ге^ 


с^Соо^1е 
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Дал*е  (Фиг.  28)  положен1е  точки  т  оаред*лится  длиною  рад1уса 
вектора  р,  проведеннаго  изъ  даннаго  полюса  О,  начала  координат  ъ, 
угломъ  ф  этого  радиуса  вектора  съ  данною  осью  ОР,  называеиою  п о- 
лярною,  и  двугранныиъ  угломъ  Ф,  который  образуетъ    плоскость,  про- 


ходящая черезъ  полярную  ось  и  точку,  съ  данною  плоскостью  Оу,  назы- 
ваемою плоскостью  перваго  нерид1ана.  Эта  система  коордипатъ 
носитъ  пазван1е  сферической. 


Иначе  можно  сказать,  что  въ  сферической  системе  полижонЕе  точки 
ш  опред'Ьляется  векторонъ  От;  тогда  координаты  х, у, х  тоА  зе  точки 
т  для  пряноугальноВ  декартовой  системы  съ  началонъ  въ  О  яв.1яютсл 
(§  3)  ви'ЬстЬ  съ  т^иъ  и  координатами  этого  вектора  От. 

Или  можно  (Фиг.  29)  за  координаты  точки  т  принять  разстояи1е  х 
ея  отъ  данной  плоскости  ХОТ,  разстоянхе  г  точки  отъ  данной  оси  02, 
перпендикулярной  къ  первой  плоскости,  и  двугранный  уголъ  й  плоскости 
черезъ  т  и  02  съ  данною  плоскостью  20Х.  Такая  система  называется 
цилиндрическою. 

Въ  сферическнхъ  координатвхъ  пряную  ОР  (Фиг.  28)  возЕнемъ  за 
02,  а  плоскость  перваго  меридиана  за  плоскость    20Х  пряноугольвнхъ 


^уI,.е^с^V.-лОО^IС 
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девартовыхъ  координатъ  съ  вачалонъ  въ  О.  Мы  всегда  будеиъ  предпола- 
гать, 7Т0  уголь  <{'  отсчитывае^'ся  отъ  лицевой  стороны  20Х  къ  лицевой 
1'торон^  20У,  т.  е.  по  направлен1Ю  изображеииой  стр1Ьлки.  Тогда  сфери- 

Фнг.  29. 


ческ1я  и  декартовы  координаты  будутъ  связаны    такими  уравнен!яин:  съ 
одной  стороны — 


р  =  +  ^х^  -Ь  у^  +  *^ ;    со$<(  = 


+/=''+9'+' 


\.-Л-: 


а  съ  другой— 


д;  ^  р  «ги  у  со«  ф ;     у  ^^  р  8(и  (р  згп  ф 


а  =я  р  С05  Ч», 


(1) 


(2) 


Точно  также  въ  цилиндрической  системЬ  возьиемъ  02,  ХОУ«20Х 
|,Фиг.  29)  за  соотв*тственныя  ось  и  плоскости  прямоуго.тьны1ъ  декарто- 
выхъ  координатъ.  Всегда  будеиъ  предполагать,  что  уголь  О  отсчиты- 
вается  оть  ОХ  кь  ОУ  по  начерченной  стр'Ьлк*.  Тогда  иьгЬемъ  ел4дующ1я 
дв%  системы  уравнев1й: 

г  =  +  /а:^-^';      <<<«  =  -|;     '-'  (3) 

И 

х  =  гсозЧ;    у  =  г81пО;     г  =  е.  (4) 

Вообще  за  координаты  точки  мы  иохенъ  принять  любыя  три  функцш 

'Л  =  Л  («.  у.  ■?) ;     Зг  =  /';(з^.  У'^);     38  =  А1.я;,  у,  г);  (5) 

отъ  девартовыхь  координатъ,  если  только  изъ  предыдущихь  трехъ  урав- 
нен1в  мы  въ  С0СТ0ЯН111  опред'Ьлить  х, у, г  какъ  функцш  оть  ^^,^■^^ Зз- 

л^  =  а(гь?г.9з1;    У  =  ?(21.  Зг.  За);    !^  =  •^{^^,^.2,^.ъ^^  (6) 

4 
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Другики  словянн,  ни  одно  изъ  уравнен1й  (5)  не  доляно  противор'^Ь' 
чить  другинъ  и  ни  одно  не  должно  быть  сл'ЬдстВ1е)1ъ  дрггихъ. 

Положинъ  какую  либо  координату,  напр.  ^^ ,  равною  постоянной  О1  : 
тогда  получииъ  уравнен1е  н'бкоторой  поверхности 

называемой  координатною.  Если  постоянной  С]  станенъ  давать  все- 
возиожныя  эначен1я,  для  которыхъ  поверхность  остается  действительною, 
то  будеиъ  имЬть  сеиейство  коордиватвыхъ  поверхностей,  соотвйтствую- 
щихъ  коорДйнатЁ  ^1.  Такихъ  сенействъ  будетъ  три,  по  числу  Еоординатъ. 
Положение  точки  и  определяется,  какъ  пересечен1е  трехъ  координатныхъ 
поверхностей  различныхъ  семействъ.  Если  эти  три  поверхности  при  лю- 
боыъ  положен1и  точки  ихъ  пересечен1я  вваиино  ортогональны,  то  си- 
стема координатъ  называется  ортогональною. 

Для  декартовыхъ  координатъ  названныя  поверхности  будутъ  (Фиг.  20 
и  27)  плоскостяии  параллельными  основвымъ  У02,  20Х  и  ХОТ. 

Для  сферическихъ  координатъ  (Фиг.  28)  поверхности  р  =  соп8/. 
представляютъ  собою  семейство  концентрнческихъ  еферъ;  поверхности 
1^  =  соп8(.  даютъ  семейство  ковусовъ  вращеааа  съ  общею  вершиною  О  и 
съ  общею  осью  ОР,  но  съ  различными  углами  растворен1я;  поверхности 
'{'  =  сопзи  это  семейство  плоскостей,  пересекающихся  по  ОР- 

Для  цилиндр  и  ческихъ  координатъ  (Фиг  29)  поверхности  й  =  сопз1. 
даютъ  семейство  параллельныхъ  плоскостей;  поверхности  г  =  соп8(. — се- 
мейство цнлиндровъ  вращен1я  съ  общею  осью;  поверхности  в  =  еоивЛ — 
семейство  плоскостей,  проходящнхъ  черезъ  одну  и  ту  же  прямую  02. 

Очевидно,  об*  эти  системы  координатъ  ортогональны. 

Если  положить  две  координаты,  напр.  ^2  я  ч^,  равными  ностоян- 
нынъ,  то  получимъ,  вообще  говоря,  кривую  лин1ю: 

пересЬчеше  двухъ  координатныхъ  поверхностей  различныхъ  сеиействъ. 
Эта  лишя  называется  координатною,  при  тонъ  координатною,  соот- 
ветствующею третьей  координате,  д] ,  такъ  какъ  для  разлнчныхъ  точекъ 
.1ИН1И  меняется  8начен1е  .тишь  постедней  координаты.  Положительнымъ 
направлен1еиъ  координатной  лиши  считается  то,  въ  которомъ  значен1я 
соответственной  координаты  возрастаютъ.  Черезъ  каждую  точку  простран- 
ства проходятъ  три  координатный  лив1и;  если  система  ортогональная,  то 
эти  ЛИН1И  будутъ  взаимно  ортогональны. 

Если  хотя  одна  изъ  координатныхъ  лин1й  кривая,  система  коорди- 
натъ называется  криволинейною. 


^уI,.е^::^V^^ОО^IС 
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Для  лекартовыхъ  координатъ  (Фиг.  26  и  27)  координатяыни  лин1яии 
«.'лужатъ  пряныя,  параллельныя  осяиъ  ОХ,  ОТ,  02. 

Для  сферичесЕихъ  координатъ  (Фиг.  28)  коордянатныя  лин1н 

'^  =  еоп$1.',    ф  =  С0М8/., 

цряхыя,  нроходяЩ1я  череэъ  наяало;  коордвнатныя  лин1и 

ф  =  еоШ ;     р  =  С0И8/., 

оврухносги  съ  центроыъ  въ  начале;  плоскости  ихъ  проходятъ  черезъ  ОР; 
ноординатвыя  лин1и 

р  ^  С0П81,',     9"  =^  С(тз1„ 

окружности,  центры  коихъ  лежать  на  ОР,  а  плоскости  перпендикулярны 
къ  ОР. 

Для  цилиндрическихъ  координатъ  (Фиг.  29)  координатными  лин1яии 
слухатъ  пряныя,  параллельныя  Ог  ^^  =  сопз^,  Ь:=сопз^У,  пряныя,  перпен- 
дикулярныя  къ  Ог  (г  =  сопз{,  Ь  =  еопз{)  и  окружности  съ  центрами  на 
01  (г  =  сопз{,  г  =  С0П8(). 

На  кашдоК  изъ  координатныхъ  лин1Й  стр'блкою  означено  положи- 
тельное направлен1е. 

Черезъ  каждую  точку  среды  проходятъ,  какъ  ны  вид'Ёли,  три  ко- 
ординатныхъ  лин1и;  система  трехъ  касательныхъ,  проведевныхъ  въ  раз- 
<;11атриваеной  точк'Ь  къ  этинъ  лин1ямъ  въ  положит  ел  ьныхъ  иапра- 
в.1ешяхъ,  называется  системою  осей  криволинейныхъ  координатъ,  со- 
ответствующею взятой  точк'Ё.  Для  декартовыхъ  координатъ  система  осей 
«ъ  .шбой  точк-Ь  (Фиг.  26  и  27)  параллельна  осиовяынъ  ОХ,  ОУ,  02. 
Для  сферическихъ  (Фиг.  28)  и  цилиндрическнхъ  (Фиг.  29)  направлен1я 
осей  въ  точк']^  т  означены  буквами  а,  ^,  у;  ),  }1,  V;  при  чемъ  а  соотв'Ьт- 
ствуетъ  координате  р;  Р  —  ?;  у  —  ф;  а  для  цилиндрическихъ  X  соотв^т- 
(твуетъ  г,  )1  —  г,  V  — Й. 

Если  съ  помощью  цилиндрическнхъ  координатъ  определяется  поло- 
жен1е  точки  на  плоскости  ХОУ,  т.  е.  если  координата  к  постоянно 
равна  нулю,  то  система  коордниатъ  называется  полярного. 

40.  Конечыия  ураввен1я  дввженЕя.  Тря»ктор1я.  Когда  точка 
движется  въ  сред*,  то  координаты  ея  31 ,  (уг ,  ^2  не  остаются  постоян- 
ныхв,  а  будутъ  н'Ькоторыми  функщяни  времени  I: 

41  =  Л(0>     2г=Л(0-     Чг^Гз{^)-  (7) 

^д|,.е.^с^С0ОзIе 
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Написанныя  уравнения  называются  конечными  уравнен1я:ми 
движен1Я  точки;  задаше  ихъ  вполне  онред'бляетъ  двихеше  точки. 
Геометрическое  н{1Сто  точевъ  среды,  съ  которыми  движущаяся  точка  совпа- 
даетъ  въ  различные  моменты  времени,  носитъ  назваше  пути,  онисывае- 
иаго  точкою  въ  С1№дй,  или  траэктор1и. 

Два  уравнен1я  траэвтор1я: 

Ъ  (31  -  Зг -  аз*  =  О,    Ъ («1 .  22 .  2з)  =*  О, 

получатся  изъ  (7)  исключен1емъ  времени. 

Примеры:  а)  Ур&внен1я  двиаен1я  въ  декартовыхъ  прямоугодьны'Х'Ь' 
коорднватахъ: 

x  —  а^'\-я^■,     у:=Ы-^^;     г  =  с(  +  ^. 

Траэктор1я 

х_^л  ^  у  — Р  _  X  —  тг 
а  &  с 

прямая,  проходящая   череаъ  точку  (а,^,';^!;  косинусы  угловъ  ей  съ  осяии 
пропорц10нальны  а,  Ь  к  с. 

б)  Уравнеи1я  движен1а  въ  т{|хъ  же  координатахъ.- 
х  =  а  згп  а/  С08  а/ ;    у  =  й  8ш'  Ж ;    г  =  еео$  а*. 

Траэктор1я — норесЪчен1е  эллипсоида: 

съ  параболическимъ  цилиндроиъ: 

1.  +  г-"  =  1 

в)  Уравнешя  движешя  въ  сферичесвихъ  координатахъ: 

Тразктор1я; 

Р  — "  „  Т  -  >  _  ^  -1 
а  Ь  с 

Бели  с  =  0,  это  Архимедова  спираль, 

0,0,112еао,СоО§1е 
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г)  Уравнен1а  движен1а  въ  цилиндри^ескихъ  коордиватахъ: 

Тра9Етор1я: 

г— й  ^  г  — р  _  6  — у 
а  Ь  с 

Если  а  =  О,  это  винтован  лин!я  на  цилиндр'!:  г  =  а;  ходъ  винтовой 
.тннш  равняется  —  21;.  Если  Ъ  =  0,  получается  Архимедова  спира.ть; 
«ели  с  =  0,  пряная. 

Въ  и'ЬЕОторыхъ  случаяхъ  представляется  удобнынъ  задать  коорди- 
наты точки,  к&къ  функц1н  отъ  длины  дуги  траэктор1и,  8,  а  сану  величину 
в  задать  фунЕЦ1ею  времени  /,  т.  е. 

«1  =  ъ  (»);   Яг = ъ  («';   93  =  ъ  («>;   8  =  4'  (Л.  (8) 

Длина  дуги  тряэктор1и  считается  зд{1сь  отъ  точки  съ  координатами: 
^^(О),  (р2(0),  <р;(0);  при  тонъ  положительное  ванравлеше  дуги  ндетъ  въ 
ту  сторону  траяктор1И,  гд'Ь  лежать  точки,  для  коихъ  аргунентъ  з  больше 
нуля. 

Какинъ  образонъ  уравнен1я  (7)  зам'бнить  (8)  увидинъ  впосл^дств1и; 
возножность  же  такой  замены  ясна  сама  собою. 

ПригЬронъ  для  (8)  ногутъ  служить  урявнен1Я  лвижен1н  точки  по 
окружности  рад1уса  К: 

X  ^=  Есоз  -п'л    р=  Бзт-^;    г  ^0;    з  ^  а  -\-  Ы  -\-  с1^. 

41.  11ерем^Ьщен1е  точкж.  Скорость  точки.  Рал1усъ  векторъ  движу- 
щейся точки,  проведенный  изъ  какого  либо  неподввжнаго  полюса  (вапр. 
на<1а.1а  координатъ)  изменяется  съ  течен1енъ  вренеин  по  величине  и  по 
напрввлешю,  т.  е.  онъ  (§  31)  векторъ-фу  нкЦ1я  вренени.  Въ  та- 
кокъ  случае  траэктор1Я  точки  сдужитъ  годографонъ  этого  вектора.  Хорда 
траяктор1и  тт',  соединяющая  два  иоложен1я  точки  для  моментовъ  ^  к  ^ 
и  называемая  перен1Ьщев1екъ  точки  за  пронежутовъ  времени  ^  —  {, 
представляютъ  собою  геометрическое  приращение  радиуса  вектора,  соот- 
ветствующее приращен1Ю  вренени  <'  —  ^.  ПредЬлъ  отношен1я  перен^Ьще- 
Н1Я  въ  соотв1Ьтственнону  пронеяутку  вренени  въ  томъ  предположен1и, 
что  ;'  приближается  къ  I,  или,  что  тоже,  геометрическая  производная  по 
■ременн  отъ  рад1уса  вектора  точки  называется  скоростью  точки  въ 
■оментъ  I-   Координатами   рад1уса  вектора   р   (§  39)   стужатъ   декартовы 


^.^^^оо^Iе 
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координаты    х,у,в  движущейся    точки,   сл{|д.    воординатами    скорости     с- 
будуть: 

ьсо8{вх)^^;      осоз^оу)  = -^•,      V С08 кV^!)  ^ -^  ■  (ИУ 

Векторъ  V  нааравденъ  (§  31)  по  вясательвой  къ  траиктор1в  и  при 
тоиъ  въ  ту  сторону,  въ  которую  происходить  движен1е.  По  численной 
величин'^  скорость  равняется  производной  ао  времени  отъ  длина  дуги  в 
траэктор1и; 

»=!■  (!»> 

Когда  векторъ  V  иостояненъ  но  наиравленш,  траэктор1я — ирякая 
лин1я;  когда  скорость  постоянна  по  величине,  двилен|е  называется  равно- 
м'Ёрнынъ.  Изъ  (10)  при  11  =  со»8(=о  вытекаетъ: 

гд'Ь  8(,  длина  дуги,  соотв'Ьтствующая  ооложешю  точки  для  номевта  /^0. 
Отсюда  выводинъ: 


т.  е.  для  равнои1|рнаго  движен1я  скорость  численно    равняется   длин'Ё^ 
дуги  тра8КТ0р1и,  проходиной  точкою  въ  единицу  вреиени. 

Скорость,  кавъ  производная  но  вреиени  отъ  рад1уса  вектора,  пред- 
ставляетъ  собою  величину,  неоднородную  съ  рад{усо11Ъ  вектороиъ,  т,  е. 
длиною.  Единица  скорости  слохная:  ея  разн^Ьры  зависятъ  отъ  выбора 
единицы  длины  и  единицы  вреиени.  Для  принятыхъ  наии  единнцъ  длины 
и  времени  единица  скорости  выразится  синволоиъ: 


сантииетръ 


секунда  средн.  врен. 


(11) 


т.  е.  словами,  за  единицу  скорости  принимается  скорость — „сантииет1)ъ 
въ  секунду  средняго  времени".  Въ  движен1И  равном4рноиъ  точка  съ  та- 
кою скоростью  проходитъ  въ  единицу  времени  единицу  длины,  т.  е'  въ 
секунду  ср.  вреиени  одинъ  сантииетръ.  Сииволъ  (11)  указываетъ,  вакъ 
разн1Ьры  единицы  скорости  иЁняются  въ  зависииости  отъ  рази^ровъ 
еднвицъ  длины  и  времени,  а  именно  величина  единицы  скорости  пряио- 
нропорцювальна  величине  единицы  длнвы  и  обрат110оропорц1ональна  ве- 
личив'6  единицы  времени.  Такъ  скорость — „метръ  въ  секунду"  въ  100  разъ 
больше,    скорость    „миллиметръ  въ  секунду"    въ  10  разъ  меньше  приня- 


^д|,.е.^с^V.^100^IС 
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единицы,    а  скорость — „сантинетръ  въ   минуту"    состапляетъ 
единицы. 

Примеры:  а)  Уравнешя  Д1ижен1я:  x  =  а^-\-а^,  у  =  Ы-^^;  г  =  €{-}-•(. 

V  СОВ  {Vx)  =  а ;    VСоз^Vу)  =  Ь\    Vсоз  {ри)  =  с . 
Двняен1е  пряколинейвое  и  равнонФрное  со  скоростью 

б)  Уравне1!1я    движен1я    въ    плоскости    ^  "=  0:    х  =  асоз  о>/, 
у='азт  0)^ 

V  соз  (Vx)  =  —  аю  зт  (в( ;     уеоз  {уу)  =  аю  соз  » (. 

Движен1е  равнои^рное  по  окружности  со  скоростью  V  =^  аш. 

в)  Урявнетя    движен1я:    х  =  а зт а{ соз ^<;    у^а з'т  1{а'т ^1; 
г  =  аео8<Ч, 

V  СОЗ  (ия)  =  оа  соз  а1  соз  р(  —  «^  зт  а*зш  ^^; 

V  соз  (ру!  =  ая  соз  1^  вт  ^*  -}-  а?  зт  а/  соз  Р^; 
I)  СОЗ  (и)  =  —  ал  з'т  Ж. 

а.  Провкц]и  скорости  точки  на  неподвижное  н  аодвнжное 
яаправ.1ев1я.  Стаыеиъ  раэснатривать  проэкц1Ю  т^  движущейся  точки  м 
на  ось  X — овъ;  эта  проэкщя  одновременно  съ  точкою  т  будетъ  двигаться 
въ  той  хе  среди.  Координата  а;  представляетъ  собою  длину  дуги  траэкто- 
Р1И  точки  Шх,  если  яй  начало  дуги  взять  качало  коордияатъ;  сл^^д  про- 

(1х 
нзводнан  -зг  ножетъ  быть  разсиатриваеиа,  какъ  скорость  точки  т^.  А  по- 
тону равенства  (9)  говорить,    что    проэкц1я    скорости^  точки  на  коорди- 
натную  ось  равняется  скорости  проэкцш  этой  точки  на  ту  же  ось, 

Тоже  ин^етъ  н'Ёсто  и  для  проэкщи  скорости  на  любое  неподвижное 
нааравлен!е  17,  такъ  какъ  изъ  §  33  для  проэкцш  скорости  на  неподвиж- 
ное направлен!е  V  ин'Ёенъ  такое  выра«ен1е: 


(12) 
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а  рсо8{р17)  и  будетъ  длина  дуги  прямолинейной  тра8ктор1И  точкв,  если 
эа  начало  дугъ  взять  проэкц1Ю  начала  координатъ  на  И. 

Если  направлен1е  17  подвижное,  то,  по  (40)  того  же  §  33  найдемъ: 

(13) 

Геометрическая  провзводная  по  вреиени  ы  зд{1сь  будетъ  скоростью 
конца  вектора  равнаго  единнц1|  длины  н  проводимаго  изъ  неподвижнаго 
полюса  (начала  координатъ)  параллельно  подвижному  направлен1ю  27. 
Тря9ктор1ей  этой  точки,  очевидно,  служить  н'Ькоторая  сферическая  кривая, 
а  потону  всегда 

й  ±  и,  (14) 

такъ  какъ  касательная  къ  сферф  перпендикулярна  къ  рад!усу  вектору 
точки  васан1я.  Скорость  и  будеиъ  называть  поворотною  скоростью  на- 
правлен1Я  II. 

Прии'Ьръ:  Ураваен1я  движения  точки: 

х  =  а8^па^соз^^^,    у  =  а^пл18гп^1;    г  =  асо$а(. 

Подвижное  ваправлен1е  17  определяется  косинусаии  съ  осями  коор- 
динатъ: 

X  =  $тр  С08  ^/ ;     ц  =  згпр  зт  ^{•.    ч  =  созр ; 

тх^  р  некоторая  постоянная. 
Тогда 

рсо8СрС)  =  ж1  -\-уV■  -\-  !Г>  ='асоз{т~р)\ 

й\ _^_ 

"""'° Л  ' 

.—  О 

ль 

рМС08(р,  «)   = 

А  потону 

VС08{V^)  =  —  яа5(»(о/ — р). 

43.    1[роакц1и   скорости    на  оси    врнволннейннхъ    воордннатъ. 

Положимъ,  что  по1ожен1е  точки  определяется  не  декартовыми  координа- 
тани  X,  у,  е,  а  криволинейными    ^^,  ^2,  ^з•    Составимъ    выражен1я    д.тя 


^уI,.е^::^V^^ОО^IС 
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проэЕшВ  СЕОростн  на  оси  атихъ  координатъ  (§  39).  Прежде  всего  посыо- 
трижъ,  какой  видъ  приметь  выражен1е  для  половины  квадрата  скорости 
точки.  Эт7  величину  для  спЕра1цен!я  навовенъ  черезъ  А. 

2й=«=  =  ^  =  ;г'*  +  у'^  +  /^.  (15) 

Запятыми  овпачены  производиыя  по  времени.  Изъ  (7)  иы  аолучаенъ: 

Условимся,  какъ  сд'Ьлаио  зд^ьсь,  означать  частвыя  производиыя 
круглыхи  буквами,  а  полныя  иронзводныя  прямыии.  Заи'&тииъ,  что,  если 
разсхатрнвать  х',  у,  *  какъ  функцж  шести  аргунентовъ  21,  зг,  Зз.  Чк^  Зг'-  Зэ'. 
то  легко  вид'Ьть,  что 

дх  _дх  ,     ду'  _ду  ,    дг   _дг  _     :  _  1   о  ч  /1 71 

од(      д^1      <?3(      о?1      "3* '    дч\ 

Первое  изъ  этихъ  равенствъ  можно  напвсать  такъ: 

М     ^    дх_^ 
0^,  д^^' 

откуда  выводинъ    такое   инеиоиическое    правило    для    вышенаписанныхъ 
й 

Подставляя  изъ  (16)  въ  (15),  полухннъ: 

цричеиъ  I  =  1,  2,  3;  7=  1,  2,  3;  г  и  у  различны. 

0|д|111ес1  оу  СлОО^  I С 
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Координаткую  днн1ю:  ^^  =  сопзи,  зв  =сопз^.,  и  соотв'Ьтствующз'Ю 
ей  ось  означинъ  цифрою  1,  остальные  дв^!  цифрами  2  и  3.  Косинусы 
угловъ  осей  съ  коордннатнынн  декартовыми  осани  ОХ,  ОТ  V.  02  озаа- 
чннъ  00  нижесл'&дующей  схеиЪ: 


»1 

"1 

1Г 

"а 

?1 

Г1 

72 

ТГ1 

Когда,  во  истечен1и  вренени  ^{,  движу1цаяся  точка  пройдетъ  ра»- 
стоян1е  ^а  =  11^1,  она  перейдеть  съ  координатной  поверхности  {1  на  по- 
верхность ^^  +  ^21  =  21 -\- ^1' <И,  сл4д.  точка  перес4чен1Я  координатной 
поверхиоств  д1  съ  координатной  лин1ей  1  пройдетъ  по  этой  линш  н1^ко- 
торое  разстоян1е,  которое  назовенъ  йв].  Не  трудно  вид'Ъть,  что  проэк[(1н 
'/01  на  ОХ  равняется  частноиу  дифференц1алу  координаты  х,  соотв'бт- 
ствующену  переменной  ^^,  такъ  вакъ  при  движен1и  по  координатной 
ЛИН1И  1  остальиыя  дв4  координаты  остаются  постоянными.  Сл^Бд.  по  при- 
нятыиъ  обоэпачен1яиъ: 

дх 
Подобнымъ  образонъ: 

О?! 


Й»1  еОЗ  (Йв,,  я)  ==  У1  ЙЯ1  =  №)!  =  т—  <^1  ■ 
021 

Возвышая  полученный  выражен1а  въ  квадратъ,  складывая  и  извлекая 
корень  квадратный,  набдеиъ 


йо,  =  Ах  Й21 


(20) 


гд4  Л1  =  -\-  У^ ,  если  направлен1е  из,  беремъ  по  соответственной 
оси,  т.  е.  въ  ту  сторону  по  лин1В  1,  въ  которую  координата  З!  возрн- 
стаетъ.  Пользуясь  (20)  изъ  предыдущихъ  выражен1й  подучаеиъ: 


]_дх_ 


'       Лх  д21 ' 


'(^^Т.лГ. 


(21) 


^уI,.е^.^V^_100^IС 
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С(Ш41рщенио  таЕииъ  же  соособонъ,  нахолииъ: 

_1^      й_Х^      V— —  —  ■ 

'''~Л2д^2'       "~Л2д^2'       "  ^2^г' 

Полученныя  выражен1я  даюгь  воэиожность  представить  фориулу  (18) 
подъ  такииъ  видонъ: 

2А(й*=<^5^=(*в1^  +  й02»-|-(йз'  +  2йог(гззСо5(23)  +  2(г11з(гв1СОЗ(31)-1- 

+  2Й01(гзгеов(12).  (22) 

Зд^ь  для  сокращен1я  положено: 

соз  (23)  —  ог  а,  -|-  рг  Рэ  +  Тг  Тз  =  со«  (йЗг  (^з,); 
соя  (31)  =  «3*1+  Рз?1  +  "(з"(1  =  соз  (йв,  й»1); 

еоз  (12)  =  01  12  +  ?!  ?2  +  Т1  Тз  =  "05  (Ло,  Йвг). 

ПослФ  атихъ  иредварительныхъ    ав1гЬчан1й,    приступнмъ    къ    вычи- 
С1ен1ю  проэЕцЕй  СЕОрости  на  осн;  начнеиъ  сь  оси  1. 


VСО^ 

(»1) 

—  Л.  +  » 

?.+ 

'т.. 

ИИ  по  (21),  (17) 

н  (16): 

•  ш^^,1)=^■^(г 

'■1 

+' 

1   а* 

=.М' 

+  У 

+' 

в»' 

Такинъ  же 

путемъ 

вайдемъ 

ее»!  (в  2) 

1 

;     .» 

(»3)  = 

1 

дк 
Агз' 

( 

(23) 


(23') 


Дда  сфернческихъ  координатъ  выражеше  к  будетъ; 
2А  =  р'*-|-р^'р'^-|-р^мп'чрф'^: 


),Сооз1е 
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сл4д.  полагая  31  =  р,  42  =  9.  2з  =  +<  чиЬеяъ  Л1  =  1,  Аг=р,  Л^^рвЫ^, 
В2з  =  Вз1='В12  =  0.  А  потону  при  обоэначешяхъ  §  39 


<19 


^3(V•()  —  дНпЧ 


Йф 


(24) 


Для  цилиндрическихъ  Еоордииатъ 


«(гХ)' 


^Л  ' 


'Л 


(25) 


44.  Состявлаищ1я  скорости  по  оеяшъ  нрнволинейныхъ  коордя- 
натъ.  Разложимъ  векторъ,  изображающШ  скорость  «  точки,  на  три  еоста- 
вляющЕе  00  осяиъ  1,  2,  3.  По  §  5  эти  составляющ1е  векторы  будутъ  ре- 
брани  параллелепипеда,  д1агональю  коего  служить  V. 


Пусть  (Фиг.  30)  векторъ  V  изображаетъ  скорость  точки  т,  векторы 
"1)  ^>1>  »■ — искомые  составляющ1е.  Плоскость  тV^V1  слухитъ  касательиою 
плоскостью  къ  координатной  поверхности  ^^  въ  точк^  т.  Если  изъ  конца 
вектора  и  опустимъ  на  эту  плоскость  первендикуляръ  уЬ,  то  онъ  будетъ 
параллеленъ  нориа-тн  щ  къ  поверхности  у-д  въ  точк'!^  т.  Построенный 
векторъ  ЬV,  очевидно,  представляетъ  собою  проэкц1Ю,  скорости  и  на  нор- 
иа.1Ь  Пз-  Когда  мы  будеиъ  знать  эту  проэкц11з,  то  длина  вектора  ау  или, 
что  томе,  «8  найдется,  если  ЬV  разделить  на  со$^(,  т.  е.  косинусъ  угла 
между  осью  3  и  нормалью  »з.  Тавинъ  же  путенъ  ноженъ  определить  и 
друг1е  составляющ1е.' 

Означинъ  косинусы  угловъ  ворналей  къ  хоординатнынъ  иоверхностянъ 
съ  координатными  осями  такою  схемою: 


^уI,.е.^::^V^^ОО^^IС 
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П1  т  Л; 


1'1 

1,    1    1. 
1>>   1    1»> 

"1 

V,    «3  ; 

Норкаль  ш  перпендикудярва  къ  2  в  3,  сл^д.  по  (21): 


Изъ  этвхъ  уравненШ  легко  находииъ: 


дг  дх 


д^зд^^ 


дх  ду  дх  ду 


Зд'Ёсь  к — коэффищентъ  пропорц1ональности  равный,    какъ  нетрудно 
убедиться,  1*=  -7===^=  ■ 

Съ  понощью  вышенаписанвыхъ  зваченЕй  для  >1,  ^■и  "*!  косввусъ  угла 
между  1  и  «1  ВЫЧИС1ИТСЯ  по  (21)  такъ: 


если  чрезъ  Д  означимъ  определитель 


ПроэБща  скорости  »  на  щ  окажется  такою: 

VС03{V  «1)  ^  ж'Зч  -{-  у'Щ  +  ''^1  =  АДЗ!*! 


Ли 

дх 

* 
<»9, 

й» 

),Соо'^1е 
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если  шдставниъ  аредыду1Ц1я  выражен1я  вместо  11,  )1],  ч»!,  а  вкФсто  х',  у',  *■' 
ихъ  вырааен1я  изъ  (16);   коэффиц1ввты  у  $;'  в  ^з'  обращаются  въ  нуль, 
вакъ  опред'Ёлители  съ  равными  строЕани. 
Теперь  непосрелственво  ваходинъ: 


^"^'-Ад.'  (26) 


С0&  («1 1) 
или  по  (20): 


Подобнымъ  образомъ: 

ь'г  =  АгЧ2=-^\    "3  =  Аг^ъ  =  "^  '  (26  > 

Видъ  функцш  Л  иъ  формул*  (22)  ясно  помзываетъ,  что  V  д'Ьйстви- 

,  из.      (?в»      йо»         ,    п      о 

тельно  дшгональ  пар&.1  лелепипеда  съ  ребрами  ~  ,   -^г  >  "^г  по  1 ,  а  н  о. 

Когда  система  координатъ  ортогональная,  выражен1я  (26)  и  (23) 
сливаются. 

45.  Преобразован^  урявнен1Й  двнжен1я  точки  къ  спец1а.1ьнону 
виду.  Если  мы  пожелаен'ь  привести  уравиен1я  движен1я  (7)  къ  спецЕаль- 
ному  виду  (8),  то  поступаеиъ  сл4дующимъ  образомъ.  Изъ  (15)  мы  имЪенъ: 

(/8=:::_]/2АЛ, 

гд*  А  вполн^Ь  и8в1Ьствая.намъ  функщя  времени  (18).  Двойной  знакъ  опре- 
д'Ёлится,  если  выберемъ  положительное  иаправ,1ен1е  дугъ  по  траэктор1н. 
Взявши  квадратуру 


=  соп$г.  ~Л1  |у^(?^ 


найдемъ  &,   какъ  функц1ю  времени:   $  ^  ^  (Ь).    Произвольная   постоянная 
определится,  когда  выберемъ  нача.м  дугъ.  Если  за  начало  примемъ  точку 


8  ==  ф  (О  =  1^   С 


V  2А  а. 

'о 


Исключивъ  съ  помощью  этого  добавочнаго  ураввен1Я  вреия  изъ  (7), 
и  получимъ  искомую  группу  (8). 

^уI,.е.^с^V.^-.ОО^IС 
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4«.  Опред'Ьлев1е  двнжен1я  точки  по  данной  скорости.  Погои- 
н«я  лнн1я.  Въ  оредыдущеыъ  мы  видели,  кякъ  находится  скорость  по 
данному  двна№н1ю;  теперь  скахенъ  несколько  словъ  объ  обрятнонъ  во- 
прогЬ:  какъ  определить  двихен1е,  если  задана  скорость. 

Разсыотрииъ  сначала  простейш1Й  случай,  когда  скорость  задана  накъ 
векторъ-функц1я  времени,  т.  е.  когда  даны 

I,-  ш  Ш  -  §  =  А  (О;    1.  <!<«  (»гг)  -§  =  /■,((); 


Исконое  движен1е  определится,  если  ны  найденъ  рад1усъ  векторъ 
движущейся  точки  какъ  вевторъ-функщю  вренени,  т.  е.  найденъ  геоне- 
трическ1й  интегралъ  отъ  скорости.  По  §  34  получаеиъ 

Задача  наша  неопред^.ленная:  суи^ествуетъ  безчнсленное  иножество 
двиасен1Й,  удовлетворяющихъ  заданнынъ  услов1янъ.  Если  какое  либо  зна- 
чен1е  неопред^леннаго  интеграла  \^^{^)Л^  овначимъ  Ф( (()  для  »=^  1,2,3, 
то  одно  изъ  исконыхъ  двизен1Й,  полохииъ  для  точки  т  {х,у,г),  опре- 
делится уравнениями: 

X  =  С -\- Ф,{1У^     у=С-\-Фг{1);     :г=С"-\-Фз{И 

гд*  с,  С,  С"  н^Ькоторыл  постоянный,    другое  дви«ви1е  для   какой  либо 
другой  точки  т^^x^,у^,^!^)  отличалось  бы  значениями  постоянныхъ: 

Х1  =  Сг-\-Фг(,{У,    у1  =  С^' -\- Фза):     л  =  С,"  +  Ф,1П. 

Вычитая  иочлевно  нолученныя  уравнешя,  находимъ: 

X,  —  ж  =>  С1  —  С;     у1—р  =  С^'  —  С;    ^1  —  я  =  С1"  —  С". 

•^и  равенства  говорить,  что  векторъ  ттх,  соедиияющ1б  одновре- 
кеаиыя  положен1я  точекъ  т  и  ту,  постояненъ  по  величин^^  и  по  ианра* 
влен1»;  сл'Ьд.  во  вс'Ьхъ  исконыхъ  движен1яхъ  точки  описываютъ  тожде- 
ствениыя  траэкторш,  и  вс'!^  траэктор1и  получаются  изъ  одаой  какой  нибудь, 
если  каждой  точк*  иосл*дней  дать  одно  и  тоже  перем4щен1е.  Такъ  для 
Е'азснотр^нныхъ    нами    двухъ    траяктор1Й     переи'Ь|цен1е    это    равняется 
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Задача  станетъ  бполн1^  опред^внною,  если  мы  дадинъ  начальное 
подожен1е  точки,  т.  е.  координаты  ея  ха,уо,'1о  яля  нонента  1^.  Тогда 
уравнены  движец1я  лрииутъ  видъ: 

I  I  ( 


1Iрин^^ръ:  Скорость  задана  своими  нроэвц1Я11и: 


Для  ноневта  (  =  0  точка  въ  начале  координатъ. 
Искоиыя  уравнеН1я  движен1я: 

-~     л^  а  €08  (<^-\-^)^       а  соз  (д —  Р)  ^ 

^       2        и  — р      '     2       а  +  р       ' 


Въ  бол'Ье  сложныхъ  случаяхъ  ароэкц1И  скорости  могутъ  быть  заданы 
какъ  функции  не  только  времени,  но  и  координатъ  точки;  кроы'!^  того 
координаты  точки  могуть  быть  и  криволинейный.  Тогда  вообще  говоря, 
мы  буденъ  и1ГЁтъ  три  уравнен1л,  связыввющихъ  три  неизв^стныхъ  фунвц1и 
времени  д-, ,  ^2,  зз : 

Д(21'.  «2'>  <1з.  41,  ^^,  2я,*)  =  0;    /■гСз/,  «з'.  2з',  4ь  22,  2а.  О  =  0; 
/» (в!*.  «)'.  2з'.  21  .  32 .  3»  -  ')  =  0. 

Вопросъ  сводится  къ  ннтегрирован1Ю  такой  системы  трехъ  совокун- 
нЫ2ъ  дифференц1альныхъ  урйвнен1й  нерваго  порядка.  Три  интеграла  си- 
стемы будутъ  заключать  въ  себ^^  три  нроизвольныя  ностоянныя.  Для  онре- 
д^ленности  р4шен1я  опять  нужно  задать  еще  услов1Я,  напр.  нача.1ЬН0в  по- 
ложен1е  точки  для  момента  ^=^/0- 

Къ  такому  типу  относятся  задачи  о  тякъ  называеныхъ  погоиныхъ 
.1ин1яхъ  или  лин1яхъ  б  1Ё  Г  С  т  В  а.  Мы  разсмотрииъ,  для  прим'Ьра,  простей- 
шую изъ  нихъ:  опред'Ёлить  траэктор1Ю  точки  А,  движущейся  въ  плоскости 
съ  постоянною  скоростью  V,  если  скорость  атой  точки  всегда  наврав.тена 


0,д,1|гейзуСоО^1С 
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въ  точку  в,  равномерно  со  скоростью  н  движущуюся  по  прямой  въ  тойже 

ПЛОС'КОСТИ. 


иримемъ  (Фяг-  31)  траэ][тор1ю  точки  В  за  ОХ  и  направлен1е  »  »а 
положительное  ыдправлеи1е  этой  оси.  Зан'Ётйнъ,  что,  когда  точка  В  была 
аа  беаковечности  въ  отрнцатвльнонъ  направлев1н  ОХ,  скорость  точки  А 
должна  была  ^ыть  параллельна  этому  отрицательному  направлен!»;  когда 
точка  В  уйдетъ  въ  ноложительнонъ  направлеши  на  безконечность,  ско- 
(юсть  точки  А  станетъ  пара^тлельною  ооложительнону  направлев1ю;  сл^Ьд. 
для  н1>котораго  пронежуточнаго  момента  'гочка  А  должна  занимать  такое 
полохеше  Ао,  для  котораго  скорость  ея  перпендикулярна  хъ  ОХ.  Каса- 
тельную къ  искомой  траактор1н  въ  этой  точки  Ао  и  иримемъ  за  О  У. 

Въ  тотъ  моментъ,  когда  А  находилась  въ  Ао,  по  условию  задачи, 
И  должна  была  быть  въ  О;  сл^д.  если  А  и  В  изобралаютъ  одиовре* 
1евныя  положвм1а  точекъ  и  если  время  считать  съ  того  момента,  когда 
Л  была  въ  ^0 ,  то  по  равном'брности  обоихъ  движея!й.' 


АоА 


^_«^_<. 


Изъ  Д  АВС  легко  внд'Ьть,  что 

^х  СВ 


V  СОВ  (иа;)  =^ 

о  сов  {ту) 


Лу АС  _  у 

(Н~      "  АВ  "  АВ' 


Разделяя  почленно  эти  равенства,  найдемъ: 


Лх 


-«(+х 


Исклюмвмъ  I  нзъ   этого  уравнен|Я   и   обозначимъ  Ло  Л  черезъ    8,  а 
отношете  скоростей    —  черезъ  8,  тогда  получимъ: 


),Соо'^1е 
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Продифференцвруенъ,  прнвявъ  за  везавнсиную  п^рег&нную  у: 

За  нача.10  у  насъ  взята  точка  А<,  и  иоложнтельиое  шшраалев1е  для 
дугъ  идетъ  отъ  Ао  къ  А;  ясно,  что  съ  увеличен1е11ъ  « ,  координата  у 
уменьшается,  слЪц-  по  (15)  при  ^е=*0: 


Пользуясь  этйнъ  равбнствоиъ,  ви^сто  (27)  получииъ  ]гра11нен1е: 
Интегрируя  его,  найдеиъ: 


Пусть  ра8Стоян1е  ОЛа  =  а;  тогда  произвольная  постоянная  С  легко 

найдется,  если  зам^тимъ,  что  для  Ао-у 

щее  равенство  даетъ: 

Приравнивая  другъ  другу  обратныя  величины,  найдеиъ 

Ивъ  этихъ  двухъ  ураввен1Й  сл^Ёдуетъ,  съ  одной  стороны 
'<гл~^аУ       [а) 


'/'+1^ 


),Соо'^1е 
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Предыдущее  уравнеше  тотчасъ  же  интегрируется;    веди  •  не  равно 
«днницб,  то  ваВденъ: 


а*.1-<-1)      о-*(1  — О 
а  если  с  =  1,  то  подучинъ; 

„2 

Опредйдяя  пронзвольныя  аостояиныя  изъ  того    усдов!я,    что    х=0 
для  у^а,  найдекъ  уравне(11Я  тра8Етор1й  въ  ожончательнонъ  внд'Ь: 


—     Д'    \^     у* 
1— ■у  ~а'11 


-1-1)      а-Ч1-«) 


2.  +  |=Х^-„,^^ 
Зажбтввъ,  что  рвзстоян1е  между  точками 


Когда  1^1  ОХ  служитъ  ассиннтсгаою  тра8КТ0р1и;  при  томъ  для 
(>1  разстояв1е  неаду  точкаии    безпред'^льно  возрастаетъ  съ  ориближе- 

в1е11ъ  у  къ  нулю,  а  для  <  ^  1  оно  стремится  къ  пределу  -^  ■ 

Когда  е<1,  то  траэктор1я  перес1Ьхаетъ  ось  х — овъ,  и  зд^ьсь  об* 
ТОЧЕН  А  я  Б  вст1)4ча1)тся. 

17.  Скорость   линейная,   обобщенная,    угловая,    севтор1альная. 

Если  какал  либо  величина  зависитъ  отъ  времени,  то  часто  авалити- 
ческую  производную  отъ  вея  по  времени  называютъ  скоростью,  прибавляя 
1ь  этому  назвашю  какой  нибудь  эпитетъ.  Такъ  скорость  ванн  раньше 
разсжотр1Ьнную  называютъ  иногда  скоростью  линейною,  такъ  какъ  она 
иукитъ  производною  по  времени  отъ  длины  лин1И  или  дуги  траэктор1и. 
Производную  по  ^  отъ  какой  либо  криволинейной  координаты  ^  называютъ 
скоростью  обобщенною.  Если  какой  либо  уголъ,  напр.  сферическая  ко- 


.^с^С0ОзIе 


ордивята  '||,  иаи^яяетси  во   времени,  то  производная  отъ  него  по  Ь  назы- 
вается угловою  скоростью. 


Пусть  (Фиг.  32)  точка  движется  въ  плоскости  и  описываетъ  траэк- 
тор1ю  АлА^^\  тогда  1^01цаАь  2  оевтора  А^^ОА,  ограничмшаго  постоянном 
пряною  ОТ,  траэЕтор1ею  и  перегЬвныыъ  рад1усонъ  векторонъ  г  =  О  А 
точки,  будетъ  функщею  вренени.  Производная 

носить  назваше  сектор1альиой  скорости.  Такъ  какъ 

Л1  =  беэк.  нал.  сектору  АОА'  =-:гг-Д^, 


/,РОЛ, 

то 

очевидно 

.г2 

= 

1    ^Л 
'  2  *■  </( 

Конечно,  ВСЁ  эти  скорости  сходны  между  собою  лишь  по  назван!» 
н,  вообще  говоря,  величины  раанороднын.  Такъ  напр.  единицею  угло- 
вой скорости  служитъ  — -^—  ;  единицею   сектор^адьной   скорости 

сек.  среД'   вр. 

(сантим.)^  ,,-, 

.    — . _.  дн  одна  изъ  этихъ  еднницъ  не  однородна  съ  (И). 


1уСооз1с 


Годографь  стрости  точки.  Ускорете  точки. 

48.  Годогрвфъ  скорости  точвв.  Станет  (Фиг.  33)  изъ  начала 
координатъ  О  проводить  векторы  0)1  геонетричесви  равные  вектору,  изо- 
бражающему скорости  о  движущейся  точки  т  {х,  у,  в).  Тогда  геоыетри- 
чесЕое  нЬсто  точекъ  у.  или,  что  тоже,  траэктор1я  подвижной  точки  ]1  и 
<1гдетъ  годог])афонъ  для  векторЪ'функц1и  врененн  V. 

Ф».  88. 


Кривая  эта  впервые  была  ра8С110тр1^на  аигл1Йскиыъ  ученыиъ  Га- 
11ильтононъ;  ея  геоыетрическ1я  свойства  наглядно  представлЯютъ  законъ 
й31|^неи1Я  скорости  со  вренененъ.  Если  координаты  точки  [1  означиыъ 
Е,  т,,  С,  го  по  (33)  §  31  и  (9)  §  41  ии^емъ: 

^-Л'   ''-'Ж'    ^-ж^  *^* 

такъ  хаЕЪ    рад1усъ  векторъ    0^^  геометрически  равенъ  вектору  V.    11усть 
уравнения  движен1я  точки  т: 

«=Л10;    у^ГгФ;    ^-/"эС^ 

тогда  уравнеюя  движен1я  точки  11  йудутъ: 
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Исключая  изъ  аосл^днихъ  ураввен1Й  вреня,  и  найдемъ  два  уравяе- 
И1Я  годографа. 

Ф.(5.11,^)=0;     ф2  1Е,11,:)  =  0. 

При1гЁры:  а)  Уравнешя  двиавв1я  точки  т: 

х=а,    у^Ы-\-е,    ««з^'  +  е^  +  Л 
Уравнешя  двихешя  точки  II: 

Годографъ  скорости— прямая:  2  =  0,  1)1=6. 
б)  Уравнеи1я  лвижен1Я  точки  т: 

гд^  X  некоторая  постоянная. 

Уравнен1Я  движения  точки  \у. 

2  =  —  а^$'т'к$1п^Ь;     Г(  =  а^8^п^■еоз^^;     С  =  0. 

Годографъ  скорости — окружность:  Е'-^-т)' "■«*?'*'"'''<  ^^0- 


Опред'Ълинъ  годографъ  скорости  для  такого  движви1я:  точка  т  опи- 
сывартъ  коническое  с'&чен!е  съ  постоянною  сёктор1адьноБ  скоростью  во- 
кругъ  фокуса  этого  с4чен1я. 

Плоскость  траэЕТорш  или  орбиты  точки  орииенъ  за  плоскость 
хОу;  уравнен1е  орбиты  въ  полярныхъ  координатахъ,  отнесенное  въ  фокусу 
1"  и  оси  Тх,  будетъ: 


1уСооз1с 
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р — параметръ,  а  е— эксцентриситетъ  орбиты;  в<1  для  эллипса;  е  ^  1  для 
параболы;  е  >  1  для  гиперболы.  Постоянство  сектор1а.1ьнов  скорости  по 
§  47  выразится  такъ; 

(2) 


гд'Ъ  А  некоторая  постоянаая. 


Уравнев1я  движе1]1Я  точки  т  (х,  у),  если  за  начало  взять  фокусъ  и 
Рх  соввадаетъ  съ  осью  орбиты,  а  1'у  направлена  соотв'бтственныиъ  общ- 
зомъ,  будутъ: 

рсозЬ  рзтЬ 

1  -^есозН 


зд'Ьсь  9  фунБЦ1я  времени,  которую  надо  опред'&лнть,  интегрируя  уравнен1е 
(2),  по  годографъ  ножетъ  быть  найденъ  и  безъ  помощи  этого  интеграла. 
Уравиен1л  движещя  точен  )х  по  (1): 


5  = 


Ас 


.=^  = 


^)3^7^ЬЬ' 
"(Г-Ьесозв)*' 

р  (со8  О  +  е)  6' 


(?(         (1  +  ееозвЯ 


1уСооз1е 
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Пользуясь  (2),  исключаеиъ  О': 

,  А    , 

р  р 

Если  отсюда  исключить  ^,  то  и  получится  урЯ11нен1е  годографа. 

Годог]>афъ  оказывается  окрухностью,  иерес']Ькающею  ось  1'х,  когда 
Ё<1,  касающеюся  оси  Рх,  когда  е  =  \,  и  лежащею  веЬ  оси  1'х,  когда 
'■>!.  Вс*  эти  три  случая  изображены  на  Фиг.  34,  35  и  36. 

49.  Тскорен!е  точки.  Стр'Ьлка.  Геоыетрическая  ироизводвая  но 
цреиени  отъ  скорости  точки  называется  ускорец1енъ.  Мы  будеи'Ь  озна- 
чать ускорен1е  г'.  Координатани  этого  вектора  по  §  31  будутъ: 

VС08[V  1/1  =  —|  :         ГСОЗи-  «'  =   ^р  •  (^) 

Относительно  рад1уса  вектора  двикущейся  точки  ускореше  является 
геометрическою  пронзводною  втораго  порядка,  какъ  и  иоказывяютъ  это 
формулы  (3).  НапрВ11лен1е  ускорешя  параллельно  касательной  въ  соотв^^т- 
ственной  точки  къ  годографу  скорости  и,  если  длину  дуги  годографа 
означииъ  о,  то  по  своей  величин^! 

■  ^Ла 
''  ~  ^(' 

УсЕорен1е,  какъ  производная  по  вренени  отъ  скорости,  не  однородна 
со  скоростью.  Единицею  ускорен1я  служить 


(секун,  ср.  врем.)' 


Ускорен!е,  по  своему  напраа^тенш,  можетъ  совпадать  во  все  время 
движен1я)  со  скоростью  лишь  тогда,  когда  годографъ  -прямая,  проходя- 
щая черезъ  начало,  т.  е.  когда  движен1е  прямолинейное.  Принемъ,  въ 
такомъ  стуча^Ь,  траэктор1ю  за  ось  х — овъ  и  по.10жнмъ,  что  ускорен1е  равно 
единиц*;  тогда 

^х 


ш'-'- 


В|д|1|гес1  оу 


Соо'^1е 
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Ивтегрнруя,  найдемъ: 

(^ 

если  точка  въ  коиенть  I  •»  О  была  въ  поко^.  Интегрируя  еще  рязъ,  оо- 
лутмъ: 

''  2' 


X  =   ; 


п'лн  точка  въ  ноыеатъ  ^='0  была  въ  начал'Ь  координять.  Уравнен1я, 
найденныя  нами,  говорягь,  что  в^  прянолинейвонъ  Д11ижен1и  съ  постояц- 
иыхъ  у[:кореы1ехъ,  равнынъ  единице,  точка,  выйдя  изъ  состояв!»  иокоя 
Ео  истечении  единицы  времени,  11р1обр'6тетъ  скорость  единицу  и  пройдетъ 
путь  въ  поюьину  единицы  длины. 

Направлен1е  ускорени  служитъ  прел'Ьлоиъ  направления  приращеи1я 
1:к01юсти.  т.  е.  хорды  Л»  годографа  (Фиг.  33);  хорда  эта  лехитъ  въ  одной 
плоскоств  съ  двумя  снеяныни  рад1усаки  векторами  годографа,  аара.т2ел1>- 
нынв  двуыъ  снежныыъ  касательныкъ  траэкто;>1и;  поэтому  въ  пред'Ьл'Ь  на- 
прав.1еше  Д»,  а  сл'&д.  и  яаир&в.тен1е  ускорен1я,  параллельно  ндоскости 
Еривнзнн  траэкторЫ.  Ес1и  же  векторъ,  изображаюш.1Й  ускорен1е,  но- 
стронмъ  изъ  того  но.тожен1я,  которое  занинаетъ  движущаяся  точка  въ 
разсматриваемый  номевтъ,  то  векторъ  этотъ  будетъ  лежать  въ  олоскости 
кривизны  траэктор1и. 

Прнн'!1ры:  а)  Уравнен1я  движен1я  точки: 

х  =  а1^'\~Ы-\-с\     у  ■=  «1(*  -Ь  г-!*  Ц-  С1 ;     г=  аг(^  +  Ьг(  -|-  Сг- 

Ироэкцш  ускорен1я: 

Ьсо8{Ь  ж)  ==2 я;      Ьсо8{Ь  у)  =  1а1\      Ьсоз{Ь  г)::=2я-, 

Ускореше  постоянно  по  величине  и  по  направлен1ю. 
б)  Уравнен1я  движен1я  точки: 

х^а  Я1п  \соз^(;     й  =  а  «п  31  $1п  ^1',     г  =  а  соя  X. 

Цроэкиди  ускорен1я: 

Ьео»{Ь  л)  =  —  а^^8ш1еоз^1;       гсо8(Ь  у)  =  —  а^^8Ы'>.81и  ^1; 
9еоз(Ь  «)  =  0. 

Ус1[ореи1е  равно  а  Р*  з!»  к  и  направлено  но  пе]>пендикулйру,  опущен- 
нону  изъ  движущейся  точки  на  ось  г— овъ. 


.^с^^^^оо^Iе 


74  УСК0РБН1Б  ТОЧКИ.  гл.  II  §  49. 

Пусть  точка  т{х,  у,  е)  онисываетъ  (Фиг,  37)  н^жоторую  Ернводи- 
нейную  траэкторш  Шо  ш,  и  В1ГЁстФ  съ  нею  пусть  другая  точка  ^  равно- 
1ГЁрно  движется  ао  касательной  тц^-1  съ  тою  же  скоростью  V,  которую 
ин'бла  т  въ  па1ожен1и  т^.  0611  точки  одвоврененно  выходятъ  и8ъ  гио- 
По  истечен1и  безкоиечно  налаго  времени  Ы  точка  т  приходить-  въ  подо- 
жен1е  ту  на  траэкторш,  а  )1  въ  положеи1е  9-\  на  касательной.  Безкояечно 
малый  отрфзокъ  V■^1»1  носитъ  наэвапе  стрелки.  ОпредЪликъ  его  «е- 
личину  и  направлен1е. 

Фиг.  87. 


Координаты  точки  ту  будутъ:  х  -(-  Дж,  у  +■  Ду,  г-^-^,  гдЬ  Дж  ^  х'Ы^ 
+  уж"Д('+...;  Дз/-уД/+-|у"Д^г-1-..-;  Д^  =  г'ДЛ-  \  ^>М^-\-... 

Коорлннатанн  точки  ]11  служятъ:  х-^Ьх,  у  +  8у,  х-\-Ьг,  гд*  8ат  =  д;'Д/; 
ву:=у'Д^  ва'=:г'Д(, 

Проэкщи  вектора  (II  ту  на  оси,  очевидно,  будутъ: 


V■^ш■^со8{V^^.'п^^,  у)  =  Ёи/  —  Ц  =  -^У'Д'^; 


Отсюда  шключаемъ,  что  на11раа1еи1е  )11  ^1  съ  точностью  до  безко- 
иечно иалыхъ  второго  порядка  совсадаетъ  съ  направлеи^енъ  ускорения  Ь, 
а  по  величине 


50.  Провкц1н  уекорея1я  точки  на  неподвяжное  и  подвижное 
нанравлен1я.  Польлуясь  выводани  §  33,  для  проэкцш  ускорен!»  на  не- 
подвижное направлен1е  II  ии'Ьенъ  выражеи1е: 


1уСооз1с 
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а  для  подвяжн&го  наоравлевтя  11  получаекъ  формулу: 

Vе09{V  0')  =  ^[»сов(о(/}]  —  РМСОЯ  (»ы),  (5) 

гдЪ   и  поворотная  скорость  (§  42)  нвправлен!^  V. 
ПринЪръ:  Уравнения  движеЕ1Я  точки: 

я:  =■  а  «и  а<  соя  Р* ;     у^=а  в'т  л1 8т^1\     2  =  а  сов  <И . 

Косинусы  подвнхнаго  на11раклен1я  17  съ  осями  коордннатъ: 

1  ^  «я^^  сое  Р^ ;     II  =  «шр  зт  ^{;    ч=  еояр ; 

{]— некоторая  постоянвая- 
Тогда 

Отсюда 

Ьсо&^  О")  =  —  а1?ст{ч1 — ^*)  —  оЗ*81нр8(кя/. 

М.    Уеворев1е    тангевц1альное   н   ворвальмое    (центростревн- 

тельное).  Предстивинъ  се(№,  что  ураинен1я  движея1а  точки  даны  яамъ 
въ  снец1альнонъ  вяд^Ь  (8)  §  40.  Въ  этонъ  предцоложев1В  составинъ  вы- 
ражев1я  для  провкщй  усворешя  на  оси  декартовыхъ  координатъ.  Дважды 
дтЦеренцвруя  х,  какъ  фувкЦ1Ю  сложную  отъ  Ь,  иолучинъ: 

их  АН  .  А*х  Аз^ 
^АзШ^'^А^И^' 

Евсательиой  къ  траэктор1и,  и  что  по  (38)  §  32 

А^х      соз(рх) 
Аз^  р 

еин  р  оаначаетъ  одновременно  и  величину  и  наоравлен1е  рал1уса  кри- 

Ав  .      АН 

[  —    черезъ  V,  и  слъд.  -=-^  ч 


^уI,.е^.^С0ОЗIе 
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ны  моженъ  предыдущее  равенство  переписать  тавъ: 


Ьсоз[г!х)=  ■^со8(Тх)-\-^<т(р;).  (6) 

Сюда,  конечно,  присоединяются  еще  два: 

•I  сок  ( о  у)  3=  --  С08  ( Ту)  -| соз  (ру); 

»  сое  ( с'  г)  =  ут  соя  (Гг)  Н соз  (,рг).  (6') 

Если  унножинъ  ати  равенства  соотв^Ьтственно  т1  соз(Тх),   соз  (_1у'\, 
соз(Тг)  и  сложииъ,  эан1|тивъ,  что  со8^Гр)  =  0,  то  нолучинъ: 

Ьсо8{еТ)  =  ^-  (7) 

Иодобнынъ  образомъ,  умножая  на  сов{рх),  со8{ру),  сов{$г),  найдежь: 

Ьсоз{Ь^)=---  (81 

Наконецъ,  если  уиножнмъ  на  со8(иа;),  со5{пу),  еоз(пг),  гд*  я  на- 
правлеше  бинормали,  то  получикъ: 

Ьсозф  п)  =  О,  (9) 

ибо  С08(Тп)  =  С08(рп)  =  0. 

11осл*днве  равенство  еще  раяъ  иодтверждает-ь,  что  ускореню  ле- 
житъ  въ  плоскости  кривизны  траэкторЕи;  цредыдущ1я  яе  два  даютъ  звя- 
чен1Я  состявляющихъ  уско()ен1я  точки  но  касательной  (ускорете  та  и  ген- 
зиальное)  и  по  главной  норяали  къ  траэктор1Я  (усворенге  нормаль- 
ное). Три  равенства  (6)  могутъ  быть  заи4вены  однимъ: 


^'=(^)+(^ 


рад|усу  кривизны  къ  центру  кривизны  (§  32). 


Тотъ  же   результатъ   нежно  получить   и   геометрнческимъ   п}те»'Ь' 
Пусть  (Фиг.  38)  векторы  Ои  и  0V^  изображаютъ    скорости  точки  въ  «о- 


^д|,.е^с^V..лОО^IС 
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мрнтн  (  я  ^  +  М■  Опяшвмъ  рад1усо»ь  Ое  изъ  О  бевкояетао  ма^1ую  дугу 
г'г  Тогда  приращение  скорости  VV^  можно  рааснатрнвпть  какъ  геометри- 
ческую суику  пекторовъ  ги>  и  ^VV^;   потону  и  посл-Ь  д'Ьл«н1я  на  Д^  <§  4): 


{^И 


^+т 


Векторъ  №«],  по  построенш,  равняется  аналитическону  нрвращен!» 
гкорости  8с.  Векторъ  сье^^  Ов.к  =  е.г  гд'Ь  е  уголъ  между  сос^двимн 
•  коростами  или,  что  тоже,  уголъ  смехиости  тра9КТор1и.  Отношен1е 

ес.1и  Дв  означ&етъ  ириря  и|,ен1е  длины  дуги  траэкторш,  соотв11ТСТвуюп1еб"  ДЛ 
Обрао(аясь  къ  пред-Ьлу,  находимъ: 

Пред.   1^]   =     Ь; 


пред.  (=.)    -   „ред.  (I)    -  р. 


Пред.     тт     =  о. Пред.    -г-    .  Пред. 


Ш- 


такъ  Еэкъ,  по  оиред'1лен1ю,  Пред  (т— )  = 


Исконыя  составляюпця  ускорвнхл  найдены,  если  еще  яам^иимъ,  чти 
оред'Ь.тьное  направлен1е  н^Я]  совпадаетъ  съ  ь,  т.  е,  съ  касательной,  а  на- 
[ф&влев1е  010  перпендикулярно  къ  г  и  ндетъ  въ  ту  сторону,  въ  которую 
поворачивается  касателЕгная,  т.  е.  къ  центру  кривианы. 

Тангенц1альное  ускорен1е  вл1яетъ  лишь  на  величину  скорости,  а  нор- 
ниьвое  вз1гЬняетъ  ва11равлен1е  скорости.  Если  лвнжен1е  равномерное, 
то  н^тъ  тангенщальнаго  ускорешл;  ес.1и  движен1е  прямолинейное,  то 
аор11а.тьное  отвращается  въ  нуль,  к  только  для  равнои'брнаго  пряноливей- 
наго  двихен1я  оба  ускорен1я  равны  нулю. 

Иногда  норнальное  ускореше  но  его  нанравлен1Ю  называютъ  цен- 
тростреиительнымъ. 


.^с^С0ОзIе 
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52.  1[ро»кц(и  ;^екорен1ш  точвш  ва  оси  врнволнявШныкъ  воордн- 
натъ-  Польауясь  обовначешянн  §  43,  составнмъ  выражен1я  для  вро&кц1Й 
уско1>ен1Я  точки  на  оси  криволинвйвыхъ  координатъ  1,  2,  3.  Ыы.  ии^иъ: 

ИЛИ,  подстав.1ЯЯ  изъ  (21)  §  43: 

^1  V      Й91    '    *    Й?1    '         д^^^ 
Выражен1е  это  ноженъ  переписать  тякъ: 

Если  хе  воспользуенся  (17)  §  43,  то  найденъ: 

Аг  ^*\    д^^        "  ^1  дч1  } 


I    ,  и,  ил      .       ,  и  иу      ,       ,  Л  дг  \  -.,, 


Ироднфференцнруенъ  по  врехенн  производную 

(?  дх  д^     ,  .      д^х      ,    ,      д^х      , 

Съ  другой  стороны,  если  отъ  х  (16)  §  43  возьиенъ  частную  произ- 
водную по  $1,  то  получинъ 

дх'      д^х     ,   .      дЧ       ,.     д^х       . 

Отсюда  выводимъ,  что 

й_  дх^ дх'  _ 


1уСооз1е 
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Додобнынъ  обраэомъ  найденъ  вообо^е: 

^дх йж[,     ^д^ ^_     ^^— ^'.      ^г.!    2  Ч  (111 

ЛЛ/,  ~А(,  '     (ЙЛ?,~Аг,  '    (г^йв1      дд,'     ^'^   '    '    '  ^     ' 

Обратинъ  свое  ввинан1е  на  то,  что  любое  изъ  этихъ  равенствъ, 
напр.  первое,  новно  написать  такъ: 

отсюда  выводинъ  для  нол}чевныхъ  форнулъ  такое  иненоннческое  11рави.10: 
^_ 

Подставляя  изъ  (11)  въ  (10)  и  вводя  снова  оСозначен1е  Н  иаъ  (15) 
§  43,  ваходинъ 

Сюда  присоединяются  еще  два  вырахен1я  для  другихъ  осей: 

,  ■  ач         1    М    ЙА        дк   \ 
V  еок(с  2)  =  —  ^  —  -г— ;  — -т—  }  : 

/■  а\        I    {  ^  дк       дк  \  ,,-,. 

Относительпо  полученныхъ  форнулъ  иы  ножеаъ  сд'Ьлать  следующее 
зам11чан1е:  взъ  вихъ  оказывается,  что  при  эаи'&н^  въ  выражеи1Яхъ  д.1я 
усЕореша  декартовыхъ  коорднватъ  хриволвнейныни  можно  ограничиться 
преобра80ван1еиъ  къ  вовынъ  перел^вяынъ  одного  то.1ько  дифференц1аль- 
иаго  выраяен1Я  перваго  порядка  Л,  тогда  какъ  непосредственный 
переходъ  отъ  одн'бхъ  форнулъ  для  ускорен1я  къ  другинъ  требовалъ  бы 
преобразован1я  дифференц1а.1ьныхъ  выражен1Й  второго  порядка. 

Для  ефераческихъ  координятъ  формулы  (12)  при  нрехнихъ  обозна- 
чен1яхъ  даюгь: 

V  ео8  (г  Р)  ==  —  —  (рз<р'^  —  р  вт  (р  сое  |р  -^'^ 
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Для  цилинлрическихъ  координатъ  найдены 

Ь  со$  {Ь  X)  =  г"; 

Vсо8^,Ь•^)=^^^{^Ч').  (14) 

53.  Геометрическая  принзмдиая  отъ  евороетв,  кань  отъ  ирн- 
лозкевнаго  вектора.  До  сихъ  иоръ  мы  11рин1Н1ади  скорость  за  щюстой 
нбЕторъ;  стаяемъ  теперь  разснвтрнвать  ее  какъ  вектор!,  ирилоясенный, 
полагая,  что  точкою  арило»ен1я  служить  сана  движущаяся  точка.  Тогда 
коордииатани  такого  вектора  будутъ  величины: 

х,  у',  г',  X,  у,  г; 

или,  если  возьненъ  другую  систему  координатъ  §  13: 

х',  у,  х\    г'у  —  у  г,    х'г  —  г'х,    ух  —  х'у. 

Опред'Ёлинъ  теперь,  какой  приложенный  векторъ  будетъ  представ- 
лять собою  геометрическую  производную  (§  35)  отъ  этого  приложеннаго 
вектора. 

Координаты  X,  Г,  2,  Ь,  М.  N  искомой  производной  будутъ: 


^-Ч^"^'     ^'  =  5-";     ^  =  '"' 


(г  у  —  у  г)  =  г"у  —  у"г;    М  =  х"г  —  г"х\     ^=  ^^x  —  з^'у. 


Очевидно,  по  другой  систем*,  тотъ  же  векторъ  можно  выразить  ко- 
ординатами: 


Отсюда  выводинъ  такое  положев1е:  геометрическою  производною  отъ 
вектора  скорости,  приложеннаго  къ  движущейся  точк'^.,  служптъ  векторъ 
ускорен1е,  приложенный  къ  той  же  точк*. 

54.  Выводъ  закона  Ньютона  наъ  завоновъ  Кеплера.  Въ  вид* 
приложвн1я  выше  полученныхъ'  результатовъ  р*шинъ  сгЬдуюоцю  задачу: 
точка  описываетъ  коническое  с*чен1е  съ  постоянною  сектор1альною  ско- 
ростью вокругъ  фокуса  ятого  с*чен1я;  опредф-тить  величину  и  направ.1ен1е 
ускорен1я. 


^уI,.е.^.^V.^-.ОО^IС 
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Подобно  тону,  какъ  это  было  ск^лйяо  въ  !;  48,  услов!' задачи  выра> 
хаются  равенствами: 

г=  ^-г-'' .  ;     гЧ'=А  (15) 

'{ам'Ьтииъ,  что  по  (4)  §  39  уравнению  траэктор!»  иожеиъ  дать  видъ 

г  -\-г,х  =  р.  (16) 

Изъ  (3)  того  же  §39  ижЬеыъ  такую  зависииость  между  декартовыми 
н  полярными  координатами: 

Поэтому 

г*  Ь'  =^ху'  —  ух' 

Дифференцируя  по  времени,  найдемъ 


Отсюда  выводимъ,  что  ускорен1в  с  пяра^тлельно  г,  т.  е.  направле- 
ние его,  какъ  прилокеннаго  вектора,  проходить  черезъ  начало  коор- 
яннатъ. 

Означимъ  величину  ускоре111я  черезъ  В,  тогда  можеиъ  написать 

Точн'Ёе  говоря,  мы  означили  череаъ  К  нроэкцш  ускорен!»  на  ось  |1 
шярныхъ  координатъ(§  39).  Знакъ  ^2  укажетъ  нанъ  направление  уско- 
рен1я;  цри  Д>0,  V  пойдетъ  отъ  фокуса,  при  Л<0,  Ь  будегь  направ- 
лено Еъ  фокусу. 

Дифференцируя  уравнеше  (16),  находинъ 


-еВ~-  (17) 

г 

6 
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Съ  другой  стороны  по  (14)  §  52: 

Е  =  г"~  гй'= 
Подставляя  сюда  ьзъ  (15)  и  (17),  получинъ 

В{г-\-ех)  =  ~-^, 
или  по  (16). 

в  —  ^-К- 

р     г- 

Такинъ  образонь  ОЕазыиается,  что  ускореа1в  направлено  къ  фокусу 
и  обратно  лропорц10вально  квадрату  разстояН1Я. 

55.  УсЕореи1е  точки  второго  в  выешвхъ  порядвовъ.  Составлла 
геометрическую  производную  отъ  ускорешя  точки  по  времени,  мы  по- 
лучимъ  векторъ  V,  называемый  ускорен1емъ  второго  порядка- 
Координаты  его  по  §  31  будутъ 

у  соя  (г  а;)  =  -^д  =  а:"';      VСо${'Vу)  =  у"'\      VСОв(Vв)  =  г". 

Продолжая  т&кинъ  образоиъ,  мы  моженъ  составить  выражен1я  для 
координатъ  ускорен1я  любого  п— таго  порядка:   »;  эти  координаты  будутъ: 

(«1        ,(>■)   ,        (?!с*  ('•+1)      (")        ,(")  .  ^■  +  ^)      (н)  (")  ,  (»+1) 

V  соз{VX)  ^        —^  ^  X        ;     V  со$\ьу)  =  у       ;      «соя(1;г)  =  г 

Подробнее  разсматривать  свойства  этихъ  векторовъ  мы  не  будемъ. 


1уСооз1е 


КвЕехатЕка  твердаго  х^да. 


Координаты  твердаго  тЪла.  Конечныя  уравнен1я  движен1я. 

56-  Твердое  гЪло.  ДвняЕев[е  прямое  я  обращенное.  Твердыяъ 
т^лонъ  въ  киненатичесЕонъ  сиысл^^  и.1и  неяэи'Ёняехою 
систеною  точекъ,  какъ  1ш  ухе  видели  (§38),  называется  трехн^])- 
ная  неизн^нная  среда,  эленеитонъ  коей  слуаитъ  точка. 

Подъ  двихешеыъ  твердаго  тЬла  въ  данной  сред^  разум'Ьется  после- 
довательное совпядеше  точекъ  т^ла  съ  раз.1ичиыыи  точками  среды.  Дви- 
хен1е  твердаго  1'Ьла  наиъ  известно,  если  ны  въ  состол111и  опред'Ё.тить 
лвихев1е  любой  его  точки.  Термины  „твердое  гЁло"  въ  винеи&тическонъ 
снысл^  и  цвеизм'Ёняенал  среда'— синонимы,  поэтому  вмЬсто  словъ:  дви- 
хев1е  твердаго  т^^ла  въ  данной  сред'Ё,  можно  сказать:  двиаЕен1е  одной 
неизменяемой  среды  въ  другой. 

Коли  движущаяся  среда  конечныхъ  разм^ронъ  и  слЬд.  ограничена 
некоторою  поверхностью,  то  мы,  все-таки,  буденъ  предполагать,  что  эта 
среда  ножетъ  быть  продолжена  н  за  свои  границы,  такъ  что  въ  любонъ 
и^ст!  мы  иовсемъ  найти  точку,  принадлежащую  взятому  твердому  тЬлу. 
И  такъ,  пусть  среда  А  движется  въ  сред*  В,  т.  е.  точки  а  среды  А 
совиадаютъ  последовательно  съ  различными  точками  Ъ  среды  В-  Но  тогда, 
съ  другой  стороны,  и  точки  Ь  среды  В  переходятъ  изъ  однехъ  точекъ  а 
въ  друпя,  т.  е.  среда  В  движется  въ  сред!  А.  Такимъ  обраэомъ  движе- 
ние неивненяеной  среды  носить  всегда  дбойствениый  характеръ; 
хогза  одна  среда  движется  въ  другой,  то  и  наоборотъ  другая  движется 
въ  первой.  Эти  два  движеы1Я,  вообще  говоря,  различны  между  собою,  и 
олно  изъ  вихъ  называется  прямым ъ,  а  другое  обращенным ъ. 
Какое  изъ  двухъ  лвижвн1й  считать  прянымъ,  какое  обращеннымъ,  завн- 
сить  вполне  отъ  нашего  услов1я.  Такъ,  станемъ  разснатривать  две  ненз- 
и'Ёняемыхъ  среды,  частями  которыхъ  служатъ  съ  одной  стороны  объвнъ 


о  у  ||^е.^ 
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луны,  а  съ  другой  объенъ  зеили;  тогда,  если  двикев1е  лунной  среды  въ 
сред'Ь  неизы^Ьнно  связанной  съ  зеилею,  приненъ  ва  пряное,  то  обращен- 
ныкъ  лвижея1енъ,  неизбежно  сопровождающиыъ  первое,  будетъ  дввженхе 
земной  среды  въ  лунной. 

57.  Координаты  твердаго  т1Ьла.  Эйлеровы  углы  Креяде  всего 
займемся  Боординатани  твердаго  1'^а,  т.  е.  величинами,  опред'Ьляющини 
положен1е  одной  неизн'Ьпяеной  среды  въ  другой. 


Вообразинъ  (Фиг.  39)  въ  данной  движущейся  сред*  X  систему  пря- 
«оутольныхъ  декартовыхъ  координатннхъ  плоскостей  А5Г2,  неизменно 
съ  атимъ  движущийся  г&ломъ  связанную,  т.  е.  твЕсую,  что  разстоян1я 
вслЕОЙ  точки  этихъ  плоскостей  отъ  любой  точки  тЬла  неизм'Ъняются  съ 
течен1емъ  времени.  Тогда  точки  твердаго  гЬла  будутъ  отличаться  одна 
отъ  другой  своими  координатами  Е,  I],  ч  по  отиошешю  во  взятой  систен'Ь; 
ири  томъ  координаты  эти  постоянны  во  времени.  Дал^е,  точки  той 
среды  >5,  въ  которой  происходить  движете,  отнесенъ  также  къ  систеы'Ь 
декартовыхъ  координатъ  ОХ 'У  2,  неизи^Ьнно  связанной  съ  этою  средою 
Й.  Положен1е  твердаго  гЬла  2  въ  сред*  5  намъ  будетъ  известно,  ести 
мы  сможемъ  указать  положете  любой  точки  его  (1(Е,  I],  С)  или  (§  39)  ту 
точку  т  (х,  у,  г)  среды  5,  съ  которою  точка  ;!  совпадаетъ 

Другими  словами,  надо  найти  зависимость  между  координатами 
€,  )],  С  и  X,  у,  г  одной  а  той  же  точки  по  отношен1ю  къ  двуиъ  различ- 
нымъ  системаиъ  осей.  Въ  аналитической  геометрш  такая  задача  р'Ёшается 
съ  помощью  огЁдующихъ  формулъ  преобразован1я,  служащихъ  для  пере- 
хода отъ  системы  А2Г2  къ  новой  систем!)  0ХУ2: 

У  =  »^^-е^,^-^^)I,  +  СV,;  (1) 

0,д,1|гес1оуСо0^1е- 
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Зд-Ьсь  х^,  Уд,  2д  координаты  относительно  О  X  Х2  начала  А   осей 

А  =  Г2,    а  1д; V,    когянусы    угловъ  однЪхъ   осей  съ  другими  но  ииже- 

сл-Ьдующей  схем* 


1.    I    И,    I    V,    I 


I 


Систему  АНГ2  арннато  называть  для  краткости  подвижною  или 
относительною,  а  систему  ОХУ^— неподвижною  или  абсо- 
лютною; точно  также  среду,  соединенную  съ  осями  АЕГ2,  называютъ 
подвижною,  а  среду  съ  осями  0ХУ2  неподвижною. 

Три  равенства  (1)  могутъ  быть  выведены  непосредственно  иэъ  того 
(ообрахешл,  что  (Фиг.  39)  рад1усъ  векторъ  От  иди  Оц  лредставллетъ 
собою  геометрическую  сумму  векторовъ  ОЛ  и  Ат.  Возьиенъ  проэкцш  на 
ОХ;  тогда 

От  соз  ( От.  х)  =  О  А  соз  ( О  А,  х)  +  Ат  сов  (Ат,  х). 


Отсо8{0т,  х)  =  х\     ОАсо8(ОА,  х)  =  х^, 

Атсо8{Ат,  х)^=  Атсоз^Ат,  ^Ж-\-  Атсо$(Ат,  ч)  (1,  -|- 

-]-  Атео8{Ат,  С)V^  =  ёИ^  +  Ч!*!  +  ^^1- 

Подставхая,  и  получамъ  первую  формулу  ивъ  (1).  Взявши  проэБ[[1И 
на  друпя  оси,  найденъ  и  остальныя. 

Всл'Ьдств1е  ортогональности  об^ихъ  системъ  координатъ  кежду  ко- 
<внусани  1,...у,  стществуютъ  шесть  такихъ  зависимостей: 

М+1*,'+11-'=1;    V,1.+V,X^^-V,1.  =  0;  (2) 


1уСооз1е 


86  КООРДИНАТЫ   ТВЕРДАГО   Т«ЛА.  ГЛ.    III    §    67. 

Эти  равенства  могутъ  быть  зам1|нены  другими  шестью,  ямъ  равно- 
сильныни: 

1.^-|-}«,=  +  ^  =  1;    1,^.^-|Ц)^.^-^V,  =  0; 

^+1^»Ч-У=1;    >.*«  +  1А.11-  +  ^.у,  =  0;  (3> 

)1.'  +  И.=  +  ^-1;     1.)^»+Ц.^1,  +  V.V,  =  0. 

Векторъ  Ат  (Фиг.  39)  моженъ  разсыатривать  какъ  геометрвческую 
разность  рад1усовъ  векторовъ  От  и  ОА.  Взявши  про»ЕЦ1и  на  оси  АЕТ2, 
найденъ  формулы,  обратный  (1) 

5  =  (ат  —  х^)  К-]г(у  —  !/л)  *»  +  («  —  г^)  1,  ; 

1)  =  (Ж  — Т^)  11,-1- (у  — у^)»1,  ■[-(«  — Л^)(1,;  (4> 

!;  =  (х  —  а;^)  V. -Ь  (у  ~  у^)  V, -{- (я  -  *^)  V, . 

Вырахен1я  (1)  показываютъ,  что  т>ложен1е  твердаго  т'Ьла  опред'Ё- 
ляется  дв'Ёнадцатью  величинани:  тремя  координатами  x^^,  у^,  е^  и  де- 
вятью косинусами.  Но  между  этими  косинусами  существуютъ  шесть  зави- 
симостей (2)  или  (3).  сгбд.  неэависиныхъ  координатъ  твердаго  тклл 
всего  шесть.  За  так1я  координаты  можемъ  принять  х^,  у^,  я^  и  любые 
три  косинуса,  только  не  входя1Ц1е  одновременно  въ  какое  либо  нзъ 
соотношен1й  (2)  или  (3). 

Воэьменъ  нослЪдн1я  два  изъ  выражен1Й  (2): 

и  иск-тючинъ  изъ  нихъ  сначала  1„  нотомъ    1„;  тогда  придемъ  къ  равен- 
ству такихъ  отношешй: 


А'+V+:^.' 


1/{1Ц  V,  —  Ц,  У^  ,г  4-  ()1,  V^  -  ^[^  V,)*  +  ((1,  V,  —  II,  V.)* 

Но  по  известному  соот[1ошен1ю  Эйлера: 

(Щ  V,  -  )1,  V,  |>  -1-  (Ц,  V,  —  )!,  V,)*  -\-  ((1,  V,  —  (1, 1^)*  = 
=  (II.' +  )Ч' +  »».=)  ( V  +  V,»  +  У,»)  -  (^1,  V,  +  )»,  V, -^- }1.  У.)г  ; 

^уI,.е^с^V.^100^Iе 
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сл{1Д.  ПО  (2)  находннъ 


^^ан'Ётииъ,  что  ыы  всегда  йудемъ  предполагать  подвижную  и  непо-  , 
движиую  системы  осей  соответственными,  т.  е.  такими,  что  при 
совпаденш  4Е  съ  ОХ,  АГ  еъ  ОУ  и  оси  А2  и  02  совпадаютъ  своими 
положительными  направдеИ1ями.  Въ  такомъ  случа'Ё  возможны  с.гЬдующ1я 
;шачешя  восинусовъ:  1а^ц,,^у,  =  1;  ^^^  =  ^1,  =  ^I^  =  X,  =  ^^^  =  V„^=0,  и 
|^1^д.  нзъ  двухъ  знаБОвъ  при  едипиц!  мы  должны  выбрать  плюсъ.  Такимъ 
и  подобныиъ  образомъ  приходишь  къ  равенствамъ,  которыми  нанъ  при- 
лется  впосл'Ёдствш  пользоваться: 

1,  =  11,4,  —  ]1,Уу',       \  =  Р;'*г  —  Р-г"*-',    .    ■    • 

(5) 
;     ^,  =  1,щ  — 1^}!^. 

Типичнымъ  изъ  этихъ  выражен1й  можно  считать  первое  Хх  =  ц,  V,  — 
—  р;,^,;  веб  остальныя  ио.1учаются  съ  помощью  круговой  подстановки 
|'>уквъ  X,  (1,  V  и  значковъ  X,  у,  е. 


Внйсто  трехъ  изъ  косинусовъ  1^ . . .  ч,  за  ыезависимыя  координаты 
твердаго  т^ла  обыкновенно  берутъ  три  угла,  носищихъ  назваше  у  г  л  о  в  ъ 
-Эйлера.  Построимъ  (фиг.  40)  изъ  начала  А  подвижныхъ  осей  систему 
-^Х]У12'1,  параллельную  неподвижной  0ХУ2^  Тогда,  очевидно,  положе- 
Н1е  осей  Г52  относительно  ХхХу^^х  определится  съ  помощью  угловъ  ф,  (р 
к  6:  ф— двугранный  уголъ  между  плоскостями  ^1X1  и  Х^Т-;  ^ — уголъ 
яехду  осями  Л^х  и  А2;  6— двугранный  уголъ  между  плоскостями  2^  и 
2Н.  Уголъ '{'  считается  вовругъ  оси  Л21,  уголъ  (р— вокругъ  оси  ^4^  пер* 
пендикулярной  къ  плоскости  ^хЪ;  уголъ  в — вокругъ  оси  А2,  Направлвн1е, 
въ  которомъ  углы  возрастаютъ,  указано  на  чертеже  стрелкою.  Общее 
правило   для  011ред'6лен1я  этого   направлен1Я    такое:   пусть    наблюдатель 


0|д|1|гес1 
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стоитъ  до  соответственной  оси,  причемъ  ось  идетъ  отъ  ногъ  къ  голове;, 
тогда  для  него,  при  увеличев1и  угла,  соотв'Ьтствевная  плоскость  или  пря- 
ная кажутся  перемещающимися  по  часовой  стр'!ЁЛБ1^.  Уголъ  ^  иазывают1> 
иногда  прецесс1онны1(ъ  углоиъ,  а  уголъ  «р— нутац1оня  ынъ. 

Зависиность  косинусовъ  Х^...-*,  отъ  новыхъ  координатъ  ножно  уста- 
новить сл^дующинъ  обраэоиъ.  Повернемъ  оси  ^х^1У^1  около  ^2]  въ  по- 
ложительноыъ  направлении  на  уголъ  ^■,  тогда  приведемъ  систему  въ  ло- 
лохеи1е  ^1ХгУг.  При  этоиъ,  очевидно,  АУг  совпадетъ  съ  АХ",  а  ДХ; 
ляжетъ  въ  плоскость  2]2,.  Тогда  новертываенъ  оси  ^1X3^2  около  А1'2 
на  уголъ  (р  въ  положительнонъ  иаправлен1и;  система  придетъ  въ  поло- 
жеше  ХХзГ^г  я  ось  АХз  совпадетъ  съ  плоскостью  5Г.  Наконецъ  поворотъ 
около  А2  на  уголъ  Ь  въ  положительнонъ  направле[11и  совм'^^стнтъ  оси 
ХХцГг  съ  осями  25Г, 

Пусть  координаты  какой  либо  точки  относительно 

системы  ОХУ 2  будутъ  х,    у,    е 

АХхУх^х     хи  уи  г, 

ЛХзГг^!    ■  хг.  Уг,  'г 

АХзУзТ,      Хз,  уз'  Н 

^^  А  Н  Г  2        5,    ч,    С. 

Тогда  между  координатами  х,  у,  е  и  хг.уг,  «1  им^Беаъ  зависимость; 

х  —  Х/^-^-х^:    у  =  у^,•\■у\\    г  =  г^-'\г^1-  (6) 


'Г^ 


Для  перехода  отъ  х\,  ух,  е\   къ    Х2,  У1,  ^2  иы   должны  повернуть 
систему  осей  около  А21  на  уголъ  ф;  ст^д.  координата  я  не  изменится: 


а  И9ъ  Фнг.  41  ясно,  что 


3^1  — я:1С0вф  — уг«»Ф; 
У1  =  3^3  51»  ф  +  У:  сое  ф  . 


1уСооз1е 
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Подобнынъ  образонъ 

и  наконецъ 

хз  =  ^еозЬ  —  г,  81П  в ; 

Уз  =  Е  81»  Ь-\'Т^сояЬ; 

^3  =  ^- 

Эти  выраЕен1а  подставинъ  посл'1Ёдовательыо  во  вс^  предыдущ1я  до  (6) 
я  полученные  результаты  сравнинъ  съ  (1).  Тогдя  приденъ  къ  такижъ 
форнуланъ  для  косинусовъ: 

А,  =  —  згпЬ  агп^  -\-  со$Ь  сов  '^  ст<^  \ 

>,  =  81»  в  сов  ф  -|-  ЙОЛ  6  81»  ф  С08  9 ; 

1,  =^  —  «гп  <р  С08  О ; 

111  =  —  Й08  в  8(я  ф  —  яги  Ь  соз  >^  сов  1^ : 

щ=  еоа  (I  соя  ф  —  зт  в  им  ф  со5  !р ;  (7) 

(|,=  8Ш1р8т9; 

^1  =  81»  (р  пм  ф 

V^  =  вгп  (р  81»  ф 


Зйи'бтииъ,  1Т0  нанбол'Ъе  просто  выражаются  косинусы,  содержащ1е 
букву  V  или  значекъ  г. 

11редыдущ1я  формулы  ыояено  получить  и  непосредственно  съ  понощью 
сферической  тригоионетр1и,  если  обратимъ  ввиная1е  на  то,  что  плоскости 
Э"  и  Х1Т1  наклонены  другъ  къ  другу  нодъ  углонъ  !р,  а  пряная  ЛЛ'обра- 
зуетъ  углы:  в  съ  АГ  и  Ф  съ  ЛТ1. 

58.  Д>вжеи[е  поступательное.  Если  твердое  т'бло  движется,  то 
хотя  одна  изъ  шести  координатъ  его: 
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изи^няетсд  съ  течен1еиъ  вренени.  Тогда  равенства  (1)  служатъ,  при  €,  т],  ' 
цостоянныхъ,  ураваешаыи    прямого    движешя,    т.  е.   двигешя  любой  * 
точки    (Е,  г,,  С)    въ  сред'Ё  1^^    равенства  же  (4)  при  х,  у,  г  аостоянвыхъ, 
будутъ    уравнешяий    движенк    обращениаго,    т.  е.  двнжетя    любой 
точки  (х,  у,  й)  въ  сред*  2, 

Разсмотримъ  сначала  тотъ  случай  движешя  твердаго  т%ла,  когда  три 
Эйлеровыхъ  угла  не  изменяются;  пусть 

?  ^  С(т8^ ;     ф  ^  сопзЦ    Ч  =  соп8^.; 

Взъ  (1)  видно,  что  тогда  уравнен1я  движен1я  любой  точки  т  т'Ьла 
будутъ: 

гд*  С1,  С} ,  Сз  ПОСТОЯННЫЙ.  Для  другой  точки  т,  ткла  иы  им'&ли  бы 

г,=лсО+с,';    ^^^=^2(^)■}-с^'■,   е,=ии)-\-Сз- 

гд'Ь  С1,С2,С%   постоянныя,  веб,  вообще  говоря,  отличныя  отъ  прежнихъ. 

Вычитал  соотвЁтствевпо  полученныя  уравнена,  найдемъ: 

XI  —  х^С1  — Су;    у1  —  у^Сг — Сг'-,    я^  —  е^  0%  — Св; 

т.  е.  врякая,  соединяющая  любыя  дв^  точки  т^ла  т  и  Ш! ,  во  все  время 
движен1л  остается  параллельною  своему  первоначальному  направлению. 

Такого  рода  движение  носить  назваше  постулате  л  ьнаг  о. 

Траэктор1н  веЁхъ  точекъ  тЬла  тождественны  между  собою,  поэтому 
при  изучен1н  поступательнаго  движен1я  тЪла  можно  ограничиться  разсмо- 
тр'Ьн1енъ  движен1я  одной  какой  либо  точки  его. 

НаправленЕе  осей    А2Г2  въ  т4л*  выберенъ  такъ,  чтобы 

тогда  \=^^  =  ->,=  \ ,  а  проч1е  косинусы  нули.  Въ  тавомъ  случае  ра- 
венства (4)  намъ  даготъ,  при  Гх,  А,  Т%  постоянныхъ; 

Ясно,  что  обращенное  движен1е  также  поступательное.  Траавторхи 
обращениаго  движен1я  тождественны  съ  траэктор1яни  прямого,  только 
описываются  движущимися  точками  въ  нротнвуположнонъ  направлети. 
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59.  Вра1цев1в  гЬла  около  нвподввжной  топсв.  Двв8сея1е  парал- 
лельно плоекоетв.  Полохимъ  теперь,  что 

х^  =  сопз^.;     у^  =  сопзЬ.\     х^  =  сопз1 

«р  =в(0;     +=?(«);     »=тСО. 

Тогда  точка  А  остается  въ  аокоЪ,  и  движен1е  такого  рода  назы- 
вается вра1цен1ежъ  т^^ла  1  около  неподвижной  точки  или  неподвиж- 
наго  полюса  Л-  Очевидно,  обращенное  движен1е  будетъ  также  вра1цен1еиъ 
тЬла  5  около  неподвижной  точки  Л. 

Изъ  точки  А  кавъ  центра  произвольнымъ  рал'усоыъ  въ  о&Ёихъ  сре- 
дахъ  построннъ  по  сфер*;  сферу  въ  2  назовеиъ  а,  а  сферу  въ  8  назо- 
вехъ  8.  Лсно,  что  въ  рааснатриваенонъ  случа'Ё  сфера  а  будетъ  двигаться 
по  сфер*  5.  Тра9Етор]я  любой  точки  т  т*ла  кривая  сферическая.  Если 
пряная,  соеднняющая  А  съ  разсыатриваеиою  точкою  т,  встр*чаетъ  сферу 
9  въ  точк*  р.,   то  тразктор1я  т  подобна  трактор1и   точк*-  (1;    при  чеиъ 

центромъ  нодоб1я  служить  точка  А,  а  нодулеиъ  подоб1я  — отвошен1е  -;-  ■ 

Поэтоиу  при  разснотр*Н1и  вр8щен1я  твердаго  т*ла  мы  ножеиъ  ограни- 
ЧЕТка  нзучен1еиъ  движен1я  сферы  з  по  сфер*  а  или,  какъ  говорятъ, 
.1вижен1я  сферической  фигуры  ло  сфер*. 


Когда  неподвижная  точка  А  уходитъ  на  безконечность,  тогда  сеией- 
ство  концентрическихъ  сферъ  о,  а  также  и  8,  обращается  въ  сенейство 
иараллельныхъ  плоскостей,  в  ны  ии^емъ  такъ  называеиое  движеше  т*ла 
параллельно  плоскости.  Бъ  этоиъ  случа*  движен1Я  точекъ,  лежа- 
Щйхъ  на  перпендикуляр*  къ  сеиейству  параллельныхъ  плоскостей,  тож- 
.гественвы  между  собою.  Вс*  тра9ктор!и  лежатъ  въ  вараллельныхъ  плос- 
костяхъ,  в  можно  ограничиться  разсвотр*шевъ  движешя  одной  какой 
либо  подвижной  плоскости  по  соотБ*тственЕой  неподвижной.  Поатоху 
иначе  такое  движеше  называется  движешеиъ  плоской  фигуры  въ  вн 
плоскости.  Очевидно,  обращенное  движен1е  обладаетъ  т*ин  же  свой- 
1'тваин. 

Уравнен1я  дБижен1я  т*ла  прииутъ  для  разсватриваеиаго  случая 
вндъ,   отличный  отъ  уравнен1й   вращательнаго  движен1я.    Пусть  за  плос- 
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вость  ХОУ  взята  наки  одна  изъ  плоскостей,  параллельно  которынъ  оро- 
искодить  дви»ен1е.  Соответственную  подважную  плоскость  приненъ  за 
Л=Г.  Тогда  А2  и  02  будутъ  всегда  параллельны.  Положение  осей  АНГ 
въ  плоскости  ХОТ  вполн'Ь  определится  координатами  х^,у^  нача.1а  и 
углоиъ  О  оси  АЕ  съ  ОХ  (,Фяг.  42).  Координаты  х,  у  съ  ^,  Т[  связаны  та- 
киин  уравнев1яни: 


я;  =  ж_,  +  2 С08 в  -  ^^8'т Ч; 

у  '=  У^'\-^«^пЬ-\-^^  €08  Ь. 


(8) 


Движен1е  фигуры  вполне  определено,  если  наиъ  даны 

Тогда  предыдупця  уравнен1а  представляютъ  собою  уравнен1Я  движе- 
Н1Я  любой  точки  фигуры;  а,  чтобы  получить  уравнен1Я  движев1я  какой 
либо  точки  тела,  лежащей  вне  плоскости  ХОТ,  надо  къ  предыдущикъ 
уравнен1янъ  прибавить  лишь  следующее: 


60.  Кардановеюе  двизБен1е  правое  ■  обращенное.  Въ  виде  ори- 
нера  разсмотрииъ  такое  движен1е  олосвой  фугуры,  когда  две  точки  ен 
перемещаются  по  двунъ  взаимно  перпендикулярнымъ  прямыиъ.  Приненъ 
эти  прлыыя  за  ОХ  и  ОТ  (Фиг.  43).  Пусть  точка  ^1(2^1^1)  движется  по 
ОХ,  а  точка  ^^(хгу:)  по  ОТ.  Неизменное  рвястоян1е  между  точками 
Л/1  и  Мг  иазовенъ  2  Л;  удален1е  точки  Мг  отъ  начала  координатъ  не 
ножетъ  превышать   2  Я;  след.  мы  иожеиъ  положить 


х,  =  2Яео8С;    !л  =  0; 
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гд'Ь  ^=^({1)  произведшая  функфя  времени.  Такъ  какъ 

X*  +  у1  =  4Л'. 

то  за  уравнен1д  движешя  точки  М^  береиъ 

^2  =  0,у1  —  2Вз1п{. 

За  начало  А  подвижныхъ  осей  выбираенъ  середину  отрезка  Ж]  Мг ; 
въ  таконъ  случа'Ь 

^:^  ^=  Есоя(;     у^  =  1{8Ы(. 
Если   А=  иааравинъ  по  АМ^,  то 

е  =  2п  —  ^  ЗГг  ЛГ1 0  =  2к  —  агсй;  (й;  О  —  211  — /■. 
Уравнешя  (8)  принутъ  тогда  видъ: 

а:  =  (7(  4-  5)  соз/"  +  г,  вт  /"; 

у  =  (Л  —  %)8'т(  -\--^со8(; 
Есдн  исБлючиыъ  /,  то  найдеиъ  уравнен!е  тра81П'ор1и: 

Это  кривая  втораго  порядка: 

Иэъ  очевндваго  равенства: 

4Л«  ч'  -  [ч*  +  (Е  —  ВП  [Ч'  +  (2  +  Л)»]  =ж  -  [Е»  +  ч*  -  дг]  г, 

»ак.1ючае11ъ,  что  травБтор1ей  служить  эллипсъ.  Для  точекъ,  лежащихъ  на 
кругЬ: 

проходящеиъ  чрезъ  Му ,  Мг  и  О,    эллипсъ   превращается  въ  дв'Ё  совпа- 
даюпия  пряныя: 

Урявненю  (9)  при  Е,  ))  постояниыхъ  даетъ  траэвторгю  пряного  дви- 
жешя;   при   X,  у  постоянныхъ    оно   становится    уравнешеиъ    тра9КТор1и 


^.^С0О^1с 
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движенЗя  обращеннаго:  получается  кривая  четвертаго  порядка,  называемая 
улиткой  Паскаля. 

Ми  убедимся,  однако,  не  изъ  уравнен1я  (9),  а  ив-ь  разсмотр^шя 
геоыетрическихъ  особенностей  обращеннаго  движения,  что  действительно 
кривая  (9)  будетъ  улиткой  Паскаля. 


Въ  обращеннонъ  даижен1н  (Фиг.  44)  стороны  пряного  угла  ХОУ 
всегда  проходятъ  череэъ  дв*  неподвижныя  точ1ш  М^  и  М,.  Вершина 
пряжого  угла  О  описываетъ  окружность,  д1а11е^мъ  коей  служить  Мг  М^. 
Возьиеиъ  какую  либо  точку  Р  на  сторон4  угла.  Пусть  М\'Р=^\  ОР=а: 
^  Л/":  Л^!  Р=у;  тогда,  очевидно,  уравнеше  траэкторш  Р  будетъ: 

а  ято  и  есть  уравнение  улитки  Паскаля.  Возьмемъ  теперь  точку  ^,  ле- 
жащую гд4  либо  не  на  сторонахъ  угла  ХОТ;  проведемъ  прямую  ^0^^^ 
и  Д1аметръ  ;1111г-  Уголъ  Р0^  постояненъ,  сл4д.  и  длины  дугъ  Л/']!!!  и 
М1112  постоянны,  а  потону  точки  Ц1  и  }!;  нолодвижны.  Такинъ  образоиъ 
мы  вернулись  къ  уже  разснотрЪннону  случаю  точки  Р  и  йтЬл-  уб1^- 
даенся,  что  траэктор1я  любой  точки  ^  будетъ  улитка  Паскаля. 

Разснотр'Ьнное  нани  прямое  движеН1е  ин-Ёеть  приложен1е-въ  приборе, 
называеионъ  эллиптическинъ  циркулемъ,  а  обращенное  послужило  основ- 
ною ндеею  аппарата  Леонардо  да  Винчи  для  вычерчивания  оваловъ. 

в1.  Центръ  н  ось  вонечнаго  вра1цен1я.  Разснотринъ  два  поло- 
жен1я  плоской  фигуры  въ  ел  плоскости  1  и  II  (Фиг.  45).  Предполагается, 
что  фигура  ножетъ  перейти  изъ  одного  положен1я  въ  другое,  не  выходя 
изъ  плоскости.  ОпсЬтинъ  въ  двухъ  положеи1Яхъ  соотв^тственныя  точки 
а,  «1 ;  <»,  &1 ;  с,  С| .  Опред'Ьлимъ  точку  К,  отстоящую  на  равныхъ  разстоя- 
Н1якъ  отъ  а  и  «1,  {>  и  Ь^:  Ка  =  Ка1,  КЬ  =  КЬ1. 

Тогда  изъ  равенства  треугольниковъ  легко  убедиться,  что 

Ке  =  Кс1    и     ^аКа1=  ^ЬКЬх^  ^сКс1. 
"-  ^уI,.е.^с^V.^10■о^Iе 
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Теперь  ясно,  что,  если  фигуру  I  повернуть  около  К  на  уголъ  аКа\, 
то  она  в(гЬни  свошгн  точками  совладеть  съ  фигурою  П.  Точка  К  назы- 
вается центронъ  конечнаго  пра1цен1я.  Цептръ  К  уходнтъ  на 
безконечяость  лишь  въ  тонъ  случае,  когда  ол!  и  ЬЬ^  равны  и  параллельны; 
тогда  фигура  изъ  аолохен1Л  I  въ  иоложен1е  II  иереводится  поступатель- 
нынъ  двихен1енъ. 


Л 


Изъ  этихъ  зленевтарвыхъ  соображешй  вытекаетъ,  что  всякое  дви- 
жен1е  плоской  фигуры  въ  ея  плоскости,  за  исключен1енъ  поступате.1Ьнаго, 
можно  представить  себФ  какь  сплошной  рядъ  поворотовъ  на  безконечно 
палые  углы  вокругъ  центровъ,  соотв'Ьтствующихъ  двуыъ  безконечно  б,1из- 
кхмъ  полохен1Я)|ъ  фигуры. 

Сказанное  нани  легко  распространить  и  на  случай  движен1я  сфери- 
ческой фигуры  по  сфер^.  Повторинъ  предыдупия  построев1я,  заагЪнивъ 
лишь  пряныя  лвнш  дугани  большихъ  круговъ.  Тогда  уб1Ьдинсн,  что  на 
с<()ер^  всегда  суш,есгвуютъ  д  в  '6  точки  Кх  и  К1,  для  которыхъ 
К^а^Кхах;  К^а^Кга!',  К1Ь  =  К1Ъ1  и  т.  д.  Эти  дв4  точки  лежатъ  на 
ионпдхъ  Д1анетра  сферы  КхАК^-  Крои'б  того  сферически  или  двугранный 
уголъ  а^1^за1  ^  ЬКхК^Ьх  =  сКхКгСу.  Оставивъ  точки  К^  и  Кг  непод- 
В1ЩНЫИВ,  поверненъ  сферу  в  на  общую  величину  двугранныхъ  угловъ, 
тогда  ъсЪ  точки  фигуры  I  совы'бстятся  съ  соотв'Ётствевныни  точкаии  фи- 
гуры и,  а  сл'Ьд.  и  т'Ьло  изъ  пол&жея1я  1  переведется  въ  положен1е  П 
поворотонъ  на  тотъ  же  уголъ  около  оси  КхАКг.  Ось  эта  называется 
осью  конечнаго  вращен1Я. 

Отсюда  выводимъ,  что  всякое  вращен1е  твердаго  т4ла  можно  раз- 
снатривать,  какъ  сплошной  рядъ  поворотовъ  на  безконечно  малые  углы 
около  осей,  соотвЪтствующихъ  двумъ  снежныиъ  положев1ямъ  т^ла. 

Къ  вышеприведеннынъ  заключенйяиъ  впосл'Ёдств1и  придемъ  иныиъ 
путеиъ. 

62.  Об1ц1й  случай  двнжеи1я  твердаго  т'11ла.  Перейдемъ  теперь  въ 
общежу  случаю  двивен1я   твердаго    гЬла,    когда    вс4    шесть  координатъ 


=.^с^^^^ОО^I 
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меняются  сь  вреыевенъ: 

*^  =  Л(');    »^=Л(0;    «^  =  /3(0; 
'(■=Л(');    '^=А(«;    е=/в(0- 

Построимъ  оси  АХ1У121,  И111^ЮЩ1Я  съ  подвижными  общее  начало 
А  и  оараллельныя  неподвижыынъ.  Кр01г6  средъ  2  и  |5'  представииъ  се&к 
еще  пронежуточеую  среду  @,  неиЯ1гЬнно  связанную  съ  этими  осями.  1ш- 
ординаты  какой  либо  точки  относительно  новыхъ  осей  озвачинъ  Х1,  р^,  «]. 
Тогда  им*емъ  сл*дующ1Я  равенства — съ  одной  стороны; 

х  =  х^-\-Х1;    у  =  у^  +  з/1;    г  =  г^-]-г^; 

а  съ  другой  стороны: 

У1  =  5^»  +  П»Ч  +  ^^»: 

Мы  видинъ,  что  среда  I)  вращается  въ  сред^  ®  около  точки  А,  а 
среда  ©  движется  въ  сред*  8  поступательно:  вс4  точки  ея  перемещаются 
такъ,  какъ  полюсъ  А.  Такой  способъ  разсиотр^Ьшя  двнжен1я  тЪла  Ъ  на- 
зывается раадожен1емъ  движен1я.  Зд'^Ьсь  мы  разложили  движен1е  ^ 
на  поступательную  часть— движен1е  среды  <Ё8ъ  1$и  вращатель- 
н  у  го — двнжен1е  21  въ  2. 

Подобное  разложеи1е  иохетъ  быть  сделано  безчисленнынъ  множе- 
ствомъ  способовъ:  за  полюсъ  А  можно  взять  любую  точку  т^ла  ^.  За1ГЁ- 
тииъ,  что  отъ  переи'Ёны  полюса,  вообще  говоря,  изменится  поступательная 
часть  двихен1я,  т.  е.  движение  среды  @  въ  8;  но  вращение  X  въ  @,  ха- 
рактеризуемое фунЕЩЯМи:  (р=/',(Л;  ■{.  =  Д(();  в  =  /в(0.  ОТЪ  ТОГО,  какая 
точка  взята  за  полюсъ,  отнюдь  не  зависитъ. 

Въ  этонъ  можно  убедиться  и  аналитически.  Ириложииъ  уравнен1я 
(1)  къ  какой  либо  точки  В  тйла  2;  тогда 

^в  =  ^л  +  К'^^'-^ЧвV■^'^'^в''''^ 
гЕ  =  ^л-\-^в^'  -^Чв^^'  ■\-'^в"''  ■ 


йауСооз!^ 
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Вьптенъ  эти  равенства  нвъ  (1): 

Введеиъ  новыя  подвижныя  оси  6Н,Г,21,  параллельныя  прежнииъ 
АБГ2;  тогда 

а  сжЪж.  11редыду1Ц1я'ураввев1я  дажпъ: 

«  =  ^в  +  -1*.  +  111»*  +  м-».: 
что  по  сравнен1Б  съ  (1)  и  доказываетъ  высказанное  11одожен]е. 


1уСооз1е 


Скорости  точеиъ  твердаго  тЬ;». 

68.  Скороетж  для  дв|пкен1я  поет/пятельнаго.  Дифференцируя  но 
вреневи  уравнен1я  движен1д  (I)  §  57  въ  тои-ь  аредполохенш,  что  тЬжо 
движется  поступательно,  найденъ 

з''  =  x^,' ;  у'  =  у^' ;  е'  =  е^' ;  (1) 

таиъ  накъ  всЬ  косинусы  величины  постоянный.  Отсюда  ааключаеиъ.  что 
В1  дввжеши  поступательнонъ  скорости  всЬхъ  точекъ  тФдв  ге<ь 
иетричесЕи  равны  между  собою. 

64.  Скороетв  для  двнжен1я  вращательнаго.  Нгиовеиная  угловая 
скорость.  Кгвовеввая  ось.  Положинъ  теперь,  что  т^ло  вращается  около 
неподвижнаго  полюса  А;  въ  тавомъ  случа'6  дифференцироваше  выраже- 
Н1Й  (1)  §  57  дастъ: 

у  =  5V  +  ^,^ч'  +  ^:V;  (2) 

Введенъ  в1гЬсто  координатъ  ^,  ц,  С  координаты  х,  у,  я  съ  ноиощью 
равенствъ  (4)  §  57;  тогда  найдемъ 


х=Ых  —  х^")  +  Й!  (у  -  у^)  -\-Я(м  —  в^) 
у  =  Щх  —  х;>-\-М(у~  у^  -Ь  Р,(*  -  е^ 

г'  =  и^  -  ^л^  +  Р  (у  -  уЛ-  ^■(»  -  *^» 

^уI,.е.^с^V.^100^IС 


(3) 
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и* 

X  =  «,»,' 4- м^' +  '•».' 

Р,-^.^,^+I^,I^,^  +  ^■.1;■,  (4) 

в  — <.!.'  + 1'.:^Ч-*.»»' 

Й-^.У  +  М!.' +  »,».' 
л—  1,),Ч-|1.|1,'  +  Ч.»,' 

*!  =  1, 1.' +  М».' +  »,  V 

Если   ирипокникъ  соотношешя  ('6)  §  57,   то,    дифференцируя   ихъ, 
убЪдиисл,  что 

^  =  0;  М=0;  У=0; 
Р+Р,=0;  «+«1-0;  Л  +  Л,-0. 

Такннъ  образоиъ  вн^то  (1)  полувннъ  окончательно  таия  форнулы 
Эйлера: 

:г'=«(»-«,)-В(!,-»^)  = 


.Л(г-«^  — Р(»  — »^)  = 


«'-Р(!,-у^1-«(1 


-1.)- 


« 

В 

»-»< 

М »д 

л 

Р 

»-«д 

х~х^ 

р 

е 

г — х^ 

»-*! 

(5) 


Ес1и  эти  формулы  перепишеиъ  въ  видЬ: 

у'— Р1«^  — »)  -  Л(г,  -  »); 
»'  =  «(*4  — I)— РГк^  — у); 


),ОсЙ5§1е 
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н  сравнинъ  тогда  съ  (17)  §  11,  то  увндинъ,  что  скорость  какой  двбо 
точки  {х,  у,  »)  т^ха,  представляете  собою  ионентъ  вектора  съ  координа- 
тами Р,  ^,  В,  приложеннаго  нъ  точк4  (ж^,  у^,  я^,  вокругъ  этой  самой 
точки  {х,  у,  г). 

Векторъ  й,  воордвнатани  котораго  ссужать  Р,  ^,  К,  по  своннъ  нвн^)- 
рен1анъ,  вакъ  нетрудно  внд'Ьть  изъ  (4),  сравнинъ  съ 

1 
един.  врен. 

сд^д.  однороденъ  съ  угловою  скоростью  (§  47).  Поэтому  онъ  называется 
мгЕОвенною  угловою  скоростью.  Эпитетъ  „нгновенвая"  от1гЬ- 
чаетъ,  что  названный  векторъ  характеризуетъ  распред{>лен1е  скоростей 
по  точнамъ  вращающегося  твердаго  т4ла  лишь  для  одного  взятаго 
ноиевта.  Для  другого  какого  либо  момента  векторъ  &,  вообще  говоря,  иан'^- 
нвтся  и  00  величине,  и  по  направлен1ю. 

Основан1емъ^  приложеннаго  вектора  С  служить  пряная,  проходящая 
черезъ  неподвижный  полюсъ  Л: 

"        -'—.'±-  (6) 

И 

Ви^Ёстб  съ  т^иъ  эта  же  прямая  представляетъ  собою  геометрическое 
м^сто  точекъ  т1|ла,  находящихся^въ  мгновенномъ  поко'Ь;  поэтому  она  на< 
зывается  мг'новевною  осью  (сряв.  ^  61). 

Скорость  какой  либо  точки  враш^ющагося  г&ла,  по  выше  сказанному, 
перпендикулярна  къ  плоскости,  содержащей  точку  и  мгновенную  ось,  а 
по  величин'])  равна  произведению  &  8,  гд:Ь  Ь  кратчайшее  разстояв1е  отъ 
точки  до  оси;  притонъ  для  наблюдателя,  стоящаго  вдоль  оси  и  смотря- 
щего па  точку,  скорость  кажется  направленною  сл'Ёва  направо  (§  81. 

Если  векторъ  й  рвзложииъ  на  н'1^ск011ько  1:оставляюш,ихъ,  ему  э  к  в  и- 
валентныхъ,  напр.  на  Р,  ^,  Д  приложенныхъ  къ  Л,  то  скорость 
какой  либо  точки  т'^а  равняется  (§§  24  и  26)  геометрической  сумн$ 
тбхъ  скоростей,  которыя  эта  точка^получила  бы  отъ  каждой  составляю- 
щей въ  отд1^льности.  Относительно  ,Р,  <^,  Е,  легко  пов'Ьрвть  сказанное 
на  основан1и  (5). 

65.  Внражени  длм  Р,  ^,  В  черезъ  Эйлеровы  углы.  Количества 
Р,  ^,  М  представляютъ  собою  проэкц1и  мгновенной  угловой  скорости  й 
на  оси  координатъ;  иначе  это  составляюпце  вектора  Я  по  координатнымъ 
осяиъ.   Можно  было  бы  'Непосредственно  получить  выражвЕ!1я  для  вихъ 


^уI,.е^::^V^^ОО^IС' 
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съ  помощью  Э&деровыхъ  угловъ,  если  въ  (4)  подставить  формулы  (7)  §57. 
Во  изб^жав!е  длннныхъ  сокращен1Й  иы  выведенъ  эти  формулы  инымъ 
обходнымъ  путеиъ. 

Предварительно  найденъ  вспомогательный  формулы  для  проиавод- 
нлхъ  огь  косинусовъ  )« . . .  V, .  Начало  неподвкжныхъ  осей  перенесекъ  въ 
точку  Л\  яа  положительныхъ  половинахъ  подвкжныхъ  осей  АЗ,  АГ,  А2 
вовьмекъ  трн  точхк  а,  ^,  •(  въ  разстоян1И  отъ  А  равномъ  единице.  Коор- 
динатами абсолютными  X,  у,  в  этихъ  точекъ  будутъ: 

для  а  —  1,  ,  1, ,  1, ; 

для  ?  — (1.,  щ,  )»,; 

для  7  —  ^.  .*».''.  ■ 

Приложшмъ  выведеиныя  внражетя  (.5)  къ  этинъ  тоиамъ;  тм-да  и 
получинъ  искомыя  формулы: 

^-«ц^Л1Ч;  ^-Яц.-й'.;    ^-Ри,-в||,;  (7) 

Выбравши  три  соотвФтствеавыхъ  уравнен1а  ивъ  предыдущихъ,  мы 
и  сможеиъ  определить  Р,  ^,  К  Въ  своенъ  выборе  буденъ  руководство- 
ваться замйчашемъ,  сд^^тавнымъ  въ  конц1|  §  57, 

11росгЁйШ1Й  в8Ъ  косинусовъ  V,;  диффереицируемъ  его  и  аатЬмъ, 
пользуясь  равенствами  (7),  а  такве  выражен1ямн  (7)  §  57,  сокращаемъ 
йа  в|п  |р;  тогда  получаемъ: 

Ряшф  -есо8ф  =  — ^-  (8) 

Производиня  отъ  1.  и  ц,  содерхатъ  также  Рл  ^.  Останавливаемся, 
золожвнъ,  на  I,,  тогда 

=  со8'^созЬ{Р81п-^  —  Сй05 1}»)-|- яг»  в  (Рсовф-}- с ипф). 

0,д,1|гес1оуСо0^1е 
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Пользуясь  (8)  и  затЪнъ  сокращая  нв  мпО,  найденъ: 

Отсюда  в  изь  (8)  инЪеиъ: 


у.  ^'*      ■  ■     ^     \    ^^  л 


(9> 


Для  опред1^ен1Я  В  ноженъ  теперь  восиользоваться  любыкъ  взъ. 
Тахннъ  путеиъ  иайдеиъ: 

«-^«^+^-  с») 

Проваводная  ,<р' носитъ  на8В(1Н1внутац1и,  а  производвая  у — пре- 
цесс1и.  11редыд;щ1я  равенства  (9)  и  Х^О)  на  основашн  (7)  §  57,  & 
также  Фиг.  40  иохно  представить  подъ  такимъ  видонъ: 

Исо$(и.Х)  =  Р=Ь' ш(^2,  Х)-{-  <^' ш{АN,  Х)-{-^' еоз{Аги  X); 

йсоз{й,Г)=д  =  Ь'соз(М,  Т)-\-<9'соз(ЛК,  Т)-\-'^'шиг1,  Г); 

йеов(а,г)  ==  в=ь'  ш(К2,  г)-^<('  ш(АN,  г)-^^'  ш{Аг1,  г) . 

Обошачеша  зд'Ьсь  г!Е«е,  что  и  въ  §  57. 

Отсюда  заключаенъ,  что  векторъ  &  можно  раяснатрнваТь  какъ 
геометрическую  сумму  трехъ  векторовъ:  вектора  Н'  по  А2,  вектора  ^'  по 
АХ  и  вектора  |{|'  по  А^! : 

(й)  =  (6')  +  (■?')  +  (+'}■ 

Другими  словами  угловыя  скорости  О',  7'<  V  служатъ  составляющимв 
мгновенной  угловой  скорости  &  по  А2,  АХ  в  АЕ^ . 

Примерь:  Положинъ,  что  вращеи1е  твердаго  гЬла  задано  уравнен!ямк: 

0>дШеб  оу  Сл009  I С 
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гд!)  й  И  А  постоаныа.  Въ  тавомъ  сдуча'б 


.  ^. 


ее.  11роэкц1и  своростш  точекъ  вращающаго  твердаго  гЬла  иа 
юдвжжнвя  оея,  неяаж'йиио  еъ  т'Ьлошъ  евнзанныя;  Выртжен1я  для 
р}  4^  г  черевъ  Эйлеровы  утлн.  Если  скорость  какой  либо  точки  вра- 
щающаго твердаго  гЪла  вазовенъ  гс,  то 

»  еоз  («сё)  =  ге  соз  (гс  х)Хх  -{- 14>  со8  (т  у)  ^»  -^  м"  соя  (ю  г)  1,  ^ 
=  л'  А,  +  у'  X,  -Ь  г'  X,  . 

Зан'Ёиинъ  зд'Ъсь  х',  у',  У  ихъ  выражеи1яни  изъ  (5),  а  )1,,  \,  \,  яред- 
ставянъ  подъ  видомъ  (5)  §  57;  тогда  им{1енъ: 

» йм(»5)  -  ! ^? («— *^1— Л{у— у^) }  (;*,  V,— II,  V -I- 

+  {Р1у-у^)-  «'а;— ж^)Ир,>,-|1,у,). 
А  такое  выражев1е  легко  сводятся  къ  следующему: 
«  ш  (ю  е)  —  {Р(1,  +  дщ,  +  Д(>Л  [(а;  —  х^)  V, -I- (у  —  у^)  V,  +  (*  —  г^)  V,] — 

Введеиъ  обозвачен1я: 

Ч  —  Рщ+  ^,+  Л(».=  Йео8(Й)1);  (11) 

г  =  ру,+  ^»  + ЛV,  =  ^со8(^;). 

Тогда  найдеяъ  но  (4)  §  57: 

9    г 


к  соа{№^)  =  ^^  —  гч  = 


ч   « 


(12) 
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Подобнынъ  обраэомъ  получвкъ  еще: 

г    р 


№С08(«Л1)  ="г5  — рС  = 


18(И)С)  = 


«5- 


Р    4 
5    Ч 
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Уравнев1е  игновеааой  оси  въ  относительныхъ  коордвнатахъ  будетъ 

аз) 


1  =  1  =  1. 
р      а      г 


Вырахешя  дли  р.  д,  г  черезъ  Эйлеровы  углы  всего  быстрее  полу- 
чатся изъ  того  сообр8квн1я,  что  игновенную  угловую  скорость  (§  65) 
ножио  раасматрнвать,  какъ  геонетрическую  сукну  угловыхъ  скоростей  т' 
по  АN,  ф'  по  А21  и  в'  по  А2.  Тогда,  пользуясь  Фиг.  40,  иайдеяъ: 

р  =  —  ф'  вт  '(созЬ  +  <р'  **"  ^ ' 

д  =  ф'  ми  !р  ли»  в  -^-  (р'  соя  в;  (14) 

г  =  <^' сов  1^  ■\- Ь' . 
Прн1гБръ:  Когда 

при  а  и  Л;  постоявныхъ — 

р=т  — з1плсовк(-^\    2  =  втазгпк^-—;     г  =«  (сое о -{- *)  ^  • 

67.  ПроавцСш  геошетрвчеевой  производной  по  врекенп  отъ  пе- 
ремФнняго  вежтора  па  оси  ненав'бнно  еъ  т'Ьлонъ  евяванинп.    Для 

проакщи  геонетричесвой    производной     V  отъ  какой-либо    векторъ-фуяв- 
щж  времени  V  на  подвижвое  навравлев^е  вы  нх^е1гь  такое  вырахеше: 

Гео$(УЦ)  —  1^  [Гш[Ги)]  —  Ги  ш{Ги) , 

гд(  и  поворотная  скорость  (§  42)  вавравлев1н  I'. 

Восвользуекся  этой  формулой  для  вычвслвН1я  вроавц1й  геонетрите- 
ской  вроизводвой  на  подвижвыя  оси  А=Г2.  Начнеиъ  съ  АЗ.  Пусть  вроэв- 


^уI,.е^::^V^^ОО^IС 
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ц1в  вектора  V  на  АН,  АГ,  кЪ  будутъ  соответственно  3,  Г,  2.  Поворотная 
скорость  и  въ  настоящекъ  случае — это  скорость  точки  а,  лежащей  на 
положительной  аоловин^  оси  А5  въ  раастоянхи  оть  А  равномъ  единице. 
Проэкщи  этой  скорости  на  подвнжяыя  оси  означинъ  и, ,  и^ ,  ы^ .  Тогда 
«■гЬем-ь: 

Г.(»(П)-^-(5й;-(-Г»,  +  2«5). 

Но  во  (12),  за1гЪ1ал,  что  для  точки  а  координаты  ^^1,1]»>СяеО, 
ваходинъ: 

«;•=";      «1,  =  г:      Ар  =  -  д. 
СхЬд.  предыдущее  равенство  обращается  въ  такое; 

Гс<я<,П)  =  ^+Ц  —  Хг.  (16) 

А  для  остальныхъ  осей: 


7миН=~  +  ^-1р: 


К.»(ГО-^  +  Гр-Е,. 


(1У) 


Прин'Ьнинъ  полученныя  форнулы  къ  нахожден1Ю  выражен1й  провэ- 
водныхъ  по  вреиени  отъ  косинусовъ  ^^ . . .  V,  черезъ  велипны  р,  ^,  г. 

На  положительныхъ  половинахъ  неподввхаыхъ  осей  АХ1 ,  АТу ,  А^х 
возьмеиъ  три  точки  а,  Ь,  с,  лежащихъ  въ  разстоян1И  отъ  А  равнонъ  еди- 
Енцй.  Относительныя  координаты  втихъ  точекъ  будутъ 

для  а  —  1,.  ^^^,  V,;     для  Ь — \,  [»,,  >^;     для  с  — 1„  II»,  V,, 

Точки  а,  Ъ,  е  неподвижны,  сл^д.  скорости  ихъ,  т.  е.  геонетрически 
проивводвыя  00  вреиени  отъ  радйусовъ  вевторовъ,  равняотся  нулю.  Ори- 
латая  (15)  въ  точк^  а,  получинъ: 

0*%+в^._г;ц:     0=%+г1.-р>,;     ^^^^р^^\„     (16) 


^уI,.е.^с^V^^0031с 
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Подобнынъ  обраэомъ  найденъ  и  остальныя  выравея1я; 
.А, 

(16') 
=  §+*'^-«'- 

68.  Скорости  точекъ  твердаго  г&ла^  двмжущагоея  нроивволь- 
иунъ  образонъ.  Вшнтовая  ось.  Дифференцируень  равенства  (1)  §  67, 
предполагая,  что  всё  шесть  координатъ  т^ла  Е31гЁияютса  сь  вреиенемъ. 
Находвмъ, 

У=У;+ЕV^-^,^^,'  +  СV;;  (17) 

Коордвваты  Е,  т|,  С  зан'Ёняеиъ  коордиватаыи  х,  у,  я;  тогда  совер- 
шенно таквнъ  же  образонъ,  какъ  и  въ  §  64,  ариведемъ  предыдупря  ура- 
внен1я  къ  виду: 

х'  =  х/  +  $(/— 2^)  —  Ц(у—у^); 

у  =  у^,'  +  Жх-х^)  -  Ри—  V;  (18) 

/  =  ^/  4-  РСу  -  Ул^  -  Я  (^- ^л>  ■ 

Сравнивая  полутенныя  выражешя  съ  (27)  §  18,  мы  вндинъ,  что  ско- 
рость какой  либо  точки  твердаго  тЪла  представляетъ  собою  главный  но- 
мевтъ  вокрупь  этой  точки  систены  приложенных!,  векторовъ,  внЪющей 
своими  координатами  для  полюса  Л: 

р,  Я,  Л.  V.  у;,  *я';  ; 

т.  е.  характеризуемой  для  этого  полюса  своимъ  главнымъ  векторомъ  &  (Р,  ^,  В)  \ 

и  главнымъ  ноиентонъ  и^ (ж^',  у^,  1^).  \ 

Другими   словами   скорость    любой   точки   (ж,  у,  е)  тйла   равняется  | 
геометрической  суим'Ь  скорости  с^  и  момента  вектора  С,  пряложеннаго  къ 

Л,  вокругъ  точки  (ат,  у,  х).  Скорость  V^ ,  общая  вс^^мъ  точкамъ  гЬла,  но-  I 

ситъ  на8ваи1е  поступательной  скорости,  а  моментъ  Ц  по  §  64  пред-  | 

ставляетъ  собою   ту  вращательную  скорость  точки  (х,у,г),  кото)|ус  | 


^уI,.е^.^V^_-.ОО^IС  | 
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она  Я1Г&]а  бы,  ес1н  бы  точка  А  была  неподвижна.  Прякав 

р   "^    Я    ^  В   ' 

рлухащая  осиивашенъ  вектора  И  сохрвнгетъ  и  зл:Ьсь  свое  назваше  нгно* 
венной  ОСЕ,  только  прибавляется  назваше  полюса — говорятъ:  „мгновен- 
ная ось  полюса  Л". 

Итакъ  съ  понощью  ({юрмулъ  (16)  скорость  любой  точки  твердаго 
т11а,  движущагося  произвольнынъ  образок-ь  разлагается  на  поступатель- 
ную и  вращательную  составллющш.  Разложение  это  можно  сделать  бев- 
чиС1еннынъ  мвожествоиъ  способовъ,  такъ  хакъ  полюсонъ  ыожетъ  служить 
всякая  точка  твердаго  тЬхл.  При  зан1и^  одвого  полюса  другинь  посту- 
в&тельвая  скорость,  вообще  говоря,  оере1г&ннтся,  но  ■сгновепкая  угловая 
скорость  &  не  нзм^ннтъ  ни  величины,  ни  направлешя  (§  16).  Останется 
такж!^  постоааною  (§  19)  и  проакц1я  поступательной  скорости  на  напра- 
влеи1е  И: 

V^^  С08  {ь^  Й)  ^  соп8^  (19) 

Среди  бевчисленнаго  множества  параллельныхъ  между  собою  нгно- 
вевнныхъ  осей  разлвчныхъ  иолюсовъ  выделяется  одна  центральная 
ии  винтовая  ось.  Точки,  на  вей  лежащЕя,  им^ють  наиженьшую  воз- 
юаную  скорость,  направленную  при  тоиъ  вдоль  оси  (§§  20  и  1\).  Ура- 
ввеи]я  винтовой  оси  по  (29)  §  21  будетъ  такое: 

х~а  _  у—Ь  _  г— ^  . 

« = ^^1 4- 05 ф;-щ:)\  * = у^ + ^ (ц^а-Р'а'у^ 

'^=-^1+^(^;-«^1')-  (21) 

Назван1е  винтовой  дано  оси  потому,  что  траэктор1амн  точсеъ  тЬла 
сихатъ  внвтовыя  лин1и,  если  только  поступательная  и  угловая  скорость 
Иш  оегатся  постоянными.  Чтобы  уб^^иться  т  этмгь,  воаьнеогь 
ВЕвтовую  ось  за  02,  а  полюсь  Л  за  начало  коордиватъ.  Тогда 

Р=С^О;    В=а  =  сон5^ ;    а;^'  =  у^'  =  О ;    ^г^'  =  »  =  сопз^ 

Уравнеи1я  (18)  теперь  даютъ: 

я;' =  —  1,2;     у'^хЯ;    х'~ь. 

0|д|111ес1оу  Сл0091С 
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Интегрируя  досл^даее  уравнение,  найдемъ: 

е  =■V^-\-  го, 

если  значвоиъ  буденъ  опгЬчать  значен1я  перен'Ъниыхъ  для  1=^0. 

Изъ  первыхъ  двухъ  уравненЕЙ  легко  получить  ташя  дв^  вокбинацхн: 

хх'  -\- уу'  =  О : 

ху  —  ух'  =  (х^  •{-  у')  й. 

Послбднену  ураанен!»  моженъ  дать  вндъ: 

Интегрироваше  такихъ  преобразованныхъ  уравнеи1й  даетъ: 
ж^  +  у'^^^о^  +  ув*; 

агс1д  ^  =  й{-\-  агф  ^  ■ 

X  Хц 

Если  введемъ  Ц11линдрическ1я  координаты  {§  39),  то  получииъ 
г  =  га:     Ь  —  %=^Ь; 
и  слЬд.  ураввен1я  траэктор1И: 

г  =  Го ;     *  -  «о  =  -д  (^  —  в„); 

что  и  доказываетъ  наше  положен1е.  Отношен1е  -^ ,  нзкЬряехое  едини- 
дани  длины,  называется  наранетронъ  винтовой  оси.  Произведете 
2  п  -тг  носитъ  вазван1е   шага  винтовой  лнн1н.  Изъ  предыдущаго  видинъ, 

что  тра8ктор1и  точекъ  т^ла  въ  разснатрнваеиомъ  случае  винтовыя  лншк 
одного  и  того-же  шага. 
Примерь:  Пусть 

я:^  ^  —  8  зт{(И :    Ух  =  ^  сов(И) ;     г^  =  О  ;  | 

Т^-Ро;    •^  =  /•(0;    «  =  */■(«.  ' 

I 
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Тогда 
^^^птрвсоя/^/"';     Я  =  к.8т-((,.8гп/.^' ;     Д  =  (1 +-Л.со«ср() ./"'; 

7равнен1е  винтовой  оси  по  (20)  и  (21): 

х-\-Р$гп{  ^  у^Рш{  ^ е _  22) 

]е8т1^о'1оя^       1е8т1(п8гп(       1 -{- к соз '(о  ' 
гд* 

в9.  Про»кц1а  свороетн  точекъ  твердяго  гЬла,  движущагося  про- 
иввольннжъ  обралонъ,  на  подвижный  оси.  Унвожая  выражвн1я  (18) 
сооткбтственно  на  1.,  1,,  I,,  складывая  н  иреобразуя  совершенно  тавъ, 
вакъ  въ  §  66,  полу^яъ  !1Ли  !1роэкц1и  скорости  каков  либо  тотаи  тйла  на 
&Н  такое  выражен1е: 

а  к-зя  другихъ  осей: 

о «» (1>т,)  =  л/ щ,-Ну/ (»,+ 2^>'+ '■- — ;>' =  "л  С08  К(п)  +  «-^  —  ^»С ; 

»  йм  (в  С)  =  х^'  V,  4-.У1'  V,  +  х^'  ч.+я'— !з;  =  V^(т  (р^  С)  Ч-^т)  —  дЕ . 
Уравнен1е  винтовой  оси  въ  относительныхъ  координатахъ  будетъ: 

р  г  ' 

гд4  по  (21)  I  (б)  §  57: 

а  =  (о  — 1^)1,  4- (6  — !(^)1,  +  («  — V-  — 

■»!(«'/— ''»^'1(^■•^|•.^,ЖЛV-л^^'XI'л—V.^)-Н^'»;—в«;x».».-^».))— 


=  О!  (г<*Л-  +  »,''г  +  »1'».)--г(»/|^  +  !'1Ч  +  «1Ч))  =■ 


7  —  дг  [^  »А  "О»  ("^Ч)  —  4  «Л  И»  К  6)1 , 


),Сооз1е 


по  СКОРОСТИ  точвкъ  твврлАго  тыл.  гл.  1Г  §  69. 

Првн-Ьръ:    Для  того  движен1я,  вото[Н>е  было  равснотр^но  въ  конц-Ь 
предыдущаго  параграфа,  имФеиг* 

и  ураввен1е  винтовой  оси: 


—  ИИ  |ро  сой^/"        зт  ?( зт  к/       соз^^^-^к 
гд* 


(26) 


1-\']с^-^2ксозь 

70.  Сюропш  ю^ввъ  т'Ьла,  Авкжущагоея  пяралледьноплоскостж. 
Игаовенвый  центръ.  Обратимся  теперь  къ  тону  частноку  ^учаю  двн- 
жен1я  твердаго  т^ла,  когда  постоянная  въ  выражен1и  (19)  во  все  время 
движен1я  равняется  нулю,  т.  е.  СЕорости  точекъ  т^а  вврвендикулярны 
къ  неоодвианону  наоравлен1ю.  Очевидно,  тогда  ны  ивгБекъ  движение, 
разсиотр'Ьнное  въ  §  59  и  называемое  движен1енъ  параллельно  плоскости. 
Скорости  точекъ  на  винтовой  оси  равняются  теперь  нулю,  и  сл^л-  въ 
каждой  подвижкой  плоскости  одна  изъ  точекъ,  пересЪчен1е  винтовой  оси 
съ  плоскостью,  находится  въ  нгновеннонъ  поко*.  Такая  точка  носитъ  на- 
зваше  нгновеннаго  центра.  Выражешя  для  скоростей  точекъ  твер- 
даго тЬла  въ  разсиатриваеионъ  движен1н  легко  получить  нвъ  (18).  Бе- 
реиъ  направлев1я  осей  02  и  12  по  перпендикуляру  къ  семейству  парал- 
лельныхъ  плоскостей;  тогда  по  §  59  и  Фиг.  42  должны  положить 

к  =  со$Ь;     \  =  8т  Ь;     11^  =  —  81М  в;     р.^  :^со8Ь; 
1,=  ^  — V,  =  у,  =  0;    у,=  1. 
Такинъ  образонъ  для  неподвижныхъ  осей  и1гЬв1|Ъ: 

«'-а;; -(у-  »,)«';     !,'-у/  +  (1-1^1в';     г'=0.  (27) 
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А  для  подвихныхъ: 

V  сов  ^V^)  =  х^  сояЬ  -|-  у^яЫ  Ь  —  г,6'; 

V  С08 (р^)  =  —  а:^' 81И Ь  '\-  у^соз^  -\-  №'; 

»>со8(«С)  =  0.  (28) 

Мгновенный  центръ  для  какой  либо  плоскости  определится,  если 
станеыъ  искать  точку,  находящуюся  въ  нгновеннокъ  поко^.  Приравнивая 
нулю  лгЁвыя  части  предыдущихъвырахетй,  получаенъ  для  искомой  точки 
таЕ1я  абсолютныя  координаты  Хс,  у^: 

Хс=  «1  —  -51  у1  —  х^-\-  а;    у,  =  у^  4-  й»  ^1  =  У1  +  *;  (29) 

а  относнтельныни  коордиЕатахи  Ее,  >]е,  служагь: 

2е  =  -Г-,  (х^  згпЬ  —  у^  совЬ)  =  Ь  зЫ  9  +  в  сое  в; 

1](  ^  т;  {х^  еоз 9  -{- у^' ип  6)  =  ЬеозЬ  —  а згп в.  (30) 

Съ  помощью  этихъ  вырахен1й  ыогенъ  формулы  (27)  и  (28)  перепи- 
сать такъ: 

«'  -=  —  (у  —  у»)*';     у  ={х  —  от,)  в'; 

«С08(|)5)  =  —  (Г|  —  1]с)е';     (;С08(»1]1  =  (2  —  5е)9'. 

Мы  видинъ  но  (5)  и  (12),  что  ско1>остн  точекъ  плоской  фигуры  таковы, 
хакъ  будто  !>та  фигура  вращалась  около  нгвовенваго  центра,  какъ  около 
неподвнжнаго  полюса  (срав.  §  61).  Отсюда  вытекаетъ,  что  прямая,  соеди- 
вдощая  мгновенный  центръ  съ  какою  либо  точкою  фигуры,  нормальна  къ 
траэктор1н  этой  точки. 

Примбръ:  Въ  Еардаповсвоиъ  движении  (§  60)  получаются  так1Я  вы- 
рзхея1я  для  координатъ  мгвовеннаго  центра. 

Жс  =  2Лсоз/';    у,=  ЧКз1п1:  (31) 

е.  =  Йсо8  2/-:    11,=  Л«»2Л  (32) 


1уСооз1с 


Центроиды.  Ансонды 

71-  Центроиды.  Мы  уже  вид'Ъли  раньше  (§  70),  что  двил!ен]е  пло- 
СЕОЙ  фигуры  въ  ея  илоскости  можно  разснатрнвать  кяеъ  сплошной  рядъ 
поворотовъ  на  безконечно  малые  углы  вовругъ  соотв4тственныхъ  кгновен- 
ныхъ  центровъ.  Мгновенный  цеятръ  для  даннаго  движен1я  въ  различные 
ноненты  времени  совпадаетъ  съ  различными  точками  какъ  неподвижной, 
такъ  н  подвижной  плоскости,  схкж-  онъ  движется  въ  обгЬнхъ  плоскостяхъ. 
Траэктор1И  мгновеннаго  центра  въ  неподвижной  и  подвижной  плоскостяхъ 
называются  соотв'Ётственио  неподвижной  и  подвижной  центро- 
идами. Уравиешями  двнжен1я  нгиовевваго  центра  въ  атихъ  плосбостяхъ 
служатъ  равенства  (29)  и  (30)  §  70;  поэтому  уравнев1я  центроидъ  най- 
дутся черезъ  всключев|е  времени  изъ  правыхъ  частей  вазванныхъ  ра- 
вевствъ.  Подвижная  центроида  вк^ст'б  съ  движуп(ек>ся  фигурою  перем']^- 
щается  по  неподвижной  плоскости.  Можно  показать,  что  подвижная  центроида 
катится  по  неподвижной;  иначе,  во  все  время  движен1я  обЬ  нривыя 
касаются  другъ  друга.  Крон'Ь  того  катавхе  это  не  сопровождается  с  в  о  л  ь- 
жен1емъ,  т.  е.  общая  точка  кривыхъ  за  одинъ  и  тотъ  же  промежутокъ 
времени  проходить  по  обЪинъ  вривымь  одно  и  тоже  раэстоян1е. 

Означииъ  длины  дугь  неподвижной  и  подвижной  центроидъ  через* 
8  н  о;  длина  дуги,  пройденной  мгновеннымъ  центромъ  по  той  и  другой 
траакторш  за  промежутокъ  времени  Л  пусть  будетъ  Йя  и  Лэ;  причемъ  на- 
правлен1я  Лз  л  ^а  совпадаютъ  съ  направлен1емъ  скорости  игновеннаго 
центра  по  соотв1|тственной  кривой.  Тогда 

(1хс  ="  Хс  й*  ^=  Й5  С05  Ыз,  х) ;     ^г/с  =  уё  (Л  =  (1з  соз  ((1з,  у): 

(Йс  =  Ее'  (И  =  йа  соз  (йэ,  ; ) ;    (Л1с  =  1)/  Л  =  Ла  соз  (йя,  т)}. 

Но  по  (30)  §  70: 

(Йс  ^  ЙЬ  зт  в  -|-  йа .  С08  6  -|-  (й .  со*  в  —  а .  з'т  1)  (»'  (Й ; 

(Й1е  =  (№.совв  —  да.згпЬ  —  (Ь.егпЬ-^^а.еозЩЬ'  ёИ. 


.^.^^00^1с 
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Зан{|няя  а  я  Ъ  ихъ  выражен1Яни  изъ  (29)  того  ке  §  70,  получииъ: 

Л2е^  (Лг^ -}- А»)  соя  е -{- (й^^  Ц-(й)з(«  в  =  (гя;сйм  в +  йус5т  в; 

А),  =  —  (йз:^  +  йо)  51П  в  4- ('^Ул  +  <**)  сое  в  =  —  (Ьге  8т  е  4- й»/.  соз  9. 

Пусть  въ  разсиатрнваеный  монеятъ  подвижныя  оси  параллельны 
неподвижнымъ,  т.  е-  в  =  0;  тогда: 

Возвышая  въ  квадратъ  и  складывая,  получниъ: 

'ИЗ  (Ь     '       (^3  Й8      ' 

СОЯ  (из,  Е)  ^  соз  ((й,  я;");    со«  ((?з,  ц)  '=  соз  (Й8,  у). 

Такгаъ  образомъ  высказанное  положен1е  доказано,  ибо  ося  по  усдо- 
В1Б  параллельны. 

Б>:ли  вж1^сто  пряного  движен1я  станенъ  разснатривать  обращенное, 
то  центроиды  только  покланяются  ролями:  неподвижная  станетъ  подвиж- 
но» и  наоборотъ. 

При1г]^ры:  1)  Для  Кардановскаго  движен1я  изъ  форму лъ  (31)  и  (32) 
§  70  находнхъ  так1я  урявнен1я  центроидъ — неподвижной: 

Хс'  +  !,,^  =  4:П^; 
й  подвижной: 

Ой'Ё  кривыя  окружности;    неподвижная  въ  два  раза   больше;    подвижная 
лезвтъ  внутри  неводвижной. 

Эти  заключешя  мы  могли  бы  вывести  и  эленентяриынъ  аутеиъ, 
пользуясь  т^нъ  аам'Ьчанхемъ,  что  пряная,  соединяющая  мгновенный  центръ 
съ  какою  либо  точкою  подвижной  фигуры  нормальна  еъ  траэктор1И  этой 
точки.  Мы  знаемъ  (§  60),  что  Кардановское  лвижен1е  получается  тогда, 
когда  дв*  точки  фигуры  Л^|  и  Мг  (Фиг.  43)  движутся  по  двумъ  взаимио- 
черпендикулярнынъ  прямынъ  ОХ  и  ОУ;  разстоян1е  ЛГ|  Л/'г  =  2Л.  Возста- 
новивъ  перпендикуляры  къ  ОХ  и  ОТ  въ  точкахъ  Мг  я  М^,  мы  полу- 
дик мгновенный  центръ  С,  какъ  ихъ  пересгЬчен1е.  Такъ  какъ  ра8стоян1в 
0С=  М^  М2  =  2Д ,    то,    очевидно,    неподвижная   центроида    окружность 


С.уП.е^с^СоОз!^ 
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центра  О  и  рад1уса  2Я.  Уголъ  М1СМ1  прямой,  сл%л.  подвижная  центроида 
окружность,  построенная  на  М1М2,  какъ  на  цЫиетр-к. 

2)  Пусть  имЬемъ  аптипараллелограммъ  ЛЛ1В1В  (Фиг.  46),  т.  е. 
^етыреугольннкъ,  противоположный  стороны  котораго  равны  и  нересЬ- 
каютсл.  Укр'Ёпииъ  неиодвнжно  одну  изъ  сторонъ,  напр.  большую  АВ; 
тогда  другая  большая  Л1В1  можетъ  двигаться.  Найдежъ  для  этого  дви- 
жен1я  центроиды.  Тразктор1н  точекъ  ^1  и  ^1  окружности  центровъ  Ли  В, 


с:гкя,.  исвоиыЙ  центръ  С  лежитъ  на  перес^чен1и    прямыхъ  АА1  и  ВВ1. 
Изъ  равенства  треугольннконъ  АСВ  и  А1СВ1  сл4дуетъ: 

СА  —  СВ=ЛА1  =  сот(.. 

поэтому  неподвижная  центроида  гипербола  съ  фокусами  въ  ^1  н  ^. 
ДалЪе 

СВх  —  СА1  =  ВВ1  =  сопвг., 

сл^д.    подвижная    центроида    также    гипербола,    равная    предыдущей    и 
ин']^ющяя  фокусами  точки  Ах  и  В1. 

Если  завр'Ьпимъ  неподвижно  меньшую  сторону  ААх ,   то  легко  вн-         I 
д-Ьть,  что  для  лвижен1я  по  плоскости  стороны  ВВх  центроидами  служатъ 
два  равныхъ  между  собою  э^иипса  съ  фокусами  въ  Л  и  .^1,  въ  .?  н  ^В|. 


^д|,.е^с^V.^100^IС 


гл.  т  §  72.  АЕСОиды.  115 

72  Авеомдн  для  вращательнаго  двшжен1а.  Когда  твердое  т'Ьло 
вращается  около  неподвижнаго  полюса  А,  ^  хгновевная  ось  (§  64),  пере- 
к^щалсь  какъ  въ  саыомъ  тклЬ,  такъ  и  въ  неподвижной  сред'Ё,  онпсываетъ 
въ  этвхъ  средахъ  дв^  коничесшя  поверхности,  носящ1я  назван1я  подв  ия- 
наго  и  неполвижваго  аксоидовъ.  Уравнен1я  этихъ  поверхностей 
найдутся,  если  исключить  время  иэъ  двухъ  уравнен1Й  (6)  §  63 — для  не- 
поДБижнаго  аксоида,  или  изъдвухг  уравнеи1й  (13)  §  66 — для  подвижнаго. 
Лесовдъ  подвижной,  будучи  неиз]г6нна  свнэааъ  съ  вращающимся  тФломъ, 
вн^сгЬ  съ  нинъ  перемещается  въ  пространств'^.  Дв^  ряэснатриваеныя 
Еовнческ1я  поверхности  въ  каждый  монентъ  времени  им^ють  общую 
производящую  (мгновенную  ось  для  язятаго  момента).  Движен1е  подвиж- 
нагв  аксоида  происходитъ  такъ,  что  онъ  катится  по  неподвижному 
безъ  сЕольжен1я.  Другими  словами,  оба  конуса  во  все  время  движев1я 
касаются  другъ  друга  по  общей  производящей;  Ером1Ь  того,  любая  точка 
■гновевной  оси  за  одинъ  и  тотъ  же  промежутокъ  времени  проходитъ  по 
о(^^инъ  поверхностлмъ  путь  одинаковой  длины.  Чтобы  уб']>литься  въ  сва- 
эавнонъ,  достаточно  показать,  что  скорости  произвольной  точки  мгновен- 
воЗ  оси  въ  двухъ  движен1нхъ — относительно  вращающагося  т^а  и  въ 
нецодвижной  сред'Ь — геометрически  равны  между  собою. 

Выберемъ  точку  т  на  разстоян1и  к  отъ  полюса  А;  тогда,  сохраняя 
принятия  нами  обозаачен1я,  можемъ  написать  уравиен1я  движеи!я  точки 
Я)  въ  неподвижной  сред^  такъ: 

А  уравпешя  лвижен1я  относительно  вращающагося  т^ла  будутъ: 
5-'|;    ,-*4;    ?.*^. 

Озиачимъ  скорости  точки  т  въ  неподвижной  сред'Ё  и  въ  т^.г6  со- 
отв{1тствевнво  V  и  1г;  тогда,  дифференцируя  предыдущ1я  уравнен1я,  по- 
лу чннъ: 

V  т  (V,  а:)  =-  я:'  =  ^у,  (ВР'  -  ^«');    »  ш  («,  у)  =  у'  =  ^^  (01?'  —  Ф'); 


V  соз  (V,  «)=-«'=  ^2  (ЙЛ'  —  Л2') ; 


Л  к 

»«»(», 5)= 2' =  о-г(ву  —  рй');   №соз(№,^^)=т^'=щ(^^'  —  ^^')■, 
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Мн  уже  ш'Ьл!  вг  (11)  §  66: 

Дифференцируя  по  вренени,  находимъ: 

р'-РХ  +  в'»,  +  лг + (В.'  +  в»/  +  а».'). 

Вмрахен1е,  стоящее  въ  скобкахъ,   обращается  въ  нуль  по  (7)  §  6Г>. 
следовательно 

Пользуясь  выражен1яии  для  р  и  р',  ножеыъ  написать: 
.  I  (ВР'-  РЩ.  4-  ^,  (21^'-  «2') »,  +  ^  I 

Подобны1гъ  образонъ: 

«!й»(»,  т))  =  р ео8 (»,  ц"!;    шсовОо,  С>^=гсо8(г',  С'; 

что  и  доказываетъ  требуемое. 

Прии'Ьръ:  Для  врящен1я,  заданваго  уравнен^янв 

^а=Уа  =  *^  =  0;    т  =  а;    ф=АО;    в  =  */-(^), 

гд^Ь  а  и  /;  постоянныл,    получаеиъ   так1я  уравненЕя    нгновенной   оси    въ 
абсолютныхъ  и  относительныхъ  коордянатахъ: 

Д  _^  У  ^  е , 

кв'тчсо8(        кзтазт^       1-рАсо8а  ' 


—  5тй,соз'к(  вгпчзшк^  со8й-\-к 

Исключая   вреня,   находинъ  уравкен1я    аксондовъ   неподвихнаго  и 
подвижнаго: 

^'  +  .у'  ''         _„. 

11+Л1 ?! о 

к^зЫ'а         {к-^-соза)^ 
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Оба  аксоида — конусы  вращеа1Я.  Углы  растворен1я  конусовъ  и  рас- 
аоложек1е  ихъ  другъ  отвосительно  друга  могутъ  быть  самые  разнообразные. 
Напр.  ести  станенъ  разсиатривать  вращение  зенлн,  пренебрегая  нутац1ей 
и  принимая  въ  соображение  лишь  суточное  вращен1е  н  прецесслю,  то  рас- 
по.1ожен1е  аксоидовъ  будетъ  такое,  какъ  показано  на  Фиг.  47.  Зд^Ьсь  О 
цевтръ  земли,  02  направлена  ио  оси  эклиптики  къ  северному  полкюу 
ЭКЛИПТИКИ;  0^1  идетъ  къ  южному  полюсу  зенлн;  ^  2021^и  —  б,  гд^  Ь 
нак.10нен1е  эклиптики  къ  экватору  и  равно  нрнблизительно  23"  27'  17"; 
утюдъ  растворен1я  подвижнаго  аксоида  равняется  приблизительно  0"01. 


73.   Полвнй    нагибъ   аояерхноетм.   Закручнван1е  поверхиоетн. 

Прежде  ч'Ьнъ  перейти  къ  разсиотр'1^н1ю  аксоидовъ  для  общаго  случая 
двнжен1я  твердаго  ткля,  остановимся  на  н'11которыхъ  теореиахъ,  относя- 
щихся къ  теор1и  поверхностей. 

Возьменъ  на  данной  поверхности  З'  произвольную  точку  М.  Каса- 
те.1ьную  плоскость  къ  поверхности  5  въ  этой  точкЪ  назовемъ  Р.  Отсту- 
пить отъ  ЛГ  по  5  въ  произвольномъ  няправленЁп  ММ'  къ  точк*  М'. 
Тогда,  чтобы  лолучить  касательную  плоскость  Р'  къ  данной  поверхности 
въ  точк4  М',  нанъ  надо  будетъ  плоскость  Р  повернуть  на  н4который 
угц.1ъ  а  около  оси,  совпадающей  съ  лии1ею  перес11чен1я  плоскостей  Р  и  Р', 

Пусть  уравнете  данной  поверхности: 

Пх,  у,  е)  =  0. 

Частныя  производныл  отъ  р'  по  х,  у,  я  для  точки  М  означимъ 
^•,  Р„  Р„  а  для  М'  черезъ  Р,',  Р,',  Р,'.  Тогда  уголь  поворота  в,  какъ 
уАлъ  между  нормалями  N  я  N'  къ  8  въ  точкахъ  М  и  М',  найдется 
изъ  равенства: 

К  К'  -Ь  Р»  Рг'  +  Р,  Р.' 

ур^-ур^^р,^  1/^;'Ч-р;'2^-К'» 
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Направление  же  оси  вращен1я  ^  опред'кздетсл  косииусанн: 


ш  (Й  у)  =  -^  {ГшГ^'  —  Г,Р.*) ; 
гд* 

Д  =  4-  /( Гг  у.' — р.  р^у  -\-  (Р,  г^  —  ^;  р.')^ + (^;  р^'  —  /;  г^')^ 

Ось  эта  перпендикулярна  къ  олосвости  параллельной  нориалянъ 
N  я  а'  в  нанравлена  въ  ту  сторону,  откуда  видимъ  нормаль  N  на.1*во, 
а  N'  направо. 

Изъ  выражения  для  созш  ии'Ёенъ: 

если 

82  =  р^2  ^  р^2  _^  р^2.       8/2  =  р^>2  _|_  ^,^1  _|_  ^;'!_ 

Условпся  называть  нолнынъиэгибонъ  поверхности  в  ъ  т  о  ч  к  Ъ 
М  по  направлен!ю  ММ'  пред^лъ  О1'ношен1я 

ММ' 

при  ММ'  безконечно  маломъ.  Тогда,  если  ММ'  означииъ  Й8,  а  полный 
изгибъ  поверхности  по  направлешю  <?$  черезъ  Ь,  то  изъ  предыдущей  фцр- 
мулы  Д.1Я  $ш  о»,  получинъ: 

За  направлен1е  О,  оси  оолнаго  изгиба,  иы  привинаенъ  направ.1ен1е 
пред^льнаго  полокен1Я  оси  8,  слбд. 

зд^ь  ДЛЯ  6  берется  знакъ  положительный. 

0,д,1|гес1оуСо0^1е 
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Если  уравнен1е  поверхности  дано  въ  двномъ  вид^Ё: 
Т(з:.у)-;г  =  0, 
то  при  обыкновенныхь  обозначев1яхъ: 


1  (Ц^ 

1  -^  р^  ■\- ^'^  с18 ' 


о  еоз  ф,  х)  = 


Полный  изгибъ  поверхности  ножно  раэснатривать  какъ  угловую 
скорость  при  движеН1и  касательной  плоскости  по  поверхности,  разсчитян- 
ную  только  на  единицу  длины,  а  не  на  единицу  времени  Эту  угловую 
скорость  разлохимъ  на  двЪ  составллюи11Я  — по  тону  направленш  из,  по 
которому  мы  отступали,  и  но  направлению  «,  къ  нему  нерпеидикулярному. 
Посл'Б.щее  направлен1е  лежитъ  въ  касательной  плоскости,  такъ  какъ  иаъ 
предыдущихъ  вырахен1й  видно,  что  ось  4  лежить  сана  въ  касательной 
плоскости. 

Составляющую  ко  п  назовемъ  чистынъ  изгибомъ  поверхности 
и  означннъ  Оя-  Легко  уб'6дить(;я,  что  0„  ничто  иное,  какъ  кривизна  нор- 
мальнаго  сЬченхя  поверхности,  проведеннаго  черезъ  из.  Поэтому  останав- 
ливаться на  изучен!»  свойстнъ  этой  величины  мы  не  станеиъ. 

Другую  составляющую,  по  нанрав.тр.н1ю  Й5,  назовемъ  закручива- 
К1еиъ  поверхности  по  данному  направлен1Ю  и  означинъ  (>|- 

Умножая  соотв^Ьтственно  выражения  (I)  на  -;->  -т^г  —  и   ск.1адывая,    по- 

лучимъ; 


,,=а+у+,.,-[1.^-^.^+(.^-,^)^]. 


(2) 


74.  ЗакручнБан!е  линейчатой  поверхности  вдоль  проияпо- 
Дящей.  Предполагал,  что  данная  поверхность  линейчатая,  разбереиъ, 
какъ  измотается  полный  изгибъ  поверхности  вдоль  какой  либо  произво- 
дящей. Возьнемъ  эту  производящую  за  Ох.  Очевидно,  тогда 


08  03       аз 
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крои'Ь  того  Ьн  =  0,  такъ  какъ  касательная  плоскость  ножетъ  лишь  вра- 
щаться около  производящей.  Лроизводная  ^>=:0  для  любой  точки  вдоль 
Ох,    сл-Ьд.   и   г  =  0.    Пользуясь    (2),   получиыъ    въ   настоящемъ    случае 


Если  наша  поверхвость  развертывающаяся,  то  изъ  дифференцЕаль- 
наго  уравнен1я  ея: 

при  г  =  0,  вытекаетъ,  что  для  всякой  точки  производящей  5^0,  а  по- 
тону по  (3)  и  6(^0,  т.  е.  плоскость,  касательная  къ  развертывающейся 
поверхности  въ  какой  либо  точки  на  ироизводдщей,  касается  поверхности 
вдоль  всей  производящей. 

Положиы-Б  теперь,  что  данная  поверхность  косая.  Возьненъ  начало 
координатъ  на  лин1и  съужен1я  поверхности,  а  Оу  иаправинъ  по  кратчай- 
шему разстови1ю  иежду  производящею  Ох  и  смежною;  сл^д.  плоскость 
хОу  будетъ  теперь  касательною  къ  поверхности. 

Пусть  уравнен1я  любой  ироизводящей: 

г^  ах-\-а;     у  =■  Ьх -\-  9;  (4) 

тхЪ  а,  Ь,  а,  ^  функц|и  н'^котораго  параме'^ра  ^.  Если  нроизводли^ей,  со- 
впадающей съ    Ох,   соотв'Ьтствуетъ  значен1е   параметра  1о,  то  для    него 

Уравнен1я  нроэкцж  на  хОу  смежной  производящей; 

у  ^  (Ь  -\-  Ь'^)х  -\-^  -\-^'ак; 

занятою  обозпачаенъ  производныя  по  X. 

По  усл0Б)Ю  Оу  совнадаетъ  съ  кратчайшимь  разстоян1еиъ  между  Ох 
и  снежною  производящею,  сяЬя,.  изъ  предыдущаго  выражен1я  для  Х=Хо: 


Первое  изъ  уравнен1й  (4)  можно  разсматривать,  вакъ  уравнен1е  самой 
косой  поверхности,  если  представимъ  себ^,  что  параиетръ  X  вырахенъ, 
кавъ  фунЕЦ1я  отъ  X  и  у,  изъ  второго  уравнения.  Поэтому  изъ  нерваго 

_  =  ),_.  +  («»  +  . )-3^, 


),Соо'^1е 
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лвсоиды. 

но  нзъ  второго: 

* 
дх 

6 

*■»+?' 

с-гЬдовательно 

,  ах  4-  «' 
г  —  о -г. — т—!г. 

Ь'х  +  Г 
Дифференцируя  посл^^днее  равенство  но  у,  находинъ: 


* 

(    ,      , ,  О! 4-  я'       .   » 

1  =  ^У«  +  Р')| 

Мовательно 

»  +  'Л 


Даенъ  1  частное  значен1е  )(,;  тогда  видииъ  по  нредыдущеиу,  что 
для  ве1;хъ  точекъ  производяп^й  Ох  производная  к  прннииаетъ  постоян- 
ное значен1е: 

-(Я.г^ 

постоянная  %  носить  ваэван1е  цараиетра  распред'6лен1я.  Можно 
было  бы  показать,  что  х  равнавтеа  пределу  отноп18Н1л  кратчайшаго  раз- 
П0ЯВ18  между  снежными  производящими:  ^'Л'к,  къ  тангенсу  угла  между 
ннин:  а'й\. 

Означииъ  черезъ  ^  уголъ  нормали  къ  поверхности  въ  какой  либо 
точв*  на  Ох  съ  Ог,  или,  что  тоже,  уголъ  касательной  плоскости  съ 
хОу,  тогда  изъ  (3) 

й?  1    , 
■=-  =  —  Й8 ; 

откуда,  интегрируя,  получаемъ  известную  формулу; 

.    *9Ч1  =  ^1.  (5) 

"■Д*  /  равстояше  точки  на  производящей  отъ  начала  координатъ,  т.  е. 
отъ  точки  встречи  производящей  съ  лин1ею  съужен1я. 


^.^Соо^Iе 
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Прии'Ьръ:  Опред*лииъ  паракетръ  рас11рвд*лен1я  касательныхъ  плос- 
костей по  производящей  однополаго  гиперболоида  вращенхл.  Уравнен1с 
поверхности 

^±у1-^  =  1. 

а*  с* 

Уравнен1я  пары  производя  ш,ихъ,  встр'^чающихъ  Ох: 


Косинусъ  угла  нормали  къ  пове^^хности  въ  какой  либо  точк%  (а,  у,  г') 
на  взятыхъ  нроизводящихъ  съ  Ох: 


у         о'        "Г  »' 


1  /у'е'    ,    г'а'\ 


Если  же  прииехь  во  внинаи1е  уравнения  нроизводящихъ,  то  найдеи-ь 


й/'<р  =  ^(г'+г) 


и  следовательно 


Такииъ  образанъ  исконый  иараистръ  оказывается  равнынъ  н  н  н  м  о  !> 
полуоси  поверхности. 

75.  Аксоиды  винтовыхъ  осей.  Подожииъ  теперь,  что  твердое  гЪло 
движется  произвольныиъ  образонъ.  Винтовая  ось,  вообще  говоря,  будетъ 
изи^вяться;  въ  своенъ  движен1и  внутри  тНБла  и  въ  неподвижной  сред^  она 
опишегь  цоЬ  лниейчатыя  поверхности,  носящ1я  назван1я  подвихнаго 
и  яеподвижиаго  авсоидовь.  Аксоиды  въ  каж.'^ый  номентъ  булутъ 
ин'Ёть  общую  производящую — винтовую  ось  для  данваго  момента.  Бо- 
кахемъ,  что  эти  дв*  поверхности  касаются  другъ  друга  вдоль  всей  общей 
производящей.  Возьиеиъ  какую  либо  точку  т  на  этой  производящей;  ея 
абсолютны'я  координаты  пусть  будутъ  х,  у,  г,   а  относительныя  Е,  1],  С; 


^уI,.е^::^V^^ОО^IС 
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скорость  двихев1я  т  въ  неподвижной  сред*  вазовемъ  »,  а  скорость  въ 
тЬл*  пусть  будеть  ю.  Тогда  дифференцируя  по  врекени  первое  каъ  ра- 
венствъ  (1)  §  57: 

л:  =  а:^  +  51,  +  ЧЛ.-|-^,,  (6) 


V  еоа  (»,  г)  =  а:'  =>  (аг^'  -Ь-  Й,'  +  т^ц^'  -\-  Сч,')  4"  2')1,  +  т)'}!,  -|-  '\  . 

Вырахеи]е,  заключенное  въ  скобки,  предста11.1детъ  собою  результатъ 
днфферевцировашя  форнулы  (6)  при  ^,  1],  С  постоянныхъ,  т.  е.  проэкцш 
на  ОХ  скорости  ы  той  точки  твердаго  гЬла,  которая  въ  разснатриваеннй 
коментъ  совдадаетъ  со  вантою  точкою  на  аксоид-Ь. 

Итакъ 

V  соз{с  х)  =  и  со$  (и  х)  -\-  ю  [соз .  1С,  х)  ^1  -Ь  со5  (ш,  у)  \  +  С08  'го,  к)  >,]  = 

=  и  сов  (м,  х)  -^  1СС08(  IV,  х).      * 

Цодобаынъ  образонъ 

о  соз  («,  у)  ^  и  соз  (и,  у)-^  ю  соз  (ш,  у) ; 
V  СОЗ  (V,  X)  ^  исоз  (м,  г)  4-  м;  соз  {ш,  г) . 
Полученный  три  равенства  нохно  заиЬннть  однинъ  геометрическинъ 

{„)={„)  +  («,).  (7) 

Скорость  и,  какъ  скорость  точки,  лежащей  на  винтовой  оси,  парал- 
лельна общей  производящей  аксоидовъ,  сл*д.  предыдущее  выражен1е  до- 
Базываетъ,  что  три  пряыыхъ:  производящая  (м)>  касательная  къ  подвижному 
аксоиду  (№)  и  касательная  къ  неподвижнону  (у),  лежатъ  въ  одной  плоскости. 
Другими  словами  касательныя  плоскости  къ  подвижной  и  неподвижной 
поверкностяыъ  совпадаютъ  другъ  съ  другомъ  для  любой  точки  на  общей 
производящей,  что  и  желали  доказать. 

Такииъ  образонъ  движен1е  аодвижнаго  аксоида  представляетъ  собою 
катанье  по  неподвижному,  но  катанье,  сопровождаеиое  скольжен1емъ 
вдоль  общей  производящей,  какъ  это  видно  ивъ  равенства  (7). 

Привоннимъ  теперь  геоиетрическ1я  теоремы  относительно  линейча- 
тыхъ  поверхностей,  приведенный  въ  §  74.  Дв{|  произвольно  взятыя  ли- 
вейчатыя  поверхности,  вообще  говоря,  не  ногутъ  служить  аксоидами;  изъ 
того  обстоятельства,   что  аксоиды  должны   касаться  другъ  друга  вдоль 


0|д|1|гес1 
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всей   общей  производящей,   вытекають  слДдую1Ц1я  соотношен1я    мелду 
поверхностями  и  ихъ  11оложен1енъ  другъ  относительно  друга: 

1)  поверхности  должны  быть  или  о&к  рязвертывающ1яся,  яля  об-Ъ 
косыя; 

2)  если  поверхности  об*  косыя,  то  он4  должны  им'Ьть  одинаковые 
параметры  распред^^лешя  по  общей  производящей;  линш  съуасенхя 
должны  ии'^.ть  общую  точку  на  этой  приивводящей  и  въ  этой  точв'Ё  ка- 
сательлыя  плоскости  должны  совпадать; 

3)  если  поверхности  об'Ё  развертывающаяся,  то  ребра  возврата  должны 
касаткя  общей  производящей  въ  одной  и  той  же  точк*, — иначе  Еатан1е 
сопровождалось  бы  скольжен1емъ  по  направленш,  перпендикулярному 
къ  производлщимъ 

Мы  видииъ,  что  двнжен1е  подвижной  поверхности  по  неподвижной 
во  вс4хъ  случаяхъ  вполн'Б  определенное. 

Если  вместо  прямого  движев1Я  ставенъ  разсиатривать  обращенное, 
то  аксоиды  только  пон'Ёняются  своими  ролями:  подвижной  станегь  не- 
подвижныиъ  и  наоборотъ. 

Прим'Ьръ:  Для  движен1я  равсмотрЬннаго  нами  въ  конц^Ь  §§  68  и  69 
уравнешя  винтовой  оси  были  въ  абсюлютныхъ  координатахъ: 


X  -\-  В  81п  /* у  —  1)ео8(  г 


к  '\-  соз<^о 


(8) 


а  въ  относительныхъ: 


|9) 


—  зт  ?,  С08  к/'        8ш  1ро  яги  кС  к  -|-  соз  '-ро 

гд* 

1  -^ксоз<(й 

1+й«+2Асо5«Ро* 

Изъ  первыхъ  двухъ  отношен1Й  (8)  находимъ: 

О  =  усоз( —  хзгп(. 

Возвышаенъ  теперь  ъс^  отноп1еп1я  въ  квадратъ  н  пнщенъ,  что  отно- 
шейте  суммы  двухъ  первыхъ  предндущнхъ    членовъ  къ  сумм*  ноел^дую- 


^уI,.е^::^V^^ОО^IС 


щнхъ  равно   посх&днену  отношец1Ю.  Тогда,   пользуясь  предыдущииъ   ра- 
веиствонъ,  найденъ: 

дД  ц-  у»  _  дг  ^  е^ 


В^  2)1»         *• 


'  А  8т  «ро  зЫ  (ро  (1  +  1"^  -{-  21-  сое  1ро1 

Совертенво    такинъ    же    путенъ    получиыъ    уравнен1е    лодвижнаго 
аксоида  нзъ  (9;: 

5'+>1'  _  С^  _  1 


,  Л  +  сое  ^0  (А  -Н  соя  |ро)  (1  -{-ксоз  (ро) 

зт  (ро  8*»  ?о  (*  +  *  +  2Л  ео5  щ) 

ой*  поверхности— однополые  гиперболоиды  пра1Г(ен1Я.  Параметры  распре- 
д11ешя  по  производяпршъ  у  нихъ  равны,  такъ  какъ  равны  хниныя  полу- 
оси (?,  и  1>1  (§  74). 


1уСооз1е 


Уснореи1я  точенъ  твердаго  тЪла. 

7в.  11р08кц1н  ускарен1я  точекъ  твердаго  т'Ъла  на  неподвжжиыя 
оси.  Для  получен1Я  проэкщй  ускорен1я  *■  какой  либо  точки  твердаго 
тЬлй  на  оси  неподвикнмя  стоитъ  только  продифференцировать  по  времени 
выражен1я  для  про91щ1й  скорости  точки  на  эти  направлен!».  Поэтому  бе- 
реыъ  вирахенЕя  (18)  §  68. 

х'='х/-\-Я{г  ~  *^)  — Л(у— у^; 

у'  =  у/+й(а^-ж^1-Р(«  — ^^);  (I) 

,'  =  г/  +  р  (у  -  у^)  -д{х~  у^) . 

Дифференцируя  первое  изъ  нихъ,  найдены 
«со«( на;)  — а:"-а;/+1г'(»-«^) -Л' (»-у^)+-в(»'-»;1 -«(*'-»;>■ 
Подставляя    сюда  изъ    (1),  им*емъ: 

V  сов  (V  х)  =  а;/'  +  ОЧе  —  е^)  —  ЛЧу  —  у^  + 
+  Р[Р(1  -  »^)+  вГу-л^)  +  Л(.  — г^1]— а'(»-а:>         (2) 
Для  двухъ  другихъ  осей  получижъ  такимъ  же  способокъ; 
«««.(б  у)  —  у/  +  Л'(«  —  з:^)  —  Г' (г-  «^1  + 
+  ^[Р(г-г,)  +  ^(у-у,}  +  В(1-г,)]-аЧу-у^); 
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1- сое  (г' г)  =  г/  4-  Р"  (у  -Уд)-    <?{х~Х^)-\- 

+  Е[Р{х~х^)  +  У(у  -Уд)  +  Л(*  -  г^)]  -ЙЧ^- V-  (2') 

Первые  иены  въ  правыхъ  частяхъ  равны  про8КЦ)Я1(ъ  на  яеподвнж- 
выя  оси  усЕорен1я  Ь^  полюса  А: 

Лд"  ^  »^  еоз  {Р^,  х) ;     у^"  =  Ь^сов  (г^,  у);     е^  =  г^  сов  (Гд,  л). 

Это    ускорен1е    Ь^,  общее    вс'^.иъ    точкаиъ    тЬла,    иоснтъ    назван1е 
ускорен1я  поступатв.1ьнаго. 
Сл^луюице  члены: 

<?'(2~«д)-Л(у-у,)  =  ЛЧу,-у)-(/(^д-Д 

^г'(л;— жд)  —  РСг  -  ^д)  =  р'(«^  —  г)  -  л'Сз^л  — ^); 

^"'У-  У^)  -  У'(л-1д)  =  (?Чл:д  — а:)— ;>'(!/^— у); 

по  (17)  §  II  1!редствв.1яютъ  собою  проэкщю  на  неподвихныя  оси  момента 
вокругъ  взятой  точки  (дг,  у,  г)  вевтора  (Р',  у',  Д').  приложеннаго  къ 
точк*  А.  Векторъ  (Р',  ©',  Л')  по  своей  велнчиЕЁ  равняются  геометриче- 
ской производной  по  времени  отъ  вектора  ИГР,  ^.  Я),  мгновенной  угловой 
скорости;  поэтому  векторъ 'Р',  Г/,  Д'>  мы  назовеиъ  угловымъ  ускоре- 
н  I  е  м  ъ  и  оФозвачимъ  черезъ  &    11о  своинъ  размЁрамъ  ^   сравнимъ  съ 

1 


(еднв.  врем.)' 


Усворен1е,  зависящее  отъ  2,  носитъ  название  вращательяаго; 
мы  будеиъ  означать  его  синволонъ  <■>.  Тогда 

(^  (*  -  г,)  -  ЛЧу-у,)  =  »со8(«х); 

К(x^~x^^)—  Р'(г  ~г^)  =  шсоз(9у); 

1''  (у  —  Ул)  ~ЯЧ^—  '^а)  =  «» <^о«  («•  «)• 

Иначе;  можно  сказать,  что  ускорен1е  ю  служить  скоростью  взятой 
точки  тЪа  въ  томъ  с1уча'Ь,  если  бы  т'Ьло  вращалось  около  А,  какъ  яе- 
аодвижнаго  полюса,  съ  угловою  скоростью  И  (§  64). 


■0,д,1|гейсуСоО^1е 
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ЗанЪтинъ,  что 

х  —  х^  =  рсоЖргв);    9  ~  у^  =  рсо8{ру);    я  — г^  =  рс{и(рг); 

если  р  рад1усъ  векторъ,  идущ!^  отъ  А  ко  взятой  точк^)  тЪла.  Пользуясь 
этиии  форнулаыи,  посл{1днИ1Гь  членанъ  равенствъ  (2)  ноженъ  дать  видъ: 

=  Фр  [(}08(рС)со8(Па:)  —  ео5(р  а;)] ; 

=  й^^[со8(рй)ш(Иу}  —  ш(р  р)]; 

=  а^р[со8(рИ)со8(йе)  —  соа{ре)]. 


Но,   если  (Фиг  4а)  АМ^?  в  NN  кратчайшее    раистояв1е  М  отъ 
оси  8,  то  А^^=^со8(рИ)  и  сл^Ьдовате^ьно 

р  С08  (р 2)  соз  (й  з;)  —  р  соя  (р  а;)  =  АЪ!сов  {АН,  х)  —  АМ соз {АМ,  х)  \ 

р  со8(рС)со8{Яу)  — р  со8(р  у)  =  АNсо8{АN,  у)  ~  ^Л^соя  <АМ,  у); 

рсоя(р2)со8{аг)— рсУ8(рг)  =^Л'со5{^Д  г)  ~  АМсо8{АМ,  х). 

Правыя  части  представляютъ  собою  проэкщи  на  оси  геожетричесвой 
разности  векторовъ  ^4^"  и  АМ,  т.  е.  вектора  МN. 


^д|,.е^с^V.^100^IС 


Г.1.  п  §  Т7.  УСК0РВВ1Н  точххъ  твар.  т«лд.  129 

Поэтому  мохетъ  ваписать: 

=  Й^  ЛГЛ"га5  {МN,  X   =Нсо8  (А,  х)  ; 

*^\Т{x-x^,^-\-Я{у-у^.'\-к(^-г^)\-^^^у-у;\=^ 

—  Й* МNсо$ (Лт  у)  =  кш (А,  у) ■ 

В[Р(х-х^)-\-д1у-у^)-^В{й-й^]-ИЦе-г^)  = 

^й*МХсо8(_МХ,  г)  =  Кш{к,е). 

Ускорея1е,  обоаначеыаое  нами  к,  иоснтъ  вазмте  цеятростреми- 
т  е  л  ь  н  а  г  о;  оно  равно  квадрату  угловой  скорости,  уняохенноиу  яа  раз- 
етоян1е  точки  отъ  игвовеяной  оси,  и  яяпраиено  по  этому  кратчайшему 
разстояв1Ю  къ  оси. 

Такииъ  образоыъ  окончательно  нахолянъ: 

г"  СОЛ  (»  ж)  =  г^  еоз  (р^  ж)  +  »  соз  (*их)-\~Н  сов  (А  х) ; 

Ьсоа{Ь  у)  =  V^со8{V^^  у) -\-  1лсо$(шу) -\-  ксоа{ку);  (3) 


т.  е.  ускорен1е  какой  либо  точки  твердаго  т^а  равняется  геометрической 
сум1гЬ  трехъ  ускорен1й — поступател ьнаго,  вращательнаго  н  центрогтреми- 
тельпаго. 

Иначе  (Фиг.  48)  ускорен1е  точки  М  выражается  д1агональю  пара- 
леллепицеда  МаЬс,  ребра  котораго  равны  тренъ  вышеупомянутынъ  уско- 
решяиъ:  Ма^е^;МЬ^1а=:ИЬ,  гд4  8  1)азстоан1е  М' отъ  оси  Ц  МЬ  на- 
прквлеио  перпендикулярно  къ  плоскости,  содер  ^[а1цей  Май;  Мс  =  МК.  И^ 
и  ндетъ  по  NN  къ  Н. 

17.  11роэкц1н  ускорен]я  точекъ  твердаго  т'1и1а  на  оси  немяш'Ьнно 
п  г|домъ  сваяанныя.  Выражен1я  (3)  умнокаемъ  соответственно  на 
К'^„  «„'складываемъ  и  находимъ 


Ье08(Ь  5)  —  V^^со$(V^^)  -{-  «со«{»2)-{- Ато8(АЕ). 
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Зд1сь 

^:^^  ш  (^^  -)  =  з:/  *»  +  у^"  >#  Ч"  ^^'Ч ; 
» (»8  (»  6)  =  [«'(«  -  »л)  -  "''»  -  »л>]  >,  +  [  Д'(г  -  г^  —  1'Ь  -  »^)]  1,+ 

+  [И, -у^)-<;<'Сг -«,)]».; 

-!!'[&-  «д)  >-  +  (.V  -  л)  >,  +  («-  V  >.1  • 

Въ  1!ыражен1и  д.ля  ускорен1я    вращательнаго  аа1г6нихъ  кякелыЙ  изъ 
1:осивусовъ  X,,  )1у,  X.  черезъ  четыре  но  (5)  §  58;  тогда  наЦденъ: 

[<^^^x~0^)  —  Е'^у—1/^](^I^\.~|1.^,)'\-{1^\x—я:^)~Р'^^—г^Ш^I■.^,—^^^^^^)'^ 

-{-[1''(У  -  9л)  -  Я'(х-х^)]{)1,-*,~)1.,У,)  = 

-(^•'V.^-'?'V,^-  7г'у.)[^т-.г,)  11,-1- (у--!,^)  [1,-1- (г  -  г,-)11Л. 
Мы  уже  иы'!^и  случай  уб'!^л>1ться  (§  72)  въ  рявенствахъ 

Крон'Ь  того  зам1|нииъ  абсолютные  координаты   относительными  по 
(4)  §  57;  тогда  окажется 

М  С08  (0>  3)  ^  у'ч  г\  . 

Наконецъ   вводииъ   относнтельныя    координаты  и  величины  ]1,  д.   г 
въ  уско1>ен1е  центростремительное: 

^(х-х^)  -Ь  я ^У-V,'^  +  л ^^-'^^)  =  Ирш (14 р)  - 3'\  -^  ^г.  +  г'. . 
МЛН  р  =  ^Гх~ х^)'  +  (у- у^)»  +  (я  —  *^)г. 

Соединяя  полученные  реаультйты  въ  одну  формулу,  найдемъ: 

;г».,(б;)-х/»,+,;'<,  +  г/»,+,';-/г,+,,о-=+„+,-:)-а!'.   (4) 
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н,  конечно,  еще  два  вырйжен1я; 

( 
^со|:<^  !)=л:/V,+^/V,+гд"V,^-1)'ч— 4';  +  г(у;+4Г,-)-г;)-СЙ'. 


т 


78.  Центръ  усвореи1й.  Приравняенъ  вулю  правыя  части  выражен1й 
(2).  Тогда  мы  ои1)ед*.1и11ъ  координаты  хп,  Но,  Хо  такой  точки  твердаго 
т1;.1а,  которая  въ  ра.11'натриваемый  ноиентъ  не  И1гЬегь  ускореЯ|Я.  Оня 
воситъ  на-чвдв1е  це  нтра  ускорен1Й.  Уравнен1Я  для  координатг  центра, 
^ли  изм1:нинъ  поря.10къ  ч.ленонъ,  ножеиъ  написать  такъ: 

(р>  -  ^е^  1х,  -«,)+№«-  К)  (.V.-».,) + (рл + ф  и,-,;)  -  - «/': 

(РЯ-  Л') (1;.— 1^1  +  («>  -  И')  (и-уд)  +  ((?«-  И  («.—V у/';    (5) 

шр—о'}  (1.-1,1+  дал + Р')  (»о-»,>  +  ( Л'  -  ^')  (г.-«,)  -  -  г/- 

Опред^лнт&ть  Л  зтихъ  уравнев1й  разлагаенъ  на  сумму  нрост1|йн1ихъ; 


Р'  —  а'     Р^-К'      РВ  +  {>' 

рд+Е'     <^>—Ч'    <^в-Р' 

РВ—^'     ^Е  +  Р'      Л'— й' 


+  Р 


Р    -Л'        (/  1 

С   -а-    -р-!  +^ 
л      р'    -а' [ 


-«' 
-й'    р      в' 

Л'      <<    -Р" 

-9'     л   -й' 


-Л'      «' 
-а»  — р 

Р"     —  й! 


+  ^' 


-И'     -  Л'     р 

Л'    -й'     « 
-«'       р'     л 


3.1^сь  ны  не  пиигенъ  вовсе  опре.'(^.1нте.1ей  съ   равными  столбцами, 
тикъ  какъ  они  обращаются  въ  нуль.  Теперь  уже  .легко  вычислить,  что 

^~.(рр'-^-^^(^■-^-ЕЕ'|'—^р'+^'+Е')(р'--^-(^^'+II"I= 

-  —  №Л'  ~  Е</)'-',ЕР'—РЕ')'  —  (Г'/  —  ^1')' . 
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Опред^итель  А  становится  нулемъ  лншь  для  схЬдупщнхъ  частвыхъ 
случаевъ:    1)  р  =  д  =  В  =  0  или  «=  0;  2)  Р'  =  д'  =  Л'  =  0  или  а=0 

м  3)  ^й1  ^™  "^  =™  "Б?  ■  Если,    крон^  того,   соблюдеао    соотв{|тственно   одно 
г       (^       Л 

изъ  услов1Й: 

^/'Р-\'У^'Я-\-'^'1^  =  ^    или    ж/ РЧ-у/ *?'  +  <«'  =  О,      (6) 

то  мы  найдемъ  ие  одинъ  цеитръ  ускореЕ!1б,  а  безчислеиное  множество, 
леасащихъ  на  пряной  параллельной  либо  оси  Ы,  либо  оси  &!.  Такое  обстон- 
тельство  им'Ьетъ  м^Ьсто  напр.  для  двихеи1я  т^ла  параллельно  плоскости. 
Если  же  для  перечисленныхъ  случаевъ  услов1Я  (6)  не  соблюдены,  то 
центра  ускорев1я  кЬ.иъ. 

Въ  общенъ  случае  А  всегда  меньше  нуля,  и  сл'Ьд.  существуетъ 
только  одна  точка  (хц,  уо>  'о'>-  Возьнемъ  ее  за  полюсъ,  тогда,  вычитая  (б) 
изъ  (2),  для  ускорен1я  произвольной  точки  гЬда  получкнъ  выражения: 

Ьеоз{Ь  х)  =  Я' (г—г^)  -  :Е  {у-уо)  Л-  Г[Р(х—х^)  ^  Я{у-у^)  Л- 

-1-Л(г— ^о)]  — а^аг-з:,,); 

•осо8{Ь  е)'=Р'(у—у^)—<^{х-Ха)  +  В\Р(х—ха)  ■\-  Я(у—уо)  + 

При  такомъ  выбор'Ь  полюса  останутся  лишь  два  составллющнхъ 
ускорен1а — в ращательное  и  центростремительное. 

Какъ  мы  уже  аан'Ьтили,  для  движения  т^а  параллельно  плоскости 
существуетъ   не  одинъ  центръ,  а  ц{|лая  ось  ускорений:   въ  каждой   изъ 
пара-тлельныхъ  плоскостей   найдется  по   центру.    При   соотвЬтственнонъ      ' 
выбор1^  осей  (§  70)  выражеп1я  для  проэкц1Й  ускорения  какой  либо  точки      I 
тЬла  теперь  будутъ  по  (27)  §  70:  I 

I 
V С05  (V  х)  =  л^д"  —  Ч"  (у  —  у^^  —  Н'^ (х  —  x^^);  | 

Ьсои{Ь  у)  =  !/^"4-  •»"  <^-~^л)  -  ^'Ну  —  У^Ь  I 


^уI,.е^.^С0О31с 
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Если  координаты  центра  ускореи1я  для  р&зснатриваемой    плоскости 
00  прежнему,  Хо.  уо.  то  ви'бсто  предыдущмхъ  ураБнеи1Й  ножеиъ  нвписать: 

Ьсо8{1'  х)=  —в" (у  —  у(,)  —  (''^(■'' — ^о); 

(71 
V  Г0№  (У  у)  =       Ь"  {х  —  Хо)  —  Ь'-  (у  —  уо) , 

Цеитръ  ускорен1й  всегда  сущеетвуетъ,  если  только  Ь"^-\-Ь'*  не  нуль, 
Возвышая  въ  квадратъ  (7)  и  складывая,  находкиъ: 

г=  =  гЧв"Ч-в'*),  (8) 

[д-Ь  г'  =  (х  —  х^У  -|- (у  —  Уо)^'  Ускорен1е  возрастаетъ  проаорц10на.тьно  рав- 
стоин1ю  точки  отъ  центра  усЕ0рев1Й. 

Дал1«,  умножаемъ  (7)  соотв4тственно  на  сое  (.га)  = "  нлм(гу)  = 

=  '—^,  получаеиъ 

Отсюда  и  нзъ  (8)  им'^нъ: 

й'1 


С08{Ь  г)=  - 


у/гг-1-вч 


т.  е.  уголъ,  образуемый  ускорен1емъ  любой  точки  фигуры  съ  рад1усоиъ 
векторомъ,  соединяюп^имъ  эту  точку  н  цеитръ  ускорен1й,  одинаковъ  для 
кгЬхъ  точекъ. 


1уСооз1с 


Отноштельиое  движен1е 

^9.  Двнжен1е  точки  абсолютное  ■  отноеятельное.  Дв1жея1е  пе- 
реносное. ПредстАвииъ  себ^,  что  точка  т  движется  одновреиеано  въ 
дьухъ  неиаи'Ьняеныхъ  средахъ  в  и  2).  Положен1е  т  въ  5  и  I)  опред'Ь' 
ляется  съ  помощью  системъ  осей  ОХУХ  и  А5Г2,  иеизи'!Ёняо  съ  т^1ами 
5  и  I  связанныхъ.  Среды  2  и  5  движутся  одна  въ  другой.  Когда  нанъ 
дано  двнжен1е  тЬла  2  въ  тЬл*  5,  то  двизсен1е  точен  т  въ  I  называется 
двнжен1еыъ  относительным ъ,  а  двкжеше  т  въ  18^  абсолютным ъ: 
данное  же  движенве  ^въ^^  нереыоснынъ.  Наоборотъ,  когда  нав^етни 
двнжен1е  среды  5  въ  сред*  2,  то  движен1е  ж  въ  8  будетъ  относитель- 
нынъ,  а  движен1е  т  въ  2  абсолютнымъ.  Очеиидно,  если  движен1е  пере- 
носное въ  первомъ  случа*  лрвнемъ  за  прямое,  то  переносное  во  второыъ 
случа*  будетъ  обращенным  ъ.  Такимъ  образомъ  совершенно  отъ  няшей 
ТОЧЕН  зр^1;н1я  зависнтъ,  которое  нзъ  двухъ  динжон1Й  точки  т  вазват!. 
абсолютнымъ,  которое  относительнымъ. 

Для  лальвМша1'0  из.10жен1я  условимся  полагать  даннымъ —движен1е 
т1!ла  2  въ  сред'Ь  5.  Тогда  связь  между  тремя  вмшеупоианутыни  движе- 
Н1ЯМИ  определяется  формулами  (1)  §  57: 

*  =  ^л  +  ^^■^-^^I*x  +  СV^; 

,'/=Ул  +  ^*»  +  ']»^+=^»;  (1) 

если  X,  у,  и,  и  €,  1),  С  координаты,  абеолютныя  и  относительны  я, 
точки  т  относительно  осей  0ХУ2  и  АаГ2,  а  х^,  у^,  г^,  А^ , . . .  -ч,  коор- 
динаты т4ла  2  относительно  среды  5. 

^уI,.е^с^V.^100^IС 
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Иэъ  ураннен1Ё  (1),  находииъ  для  ё,  т),  ч,  вакъ  уже  яжкля  въ  (4) 
1:  57,  тав1я  выражения: 

:  =  (л  -  з^^)V,  4-'у  — Ул)Л  +  и  — -^а'^'- 

Формулы  (2)  рФшаютъ  вопрооъ  о&ь  0П[)едГ..1ен1и  относительнаго 
ДНИЖСН1Н  точки  по  даннынъ  абсолютноиу  и  переносному.  По  форнуламъ  (1) 
находится  абсолютное  движенЕе  точки  во  даннмиъ  относительному  и 
переносному.  Определить  переносное  движен1е  по  абсолютному  и  относи- 
тельному движен1Ю  одной  только  точки,  вообще  говоря,  невозможно,  такъ 
какъ  двикеи1е  твердаго  ткяя  определяется  шестью  функц1Я11и  времени, 
шестью  независимыми    координатаии  т11ла,  а  )равнен1Й  (1)  у  насъ    всего 

три. 

Прии:Ьры:  1)  Движев1е  пйра.1лельно  плоскости.  Среда  ^  совершяетъ 

Кардановское  двикен1е: 

х,=  Всоя{а);     у^^■=  М8т{({У,     Н  =  2к  —  /"{{). 

Абсолютное  движен{е  точки  дано  уравыен|ями: 

х^ВеозГИУ,    у^ВппПО. 

Уравнен1яни  относительнаго  движен1я  будутъ: 

■.  =  {1)  —  Я)со82(кг);     7]=(0  — й)«ш2/'(«. 

Относительная  траэктор1я  окружность:  $- -1-11^  =  (Л  —  Л>'. 

2)  Среда  I  вращается  около  начала  координатъ  О,  какъ  около 
неоодвижнаго  полюса: 

^^^  =  ^^А  =  ^А  =  ^^^    ?  =  *;     Ф=/"и);     в=АА(). 

Относите.тьное  движен1е  точки  т  дано  уравнен1яии: 

%  =  Всоя  ЩЬ) ;     г,  =  —  Л  8?«  Ьар) ;     С  =  0. 

Абсолютное  движен1е  будетъ  такое: 

X  =  Л  сое  а  сое /"(0;    у  =  Л  С08  я.  8т /"(();    ^  =*  —  Нипч. 

0,д,1|гес1оуСо0^1е 
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Уравнения  абсолютной  траактор1и: 

^^  +  У^  +  ^'  =  Л^;    г  =  —  Д  в1«  в . 

80-  Завяеавость  между  екороетяаи  абсолютнаго  н  отноеятель- 

наго  двнжея1я  точки.  Диффереи1|,ируя  по  времени  формулы  (О,  ннйленъ: 

у' = 5\  +  7]'11.  +  :\  +  (у;  +-  йк'  +  '.)ч'  +  ^ь') ;  (З) 

,'  =  5'),.  +  т,%  +  СЧ  +  (^/  +  Е1.'  +  4)1,'  +  ;>/) . 

Вырая[ен1я,  стоящий  въ  свобкахъ,  нредста&ляютъ  собою  реиу.1ьтаты 
дифференцирован1я  (1)  при  ^,  Т1,  ч  постоянныхъ,  сл1Ьд.  это  ироэкцш  ня 
оси  скорости  той  точки  твердаго  ткля  2,  которая  въ  разсматриваеный 
ионентъ  совпадаетъ  съ  движущеюся  точкою  т.  Такая  скорость  называется 
переносною,  и  мы  ее  обозначннъ  к.  Если  скорость  точки  т  въ  еа 
абсолютнонъ  и  относительноиъ лвижен1яхъ  означимь  соотв'бтственяо  V  и  ы 
и  зам4тимъ,  что:  меп«(«Ё)  =  2';  исо8(«Г))  =  ч';  мсо8(«С)  =  С';  то  получен- 
ныя  равенства  (3)  ножемъ  переписать  такъ: 

х'=  ^Iсоз{Vx)=  нсо5(ид;)4-  ггсозигх'^: 
у'  =^  V  С08  (V  у)  =  и  сов  (и  у)  4"  1Р  соз  (к  у) : 
г'  =  Vсоз{V^:}  =  исов'пг  -Ь  «'СадСи'/) . 

Или,  короче, 

Гг)  =  (и)  4-  ('"'■ 

Абсолютная  скорость  точки  равна  геометрической  суим'^  скоро- 
стей относительной  и  переносной. 

Тотъ  же  результатъ  можно  получить  и  геометрическимъ  путемъ. 
Движущаяся  точка  т  (Фиг.  49)  опвсываетъ  внутри  т*ла  X  относительную 
траэктор1ю  ттхшг...  Эта  кривая,  неизиЪнео  связанная  съ  т*ломъ  2. 
движется  вн'Ёст^  съ  ^  въ  сред'Ь  .З*. 

Различный  точки  кривой  т.т!,  шг,. . .,  въ  воторыя  приходить  дви- 
жущаяся точка  т  для  моментовъ  ^,^\,^2•■■,  перемещаются  въ  сред*  6' 
по  яйхоторымъ  траэктор1нмъ  тт  ,т\т\' ,т^т-;р , . . .  Такимъ  образомъ точка 
«I  для  моментовъ  /,  ^.(г...  въ  средЬ  .§  будетъ  занимать  положея1я 
т,  т/,  та", ...,  и  ея  абсолютная  траактори  тт/тг".. .  оересЬкаетъ  д1аго- 


^уI,.е^::^V^^ОО^IС 
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на.1Ы1о  с^ть,  соетоящую  иаъ  разлияныхъ  иодожеиНк  въ  1'ред1&  <$  относи- 
тельной траэкторш  «Жь  да'»»!',  «•"мг",..  я  путей  тж',  »П1»1'.  МгШг"...  въ  Я 
г1хъ  точекъ  тЁла  2),  которыя  лежать  на  относительной  !гра8КТор1й.  Векторы 
мт]',  тт1  и  т|П|'|  прсдставляютъ  собою  перен'Ьщешя  точки  т  въ  абсо- 
.штнонъ  движенш  (тт/)  и  въ  относительноыъ  {тт^),  а  также  перен^^- 
шен1е  точки  т^  т^ла  2  (т]»)!').  Три  эти  вектора  образуютъ  замкнутый 
треугольникъ,  т.  е. 

(т  т!*»  =  (т  М])  -1-  (»»|  т/). 


Написанное  равенство  останется  справедлипынъ  и  тогда,  когда  всЪ 
векторы  раад^Ьлииъ  на  ^1  —  {.  Отсюда  захлючаеих,  что  и  предельный 
веггоръ 

булет-ь  геонетрической  сунной  пред'Ёльныхъ  векторовъ 

„  /  «Ют!   \  ,,  /М1»И1'\ 


-  даетъ  (§  41>  абсолютную  скорость  точки  т  для  но- 

,  предстакляетъ    собою   относительную    скорость   т 

для  того  же  номента.  Наконецъ,  въ  пред4л4  точка  »И|  сливается  съ  т, 
н  сгЬд.  посл*дн1Й  пред^лъ  служнтъ  скоростью  пе11еносиой.  Такянъ  обра- 
зонъ  высказанное  лолохеи1е  доказано. 

81.  Свянь  между  ускорен1янн  точки  въ  абсолютнонъ  и  отноен- 
тельионъ   двнакен1яхъ-    Усворен1е   поворотное.   Теорена   Кор1олмеа. 

Ускорен1е  точекъ  твердаго  т^бла  находится  пр1е1сонъ  гораздо  бол^Ье  слож- 
выиъ  (§  76),  ч^ъ   скорость,    за  нсключешенъ   случая  движеН1Я   посту- 


^.^Соо^Iе 
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пательняго.  Поэтому  и  свяяь  нежду  ускорвя1яни  абсолютнымъ  и  отвоси- 
тв.1ьиыиъ  не  будетъ  столь  простою,  какъ  для  скоростей.  Дифференцируя 
по  времени  равенства  (3),  найдеиъ: 

!,'-<■% + г;  V, + :'\ + (!,;■ + й/ч-чц/ч-;-.,»  1+2  цу + ч'1ч' + "».'1;  (6 ) 
/'-;"»■  +  ч% + ;'Ч + («;■ +а,"+,|.,■ч-!;V,»,+2  рг' + V».'  4-  :'^]. 

Выражен1я,  стоящ1я  въ  круглыхъ  скобкахъ,  получаются  изъ  (1^ 
двойнынъ  днфферсицирован1еиъ  по  времени  при  Е,  ч,  С  иостоянныхъ,  ел'Ьд. 
они  слуасатъ  проэкщями  на  оси  усЕоретя  той  точки  твердаго  т^ла,  ко- 
торая въ  разсмптриваеиый  ноиентъ  сивиадаетъ  съ  движущеюся  то'1ееон>  т. 
Это  ускорение  называется  нереногнынъ;  означимъ  его    №. 

Формулы,  заключенный  въ  пряиыя  скобки,  сравнинъ  съ  (2)  §  64. 
даюошни  проэкд1и  вращательной  се01)ости  точекъ  т^ла: 

Какъ  видимъ,  приведенныя  выражения  отличаются  отъ  раасматрн- 
]<ае»ыхъ  лишь  т'Ъмъ,  что  въ  нихъ  стоятъ  5,  т;,  С  вмЬсто  2',  1]',  С;  сл'Ьд. 
110сл^ди1е  члены  равенствъ  (5)  иредстав^1яютъ  собою  удвоенную  враща- 
тельную скорость  точки  твердаго  тЪла  съ  коощинатани  V,  г/,  С.  Иначе 
говоря,  ностроинъ  изъ  полюса  А  годографъ  относительной  скорости,  тогда 
разбираемыя  выражен1я  даютъ  вращательную  скорость  точки,  чертящей 
зтотъ  годографъ.  Самому  ускорен1ю,  о  которомъ  мы  говоримъ,  рЬдко 
даютъ  особое  назваше,  обыкновенно  ускорен!»  равное  и  противоположное 
ему  яааываютъ  новоротным ъ.  Мы  обсчначинъ  поворотное  черезъ  1% 
а  ускорен1е  точки  въ  движен1яхъ  абсолютномъ  и  относительномъ  пусть 
будутъ  V    и  I».  Тогда,  яам'Ьчая,  что: 

«С05(мЕ1  =  2";  м  го5(и>1)  =  1)'';  н  С(»к(м  4)  =  '";  (0) 

равенство  (5)  перепишеиъ  такъ 

Ьсо8(г1  х)=  ы<ю8(и  х)-\-»)СОб{№х)  —  ксо8{_кх); 

Ьсоз(^  у)=  исоз(н  у)  А-  ксов^юу)  —  Ь  сое  (Я- у); 

Ьсо8{о  е)  ~  йсо8{и  г)-\- №С08(юе)  —ксое{кг)  . 


.^.^С0О^1с 
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или,  короче, 

Абсолютное  ускорен1е  точки  равниется  геометричеткой  суин'Ь  уско- 
р1'Н1й  относитйльнаго,  оереноснаго  и  обратнаго  поворотной  у. 


Это  ноложеше  носить  па»вате  теоремы  Коршлиса.  Въ  справедлн- 
ности  ея  иожво  уб'Ёдиться  и  изъ  геометричесвихъ  соображен!Й.  Точна  ж 
(Фнг.  50)  за  иронежутокъ  врехени  М  пврен'Ьститса  но  относительной 
траэктор1и  въ  точку  т';  за  тоже  крени  точка  твердаго  т1|ла,  совнадавшад  съ 
т  передвинется  по  своей  траэктор1и  въ  пг,.  Иостроимъ  скорости  и  к  ю  отно- 
сительааго  и  ве1)еноснаго  двнжец|й  и  отложниъ  на  нихъ  длиаы  гни  и  т^V, 
(-(ютв^тственно  равный  и^(  и  1рА1.  Если  бы  движение  переносное  было 
][оступательное,  то  относительная  тра9ктор1я  и  нензи'Ённо  съ  нею  связан- 
аый  векторъ  ти  заняли  бы  положен1я  М]  ж;  и  т,!1,  нараллельныя  нер- 
вонзча.1[>ныхъ.  Но  вс.1'6лств1е  вращательнаго  Д11ижен1я  векторъ  шх  г 
повернется  около  нгновеняой  оси  Шу  ^  полюса  зщ  на  н'Ёкоторый  безконечно- 
калый  уголъ  е=:ЙД;,  если  В  хгновснная  угловая  скорость  для  разсна* 
трнваеиаго  момента.  Абсолютная  скорость  г.  по  предыдущему,  изобразится 
11агона.тью  пара,тле.10грамма,  построеннаго  на  м  и  IV,  сл'Ьд.  векторъ  тс 
равняется  ь  \1.  Есш  шединимъ  прямыми  точку  и  съ  т',  ю  съ  пц  и  V 
'■ъ  т/,  то  получимъ  стрелки  (§  49)  д.1я  движенШ  относительнаго,  нере- 
носнаго  и  абсолютнаго.  Зам'^чаенъ,  что 

Но  »я  =  №»(!;    Э'"/  ^  ^'"г  ^  ^^^^'\  въ  пред'блЬ  ^т^  параллельно  аж;. 

Дал'Ёе,  ар  представлнетъ  собою  перем'Ёш,ен1е  точки  а  нсл'Ёдств1е 
''1ащен1я  т'Ьла  вокругъ  оси  т1Й  на  уголъ  г,  слЬд. 

ар  =  8 . (М1  а . 5(Я (т]Й,  «1  я)  =  В .  » . в'ш (й,  н) .  М^. 

0|д|1|гес1  зу  СлОО^  I С 
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Но  (4)  §  49   для  получен1Я  ускорен1я    надо  стрелку  разд*лнть     яа 
2-" 


;  Д^^  Сделавши  это,  найденъ 


,  4'' 


(-^)  +  (^')+["'«*<"»'1- 


Въ  правой  части  равенства  лолучаеиъ  въ  пред^^л^!>  ускорен1е  переносное 
и  относительное,  посл'&дн1й  члевъ  представляетъ  собою  ускорен!е  обратное 
поворотному.  Такимъ  обравомъ  теорема  Корюлиса  доказана. 

Изъ  выражения 

видинъ.  что  поворотное  усвореше  нсчезяетъ,  1)  если  переносное  движение 
поступательное  (Й^О);  2)  если  относительная  скорость  параллельна  мгно- 
венной оси  переноснаго  двнжеН1я  (в>к(й»)  =  0);  3)  ести  точка  находятся 
въ  относительномъ  покоЬ  (и=  0). 

1|ро8кц1и  усЕорен1я  к  на  оси  легко  получаются  изъ  фориулъ  Эйлера 
(б>  §  64  н  (11)  §  66,  если  въ  инхъ  эан^Ьвить 

X — х^,  у — ^у^,    е — *^    черезъ    нсо$(их),   иеоз^иу),  и  сов  («г); 

5     ,      '|     ,      !        черезъ  2'       ,  г,'      ,         С        ; 

такъ  как'ь,  по  предыдуп;ену,  иоворотное  ускорен1е  пряно  противоположно 
удвоенной  вращательной  скорости  точки  съ  относительнынн  координатами 
V,  т/,  С,  т.  е.  съ  рад1усонъ  векторонъ  м-  Такиыъ  обраэоиъ  ин'!§е11ъ  съ 
одной  стороны  по  §  64 

ксоз^кх)  =  2[11исоз{иу)  —  (^  и  саз  (и  г)]'. 

ксоз{ку)  =  2[Рмсо8(м  г)  —  Висоз{их)] ;  (9) 

}ссоз{к  я)  =^2[(^нсоз(их)  —  Рнсоз(иу)]; 

а  съ  другой  по  (12)  §  66: 

ксо8(к^)  =  2(м1'  —  д;'): 

ксо8{ктО  =  2(1А'  —  г^'); 

0,д,1|гес1оуСо0^1с 
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Прнм'Ьрг:  Пусть  среда  5  яеивн'Ьнно  соедннева  съ  ллосжостью  аеиной 
орбнты,  а  среда  2  съ  эеидею.  За  лолюсъ  А  береиъ  какую  вибудь  то»у 
на  зехиоб  поверхности.  По  горизонтальной  плоскости  Н  С^иг.  51),  про- 
ходящей черезъ  А,  движется  в'ЁЕоторая  точка  (1  съ  ускоренйенъ  равныыь 
ускорен!»  точки  А,  т.  е.  поступательной  части  переносваго  ускорен1л. 
Оаред'Ьлннъ  проэкц1ю  на  плоскость  Н  относительняго  ускорен!»  точки  ц. 


Угловая   скорость  земли  О  направ.1ена   параллельно  аенной  оси  къ 
южному  полюсу  и  по  величиН'Ь 


86164,09         '  "    секун.  сред.  врем. 

Если  точка  ^1  не  удаляется  отъ  А  на  значительное  раэстоян1е,  то, 
00  малости  и,  цевтростренительною  частью  переноснаго  ускорен1я,  про- 
порцшнальною  №,  мы  моженъ  пренебречь.  Ускорев1е  вращательное  нуль, 
такъ  какъ  &  постоянна  (прецесси  ннутаЦ1я  въ  раэсчетъ  не  принимаются'. 
При  такихъ  обстоятельствахъ  все  иеревосное  усворен1е  сводится  къ  одной 
поступательной  части. 

Прилагая  теорему  Кор10лиса  видимъ,  что  абсолютное  ускорение  со- 
11ра1цаетси  съ  переноснммъ,  и  сл'Ьд.  относительное  ускорен1е  равняется 
олвоху  только  поворотному. 

Пусть  точка  А  въ  с11верноиъ  полушар1и.  NА,  мгновенная  ось  полюса 
А,  ваправ«1ена  по  оси  Н11>а  къ  южному  полюсу.  Если  ЛЕ  вредставляетъ 
отвосительную  скорость  м  точки  ц,  то  поворотное  ускорен1е  изобразится 
векторомъ  ЕС,  перпевдикулярнынъ  къ  плоскости  АNЕ  и  идущимъ  такъ, 
икъ  показано  на  чертеж'Ь;  при  тонъ 

ЕС=2^^а8^пЕАN. 

Проведемъ  дв4  вертикальныя  плоскости  АNВ  и  ЕВN;  первую  — 
мерид1анъ — черезъ    ось    м1ра,  вторую    перпендикулярно    къ   А  Е.    Тогда 


1уСооз1е 
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Проэкц1я  ЕС  на  плоскость  П  равняется  ЕС .  соя  СЕВ  =  ЕС .  яш  КЕВ. 


8тЕЛК=  -пгт;    8тКЕИ=  ^ттг^ 

АУ  ЕК 


ЕС .  со>^  СЕВ  =  2Йг(  ^  =  29.»  зш  X . 

А^  . 

Оказывается,  что  про'.4кц>я  относительнаго  ускоренЕя  перпендикулярна 
къ  относительной  скорости,  направлена  л^я  с^вернаго  иолушар1я  въ 
правую  сторону  и  по  величин'^  пропорц1ональна  относительной  скорости 
и  синусу  широты  м^Ьста. 

82.  Двнжеп!е  твердаго  т1)ла  относнтельное  н  абсолютное.  Дви- 
жев1е  перевосвое.  Пусть  твердое  тЬло  Т  движется  одноврекенно  въ 
двухъ  средазъ  5  и  2.  11олокен1е  Т  относительно  5  и  2  определяется 
съ  помощью  трехъ  систеиъ  координатныхъ  осев:  ОХУ^,  неизн^Бнно  свя- 
занныхъ  съ  6^,  ЛЕГ2,  неизн'Ьнно  связанныхъ  съ  1  и  ВаЪс,  вензи^нно  свя- 
ваиныхъ  съ  Т.  Среды  б  и  I  движутся  одна  въ  другой.  Если  намъ  дано 
движен1в  2  въ  1$,  то  двишев1е  Г  въ  2  называется  относительным  ъ, 
диижеше  Твъ  5  абсолютный  ъ,  а  движете  ^въЯ*  переноснынъ. 
И  адйсь  опять  зависнтъ  отъ  нашей  точки  зр^н1н,  которое  изъ  двухъ  дви- 
аЕен1й  тЪла  Т  назвать  относительнынъ,  которое  абсолютныиъ.  Въ  одноыъ 
случа'Ь  переносныиъ  служитъ  движен1е  ^  въ  ;51,  въ  другоыъ  обран^еннос 
движение,  т.  е.  движете  1$  въ  X.  Въ  дальнгМшемъ  ны  прниинаеиь  за 
переносное  движете  X  въ  ;Ь'. 

Положен1е  гкаа  2  въ  5  опред1;ляется  двенадцатью  координатами 
2):зг^,  Уд,  г^,  >1,  1^,...у,.  Значен1я  икъ  намъ  уже  известны  (§  57).  По- 
добнынъ  образоиъ  для  т*.1а  Т  координатами  относительно  8  и,ти  абсо- 
лютными служить  ве.1ичины: 

^В^   -''в'   ^В'   "■"   "„....с, , 

а  координатами  3"  относительно  2  и.1И  относите. 1ьными  Йудутъ: 

Е       т        '        3       1  ч 

-В-    '1Я'    -в'    '■•■    ^Ь.'-'^е- 

Уд*сь  5д,  гур,  1^;  Хд,  Уд,  ^д  —  координаты  относительный  и  абсп- 
лютныя  начала  В  осей  ВаЬс,  нначен1я  же  1Нмво.говъ  для  косинусовъ  яснн 
ияъ  нижеследующих ъ  схемъ: 


0,д,1|ге^с^^.^.ОО^1С 
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ь^      ъ. 


''.            11. 

V. 

'(.          }^ь 

VI 

к      1       Цс 

^с 

|__ 


Зависимость  жеждг  абсолютными  и  относительными  координатами  2' 
такова: 


С,  =  ).>.  +  Л:  1*. +  ■«■■■«.- 

Иэъ  этихъ  равеиствъ  вытеваютъ  имъ  равносильныя: 

5, = (»,  - 1^)  >,  +  (у.  -  9^ »,  +  (г,  -  «л»-  ; 
).  —  Х.Л  +  К",  +  '>■.<•■■■ 

Чс  ^  >«Сл   4-  Ч^С,   -\-  У,  С,. 


(М) 


(12) 


Или,    наконецъ,   привеленпынъ  соотношен1янъ  иоженъ  дать  такую 


ф«р<Г: 


I,  —  I,  —  5,(1.а.  +  ).,Ь.  +  1,ь)  —  г„(|1.п,  +  11»''.  +  л,с.)  — 


>.  —  >.о.  +  1>6»  +  1-е.; 


(13) 


Формулы  (11)  р*щаютъ  вопросъ  о  нахождении  абсолютнаго  дви- 
хенц  т^ла  Т  но  двнныиъ  относительному  и  лереносвоку-  Выра1кеи1я  (12) 
опрел^ляютъ  относительное  двияеше  по  даннынъ  аб<.'олютному  и  нере- 


с.у|,.е^с^Сс')0^1с 
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носаоху.  По  послФдции'ь  равенстванъ  иЗ)  находится   переносное  дви~ 
жев|'е  по  данныиъ  абсолютному  и  относительяоиу. 

Прим'бръ:  Движен1е  параллельно  плоскости.  Тогда,  если  оси  02!,  А2, 
Вс  выбраны  ш>  нормали  къ  семейству  иараллельныхъ  плоскостей,  то  им 
можемъ  положить 

Абсолютное  движен1е  дано  уравнен!ями: 
ж,  =■  ВсФ82{;     Уд  =  ВзтЧ^: 

гд%  /"=/"(/)  произвольная  функщя  времени. 
Относите^1ьное  двихен!е  иусть  будетъ: 

2д  =  Лд  соз/';    Чв^  —  Е18гпС; 

У,  =  со${:  Хъ  -^  виг/';  )1а  =  — згп{;  )1ь  =■  'со8{^. 

Тогда  переносное  опредЬлится  уравнениями: 

;с^=-(Л-Л1)со5  2/-;    у^  =  (Л-Л1)вт2/-; 

\,  =  соз^{;  ^-х  =  — ятЗ/";  1^  =  згпЪ^;  (1^  =  0083/". 

83.  Занмснмость  между  поступательпывн  н  угловунн  скороетянн 
въ  двнжев1яхъ  абеолютвонъ  м  отноентельнонъ  Положимъ,  что  въ 
равснатриваемый  иоментъ  системы  осей  0ХТ2,  А&Г2  и  В<Лс  совпадаютъ. 
1к>зьнемъ  какую  либо  точку  т  т'Ьла  Т.  По  §  80  скорость  абсолютная  V 
:4той  точки  равна  геометрической  суин'Ъ  скоростей  относительной  м  и  пе- 
реносной ю: 

(V)  =  Ы)  -\-  (№).  (14) 

Поступательную  скорость  въ  движенш  абсолютнонъ  означинъ  и^,  въ 
относитвльномъ  Кд,  въ  переносномъ  у^;  мгновенная  угловая  скорость  абсо- 
лютная пусть  будетъ  В,  относительная  «,  переносная  »1,  а  проэкщн 
этихъ  скоростей  на  совпадающ1я  оси:  Р,  $,  Е;  р,  а,  г;  рх,  ^^,  г,.  Тогда 
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ао  (18)  §  67,  ин'Ьенъ  д^я  ироэЕОДй  на  ОХ: 

V  соз (р  х)  =  »д соз («д х)  -\-  ф  —  Ну; 
исоз{их)^и^соз(идХ)  -\-  ^x  — гг/  ; 

1СС03[ЮХ)  =  V^С03^V^X)  -|-  ^хЯ—ГхУ, 

яд^ь  X,  у,  в,  координаты  равсматрнваеной  точки  т. 
Отсюда   по  (14)  вытекаетъ 

^'^ш{V^x)-\-^г  —  Еу=V^^сов^V^x)■Уид<т{идx)'\-{^-\-^д|!—^^'^^^)у. 

Написанное  равенство  должно  оставаться  справедливынъ  для  прояз- 
во.1ЬВЫХъ  значений  х,  у,  х,  сл'Ьд. 

«д  соз  (ид  х)  =  V^  соз  (1)^  х)  ■\-  Ыд  соз  (Мд  х) ; 

в-г  +  я;   л  =  г  +  г,.  (15) 

Взявши  про9КЦ1и  на  оставшаяся  дв')^  оси,  вайдеыъ: 

^а  '">^  ("в  У^  =  "л  '^'^  (^л  у'  +  "в  <'^  ("д  у) ; 
«д  соя  (од  г)  =;  1)^  соя  (е^  /)  +  Мд  соз  (мд  г) ; 

Р  =  Р  -\-р1-  (15') 

Подученные  результаты  можно  написать  короче: 

(»,^-ад  +  (».);  (16) 

(й)  -  (.)  +  (.,).  (17) 

Итакъ,  если  полосы  Л  и  В  совпадают ъ,  то  поступатель- 
ная скорость  въ  движев1и  абсолютномъ  равна  геонетрнческой 
с]'1х'Ь  поступательныхъ  скоростей  въ  движешяхъ  относнтельнонъ 
н  аереносионъ. 

Мгновенная  угловая  скорость  въ  абсолютномъ  движеши  рав- 
вяетса  геометрической  сумм!  угловыхъ  скоростей  въ  движешяхъ 
птносительнонъ  и  переносном ъ.  Теорема  эта,  конечно,  а)г6етъ 
]1^СIо  независимо  отъ  того,  каюя  точки  взяты  за  полюсы  Лч  В,  совпа 
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даи1Ц1и  или  н'Ътъ,  такъ  какъ  выборъ  полюса  на  величину  и  наоравлев1е 
мгновенной  угловой  скорости  вовсе  не  вл1яетъ  (§  68). 

Въ  частвонъ  случа!,  когда  во  все  время  движен1я  (») -|- (М])  ::=  О, 
абсолютное  движете  по  (17)  будетъ  поступательное.  Въ  зтоиъ  легко  убе- 
диться и  непосредственно.  Пусть  (Фнг  52)  №  и  »!  сл^ды  соответствен- 
ныхъ  осей  на  плоскости,  содержащей  взятую  точку  т  и  иерпевдвкуляр- 
ной  къ  осякъ;  при  чемъ  угловыа  скорости  ш  и  &>!  равны  по  абсолютной 
величине,  но  цротивоположно  направлены,  какъ  это  указано  на  чертеже 
стрелками.  Тогда  ско1)Ости  точки  т  выразятся  векторами  ти  и  тгс,  если 


Такъ  кякъ,  кроме  того,  наиравлешя  ти  а  ние  перпендикулярны  къ 
та  и  хъ  »1«| ,  то  треугольники  №»»  и  ш»»]  подобны,  а  потому  векторъ 
те,  нзображающ]й  абсолютную  скорость  точки  т,  съ  одной  стороны  цер- 
пендикуляренъ  къ  11)и>|:=9,  а  съ  другой  но  ва1ичин11  своей  най.дется  изъ 
пропор1ии 


откуда  те^^ю.Ь.  Такинъ  обрпзомъ  оказывается,  что  абсолютная  скорость 
постоянна  по  величине  п  направдешю,  т  е.  вовсе  не  зависитъ  отъ  поло- 
жен1я  точки  т,  что  мы  и  желали  получить. 

84.  Ра8ложва1е  двнжвв1й  точка  ■  твердаго  тела.  Равло»ен1е 
снорооти  а  уско|>еи1я  точки,  угловой  екороетн  гЬла.  Представнмъ 
ееб-Ь  несколько  неизмевяемыхъ  средъ  .5|,  Яг,...вя  и  точку  т.  движу- 
щуюся въ  никъ.  Пусть  наиъ  даны  движен1я  «I  аъ  Л'-,  .ч'г  въ  Л,,..  .,&',_, 
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п  8ш.  Тогда  по  преды1у1цен;.  зная  отноентельное  движен1е  т  «ь  81, 
найденъ  (§  79)  абсолютное  дважен1е  т  въ  Я^;  ооред'Ьливъ  такиаъ  обра- 
зохъ  относатвльвое  (для  новой  точки  ар^Ьшя)  даввен1е  №  въ  52,  найденъ 
абсолютное  въ  ^э  и  т.  д.  до  абсолютиаго  двнжешя  т  въ  6м-  Наоборотъ, 
00  данному  абсолютнону  двнхешю  т  въ  Д,  011ред1ли]1ъ  последовательно 
отвосвтельное  въ  5в~1,  5.-2, ...  до  относительнаго  въ  5| .  Такой  способъ 
|Шсжсп'р1ш1я  движешя  точки  т  въ  сред^I  5,,  съ  которннъ  ны  уже  встр111- 
чались  (§  62),  носвтъ  названье  разложен1Я  д&нжен1я  «  въ  5^  ва  относи- 
тельное въ  5|  и  [_п  —  1)  перевосныхъ  5)  въ  5;,  ^2  въ  1^,..5п-1  въ  5„. 
Двихев1е  ш  въ  5.  называется  тогда  сложнынъ  или  составныиъ,  а 
движешя  остальныя — составляющими. 

Скорость  точки  т  въ  двиаея1и  относительно  5]  озвачниъ  черезъ  с^, 
сюрость  переносную  въ  лвижен1яхъ  §1  въ  82  черезъ  гг,  5;  въ  Яз  черезъ 
сз,-.-&-1  въ  5»  черезъ  г„,  а  абсолютную  скорость  т  въ  .^  черезъ  ». 
Скорость  абсолютная  точки  т  въ  5;  (§  80)  будетъ  («О  +  Сгг)!  скорость 
абсолютная  въ  6^  представится  геометрическою  сунною  предыдущей  ско- 
роств;  (V^)-\-(V2),  и  скорости  (»з)  и  т.  д.,  такъ  что  окончательно: 

(V)  =  (V^)  +  ^V2)+        -\-Ы  (18) 

Скорость  точки  I»  въ  ея  движен1и  относительно  среды  5и  представ- 
ляется н'Ькоторынъ  вектороиъ  с.  Всяв1б  векторъ,  а  сл^д.  и  V,  ны  ноженъ 
(§  5)  разложить  на  составллющЕе.  Эти  составляющ1е  векторы,  по  началу 
одвородности,  въ  свою  очередь  должны  изображать  н^Ьвоторня  скорости. 
Но,  само  собою  разунгЬется.  точка  т  въ  своемъ  двишевш  относительно  5„ 
къ  данный  ноиевтъ  ножетъ  нм^ть  только  одну  скорость,  сл'&д.  составляю- 
[Ц1е  вектора  V  должны  представлять  собою  либо  скорость  той  же  точки  № 
отпосительно  какой  .1нбо  другой  среды,  либо  скорость  относительно  той 
хе  среды  5я  другой  какой  нибудь  точки,  либо  скорость  другой  какой 
нйбудь  точки,  а  не  т,  относительно  лругой  какой  нибудь  среды,  а  не  5.- 
Иредыдущииъ,  нолученныыъ  нами,  равенствонъ  (18)  и  пользуются  обыкно- 
венно для  того,  чтобы  дать  киненатическ1й  смыслъ  составляющимъ  раз- 
ложенваго  вектора — скорости  Такъ,  мы  вид'Ьли  раньше  (§  41  и  §  3),  что 
(ворость  V  точки   т   относительно  среды,    связанной    съ    осями    0ХУ2, 

равна  геометрической  сумнъ  векторовъ  х  =-тт ,   У  —  '^т  •    '^       "^7    "*' 

ра.мельныхъ  соотв'Ьтствевнынъ  ослнъ: 

(.)-М  + (»')  +  («■).  (19) 

Представимъ  себ^,  что  наша  точка  »1  движется  по  прямой  ат 
|'Ь1г,  26),  параллельной  ОХ,  со  скоростью  ж',   пряная  ат   движется  по- 
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стуоательно  въ  оюскости  Фп  со  скоростью  у',  парахкиьяо  ОТ,  и  на- 
ковецъ  плоскость  Ьат  движется  поступательно  параллельво  0^  со  ско- 
ростью е'.  Тогда  х'  будетъ  скорость  точки  т  относительно  пряной  ат, 
у'  будетъ  переносная  скорость  пряжой  ат  относительно  плоскости  аЬт, 
иначе,  скорость  той  точки  пряной  ат,  которая  совкадаетъ  съ  т;  е' — пере- 
носная скорость  плоскости  аЬт  относительно  среды  0ХУ2. 

Сако  собою  понятно,  что  приведенное  толкование  равенства  (17)  ве 
единственное;  твкихъ  толкован1Й  можно  дать  иного,  напр.  по  §  42  каждую 
И8ъ  скоростей  х,  у\  е'  иы  ноженъ  разснатривать  какъ  скорость  относи- 
тельно той  же  среды  0ХУ2  трехъ  проэкщй  м,,  т^,  т,  нашей  точки  т 
на  коорлинатныа  оси. 

Дляускорешй  въ  движев1яхъсложнонъисоставляющихъ:(>,«|,(>2..  ■  (>», 
ножно  доказать  равенство,  подобное  (18): 

(^)  =  (^1)  +  (п)+  --  +  (^-).  (20) 

только  тогда  переносиыя  движен1я  по  теорен'б  Корюлиса  (§  81)  всЬ 
должны  быть  поступательныни,  нежду  тЬыъ  какъ  для  скоростей  С§  80) 
въ  такомъ  ограничении  вовсе  иЁть  нужды. 

Мы  видели  раньше  ^  49),  что  ускорен1е  г>  точки  представляется 
следующею  геонетрическою  сунною: 

(^)  =  (Л  +  (/)  +  («")■ 

Раз.тожинъ  движен1е  точки  такъ,  какъ  ны  это  сд1^а.ти  только  что 
для  скорости;  тогда  ноженъ  сказать,  что  х"  ускорен1е  относительное  въ 
движении  по  пряной  ат  (Фиг.  26);  у"  —  переносное  д.1я  поступательнаго 
движен1я  пряной  ат  по  плоскости  Ьат;  е" — ускорение  переносное  для 
поступательнаго  движеп1я  плоскости  Ьат. 

Разсужден1я,  подобныя  предндущинъ,  ножно  прин4нить  и  къ  твер- 
дой! т*лу.  Пусть  твердое  т4ло  Г  движется  въ  сред*  3^1 ,  среда  5]  въ 
^2,  §1  въ  ^з, .  - .  8„-1  въ  8я.  Тогда  абсолютное  движвн!е  Т  въ  5„  1»аз- 
лагается  на  относительное  въ  81  я  {п — 1)  переносныхъ  §1  въ  З";,  5г  въ  5з...- 
5я_1  въ  8я.  Оставляемъ  въ  сторон*  скорости  посту пательныя,  такъ  какъ 
теорема  (16)  справедлива  лишь  при  совпаденш  полюсовъ  и  сл*д.  не  даетъ 
ничего  новаго,  а  лишь  повторяетъ  сказанное  о  точк*.  Положинъ,  что 
нгновевнаа  угловая  скорость  Т  въ  5]  означена  »1,  угловая  скорость  пере- 
иоснаго  движешя  31  въ  5г  —  »г;  8г  въ  51  —  »в.  ■ .  ■  Л-1  въ  8п  —  «я. 
Т  въ  Яя — <».  Тогда  по  (17)  последовательно  найдемъ: 

(.)  =  (.,)  +  (.,)  +    -  +  (.л  (21) 
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и  этииъ  равенствоиъ  пользуются  также,  какъ  (18)  для  разложен1я 
угловыхъ  скоростей  т1^а  на  состаадлюпмя.  Тавъ  ны  видели  (§  65),  что 
угловая  скорость  й  твердаго  гбла  равна  геометрической  суниф  трехъ 
угловыхъ  скоростей  ^',  ф',  6'  вокругь  осей  ^Д  Л2  и  А2,  Пусть  твердое 
гЬло  вращается  съ  угловою  скоростью  в'  въ  сред*  51 ;  среда  ^1  вращается 
въ  сред:6  |$2  съ  угловою  скоростью  ф'  и  наконецъ  ^  въ  сред*,  соедн- 
вевной  съ  осяии  АХУ2,  вращается  со  скоростью  <р'-  Тогда  разложев1е 
^  на  векторы  ^',  ф',  6'  будетъ  не  только  представлять  собою  геометри- 
ческое построеше,  весьма  удобвое,  но  ии'Ёть  и  киве1[атнческ1й  смыслъ,  а 
именно,  абсолютная  угловая  скорость  Ц  твердаго  т^ла  но  (.21)  такъ  вы- 
разится черезъ  относительную  Ь'  н  переносвыя  ф'  и  ср': 

(О)  =  («о +  (?')  + (Ф'). 
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ГЛАВА  ПП. 

Основные  законы  движен1я. 

{АххотаСа  81Уе  1е8е8  то1и8). 

86.  Иатер1я.  Яаееа.  Плотность.  Въ  Кияенатик'Ь  мы  говорили  о 
лвижен1и  геонетрическихъ  объектовъ,  теперь  перейленъ  къ  разсиотр'Ья1Ю 
движеша  нещественпыхъ  или  ]1атер1альныхъ  -Ляъ.  Матер1я— поняпе 
перволачальное  и  дальн'Ёйшену  опредЪлен1ю  не  подлежитъ;  ны  ножемъ 
только  описательно  изложить  Еачества  иатер1и.  Прежде  асего  натерЕя 
представляетъ  собою  величину  измеримую;  другими  словами,  количество 
матер)и  въ  каконъ  либо  ткл-^  ножетъ  быть  выражено  числонъ.  Зат^шъ 
»атер1я  протяженна,  т.  е.  занинаетъ  н']&которыб  объенъ.  им'Ьетъ  длину, 
ширину  и  высоту.  Дал^е  она  обладаетъ  способностью  двигаться- 
Иоэтоиу,  если  часть  матер1И  исчезла  иэъ  какого  либо  объема,  то  ны 
всегда  можемъ  допустить,  что  она  перен11стилась  въ  другое  м^то,  н  ни- 
когда не  иН'Ьеиъ  достаточно  данныт.  для  утвержден!»,  что  она  уничто- 
жилась—  отсюда  заключаемъ  о  неразрушимости  матерж  и  о  по- 
стоянстве ея  количества  въ  м1р'Ь.  Въ  объемъ,  сплошь  заполненный  мате- 
р1ей,  не  можетъ  быть  пом'!&1цено  новое  количество  натерЕи — это  свойство 
воситъ  наэван1е  непроницаемости. 

Количество  иатер1и  въ  каконъ  либо  тклЪ  называется  его  массою 
!:{а  единицу  массы  принимается  грамм ь,  одна  тысячная  часть  массы 
эталона,  хранящагося  въ  Париж'Ь.  Вриизготовлеши  эталона "^  „килограмма'' 
им11ли  въ  виду  сд^Ёлать  массу  его  равною  масс^Ь  кубнческаго  десиметра 
воды  при  4'^  Цельз1я,  но  позднФйшЕя  И8нЁрен1я  обнаружили,  чтоэта  ц'^ль 
не  была  достигнута:  масса  куб.  дес.  воды  в*ситъ  1000,013  грамма. 


')  Ье  кЛортатте  рго(о(уре  (1ев  АгсЫуев. 
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Количество  натер1н,  заключенное  въ  еднниц'Ь  объена  какош-вябудь 
тЁла,  называется  среднею  плотностью  гЬл&.  Всё  гЬда  нзмАнаютъ 
свой  объемъ  съ  из11'6нен1е11ъ  тениературы;  отсюда  пытекаетъ,  что  види- 
ный  объенъ  тЁла  не  сплошь  занолненъ  11атер1вй  (тЬла  сквагны1,  а  по- 
тону, если  въ  разлнчныхъ  частлхъ  какого  либо  т^ла  вырезать  одинако- 
вые объемы,  то,  вообще  говоря,  иассы  въ  этихъ  объеиахъ  будутъ  различны. 
Возьненъ  Бвкую  либо  точку  А  внутри  объека,  занятаго  тЪлохъ,  н  по- 
строимъ  заиЕнутую  поверхность  .9  такъ,  чтобы  А  лежала  на  этой  поверх- 
ности или  внутри  ея.  Пусть  объенъ,  ограниченный  поверхностью  >$,  бу- 
дегъ  Лг,  а  пасса,   заключенная  въ  этоиъ   объен'Ь,  Лт.   Разсиотрииъ  пре- 

въ  точку    А.    Если   этотъ   пред*лъ   о   существуетъ,   то   онъ   называется 
п.1отностью  гЬла  въ  точк*  А: 


Пред, 


1^1 


Ко.1нчество  о,  80о6ш,е  говоря,  функц1я  координатъ  точки  Л;  если 
для  вс1>хъ  точекъ  внутри  гЁла  о  равно  одному  и  тону  же  постояннону, 
то  т%10  называется  однороднынъ.  Единица  плотности  сложная;  она 
завнснтъ  отъ  единицъ  иасгы  н  длины.  Синволонъ  можно  вту  единицу 
наобразить  такъ: 

граымъ 

ед.  плотности  = гг  ■ 

(сант.)З 

в6.  КолЕчество  двв»вя1я  тФла.  И8н«нен1е  двнвсеи!!  (тп^а!!» 
то(пв>.  Въ  геонетрическохъ  синели  иатер1альное  т1|ло  мы  мокемъ  раи- 
смйтржвать  кагь  трехм*рную  деформирующуюся  среду  (§  38).  Поэтому 
лвнжен1е  данной  массы  мохетъ  быть  крайне  разнообразно.  Въ  настоящей 
гдв^  мы  булехъ  говорить  исключительно  о  простЪйшемъ  возможнонъ  дви- 
жен1н  массы,  а  именно  о  тоыъ,  когда  масса  движется  поступательн.о 
<§  58),  подобно  твердому  т41лу.  Тогда  ъсЬ  точки  массы  ин^ютъ  одновре- 
менно одну  н  туже  скорость,  одно  и  тоже  ускорен1е.  06щ1я  вс^нъ  точк&мъ 
■ассы  скорость  и  уекорен1е  мы  буденъ  въ  дальнЬйшенъ  называть  для 
1рвткости  скорость  кассы,  ускорен1е  массы. 

Пусть  гЬло  движется  поступательно  со  скоростью  V.  Если  масса  т4ла 
т,  то  пронзве.>1еше  тV  называется  количествонъ  движев1я  тФла. 
Количество  движеН1я — векторъ,  совпадающШ  по  наиравлен1ю  со  скоростью. 

Геометрическая  производная  по  времени  отъ  количества  движвН1я 
воснть  назваше  изм'Ьпен1в  движения  (тнШю  П101,и8,  по  Ньютону).  Эта 
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производная   но  величин^ъ,   очевидно,   равняется  произведена   нвъ   нассы 
на  ускорен1е,  а  по  направлен1Р  совнадаетъ  съ  ускоренЁеиъ  (§  4). 

Единицы  количества  движенЫ  и  нзи'Ёнеи1я  двня№я1я  такииъ  обря- 
зоиъ  зависят-ь  отъ  основныхъ  единицъ  пассы,  длины  я  вреиени: 

,  .    .  ,        (граимъ)  (сант.) 

ед.  кол.  движ.  =  (ед.  нассы) .  (ед,  скор.)  =  -^-^^ ; 

сек.  сред.  вреи. 

,  ,  ,    ,  ,        (граимъ) (сайт.) 

ед.  изм*н.  дв.  =  (ед.  массы),  (ед  ускор.)=  >       - г;  • 

(сек.  сред,  врем  )= 

87.  Сила.  Одно  и  тоже  тЬло  иожетъ  двигаться  самымъ  разнообраз- 
иынъ  снособонъ.  Поэтому  известный  характеръ  движения  т^ла  служить 
случайнынъ  качествонъ  т^мл,  зависящимъ  не  отъ  самаго  тк1а,  а  отъ 
вн'Ьшнихъ  услов1й.  Эти  вн'Ьшшя  услов1я,  заставлак>Щ1я  массу  нзм^^нять 
свое  движете,  мы  называемъ  силами.  Ввести  силы  въ  анализъ  мы  но- 
жемъ  не  иначе,  какъ  съ  оонощью  ряда  заран'Ье  сд'Ёланныхъ  услов1й  или 
опред'Ьлен1Й.  Наибол'Ёе  просто  и  строго  изложены  эти  основныя  опред^ле- 
Н1Я  подъ  иазвашемъ  ах1от81а  81Уе  1еке8  то1ив  Ньютоионъ  въ  его 
лР]1|1о8орЬ1ае  па(,ига118  рг1пс1р1а  та(ЬетаС1са*'  (1687  г.).  Всяк1я  поздн^Ьй- 
нпя  попытки  реформировать  или  изм'^пить  Ньютоновы  положен1л  не  но- 
гутъ  быть  признаны  удачными.  Поэтому  въ  да-тьв^Йшегь  мы  буденъ 
держаться,  какъ  можно  ближе,  Ньютона,  пользуясь  лишь  при  иэложея1и 
бол'Ье  употребительными  теперь  терминами. 

88.  Первый  законъ  Ньютома.  Прежде  всего  необходимо  условиться 
о  томъ  ориавак^,  по  которому  мы  уанаенъ,  что  сила  д'!Ёйствуетъ  на  данную 
массу,  или,  какъ  говорятъ,  сила  приложена  къ  данной  нассЬ.  ПросгЬй- 
шинъ  изъ  движен1й  гЬла,  беэспорпо,  служить  двнжеше  нрямолинекпое  и 
равнон^^рное;  скорость  такого  движенш  постоавна  но  величине  и  вапра- 
8лен1п,  сл-Ёд.  ускорен1е  равво  нулю.  Частвынъ  случаемъ  равнон'Ърнага  двн- 
жешя  бу деть  покой  массы.  Мы  прнянмаемъ,  что  движен1е  такого  рода 
масса  иожетъ  совершать  сама  по  себ%,  безъ  дМств^я  на  нее  силы,  а  сл'&д. 
если  масса  совершаетъ  движеи1е  со  скоростью  переменною  по  величнн11 
или  направлеа1ю,  т.  е.  движеН1е  съ  ускорен1енъ,  отличнынъ  отъ  нуля,  то 
не  иначе,  какъ  отъ  д'Ьйств1я  на  нее  н'Ькоторой  силы.  Другими  словами, 
д'Ьйств1е  силы  на  массу  обнаруживается  существован1емъ  ускорен1я  въ 
движен1и  массы.  Сделанное  вами  услов1е  или  опредЪлеше  носятъ  вазва- 
Н1е  перваго  закона  Ньютона  или  закона  ннерЦ1В.  Подъ  инерЦ1е1 
разум'!Ёется  неспособность  матер1И  самой  по  себ'Ь  изменять  свою- скорость 

У  Ньютона  первый  ааконъ  изложевъ  такъ: 
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Согри$  отпе  регаечегаге  %п  $к1Ы  аио  дигезееп^  ке1  игтеп^г  ипг^ог- 
тИаг  гп  АпгееЬит  пгвь  дшилш&  ШиА  а  тпЬиа  гтргеаш  содИха-  яШыт 
$нит  тикаге. 

Всякое  т11ло  сохраняетъ  свое  состоян1е  покоя  или  пряиолкнейнаго 
н  равн01гЬрнаго  Авиген1я,  если  только  приложенныя  къ  нему  силы  не 
аобуждаютъ  его  изн'бнить  свое  состояше. 

89.  Второй  завонъ  Ньютона.  Законъ  параллелогранаа  снлъ. 

Оервый  завонъ  Ньютона  даетъ  ианъ  возможность  обнаружить,  приложена 
ли  къ  данной  ыасс^  сила  ила  н'йтъ:  если  масса  движется  съ  ускорен1емъ, 
сила  приложена;  если  н-Ьтъ  ускорен1я,  и^тъ  и  силы,  иоснотрииъ  теперь, 
сакъ  сравнить  нежду  собою  величины  двужъ  силъ.  Силы  ногутъ  отличаться 
одна  отъ  другой  во  первыхъ  г1нъ,  что  он^^  приложены  къ  |>аэлнчнЫ11ъ 
иассямъ;  во  вторыхъ  т^мъ,  что  ^>«^,  сообщаютъ  нассаиъ  различный  уско- 
рени.  Дв^  силы,  сообщаюп1,!я  равнымъ  массанъ  равныя  усЕорен1я,  мы 
прнзнаенъ  равныии,  такъ  какъ  для  р8зличен1я  ихъ  не  и1гЬев1Ъ  основян1я. 
Положииъ,  что  н'йкоторая  масса  ш  ии'Ьетъ  въ  разснатриваеный  ио- 
женгь  ускорение  д.  Разд'Ьлииъ  эту  массу  на  м  равныхъ  частей,  н  пусть 
каждая  изъ  нихъ  будеть  тг,  такъ  что  т  =  п»11.  Тогда  про  одно  и  тоже 
явлея1е — движен1е  массы  т  съ  ускорен1емъ  д,  мы  кожемъ  сказать,  или, 
что  къ  массй  т  приложена  сила  (,  сообщающая  ей  ускорен1е  д,  или,  что 
Еъ  п  массамъ  т^  приложены  п  равныхъ  между  собою  снлъ  (х ,  сообщаю- 
щнхъ  каждой  масс11  тпх  тоже  ускореше^.  Отсюда  естественно  принять, 
что  сила  /*  въ  п  разъ  больше  силы  (^ ,  или, 

Л  »«1 

Т.  е.  силы,  сообп1аюш,1я  ра.зличнымъ  массанъ  равныя  усЕорен1я,  прямо- 
ароиорщональяы  массамъ. 

Ускорен1е  массы  представляетъ  собою  векторъ;  сл^д.  мы  можемъ 
разсматрнвать  зто  ускорен1е,  какъ  геометрическую  сумму  двухъ  или  боЛ'Ёе 
векторовъ,  н  въ  этомъ  смысл!  условно  можемъ  говорить  (§  84),  что  дан- 
нал  масса  И)г6етъ,  вместо  одного,  одновременно  два,  три  иди  бол%е 
ускорений.  Распространинъ  тоже  услов1е  и  на  силы,  т.  е.  принемъ,  что 
на  массу  могутъ  одвовременно  д^Ьйствовать  несколько  силъ,  нрн  чемъ 
только  ускорен1я,  сообщаеныя  нассб  этими  силами,  должны  въ  геометри- 
чрской  сумиФ  давать  ускорен1е  массы. 

Положимъ,  что  одна  в  таже  масса  т  отъ  двухъ  силъ  (х  и  /|  нолу- 
чаетъ  различяыя  усворешя  ^1  и  ^З'  и  пусть  д^^^пдх.  Тогда,  по  преды- 
дущему, мы  моженъ  представить  себ^,  что  во  второмъ  случа']^  на  массу 
т  дМствуеть  не  одна  сила  /"г,  а  п  равныхъ  между  собою  силъ  9,  сооб- 
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щающихъ  каждая  усЕорен1е  ^г^.  Силы  (р  и  /"1  мы  считеяъ  равными,  такъ 
какъ  он^Ь  равиынъ  нассанъ  сообщають  равныя  ус1Е(фвн1Я.  Отсюда  прм- 
ннжаемъ,  что  (^^п[1,  или 

-^  =  ^.  (2) 

т.  е.  силы,  сообщающ1я  равнынъ  массанъ  рааличныя  ускорен1я,  пропор- 
циональны 9ТЯМЪ  уСЕ0реН1Я1ГЬ. 

Сраввимъ  теперь  дв'Ь  силы  /  л  /],  сообщаюп;1н  массанъ  т  н  т, 
соответственно  ускорен1я  д  ч  дг.  Раснотринъ  еще  треть»  силу  {о ,  сооб- 
щающую масс^  7П1  ускорен1е  д.  Тогда  по  (1)  сравнен1е  снлъ  (^и  (  даетъ: 


съ  другой  стороны  по  (21: 


и 

и 

Перемножая  эти  равенства,  получииъ 


/■ 


Л         "»!  9^ 


(3» 


т.  е  силы,  сообщающ1я  различнымъ  массамъ  различные  усшфвнш,  отно- 
сятся между  собою,  какъ  произведен1я  соотв'Ьтственныхъ  нассъ  на  уско- 
рен1я. 

Ускорен1е,  результатъ  д'6йств1я  силы  на  массу,  представляетъ  собою 
векторъ;  поэтому  мы  прининаемъ,  что  и  сила  также  можетъ  быть  изо- 
бражена векторонъ,  совпадающинъ  по  направлен1ю  съ  ускорен1емъ,  но  по 
<3)  пропорц10нальнымъ  произведен!»  изъ  массы  на  ускорение.  Сделанное 
нами  раньше  услов1е  о  совместномъ  д'Ьйств1и  несколькихъ  снлъ  на  данную 
массу  можемъ  теперь  формулировать  такъ:  если  масса  движется  сгь  усхо- 
решемъ,  то  можно  сказать  безразлично,  что  на  нее  д^йствуеть  одна  сила 
или  совиЬстно  несколько  силъ,  если  только  геометрическая  сунна  послбд- 
нихъ  равна  предыдущей  силе. 

Геометрическая  сумма  несколькяхъ  силъ,  прнложевныхъ  къ  одноа 
и  той  же  массе,  носить  назван1е  равнодействующей    силы. 

Когда  за  едиавцу  силъ  принята  сила,  которая  единице  массы 
(грамму)  сообщаетъ  единицу  ускорешя  (сантииетръ  въ  секунду  на  секунду!, 
то  по  (3)  найдемъ 
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т.  е.  велнчввя  силы  выразится,  какъ  проивведеше  чиеелъ,  предстяыяю- 
щнхъ  собою  величины  массы  и  ускоре1!1я.  Въ  этоиъ  случае)  единица  силы 
воснтъ  название  дины  и  представнтсх  тавяиъ  сннволонъ: 

,        ^       (гр&нмъ).   (сантии.) 

(дина)  =  -^. — ,-; —  ■ 

(сек.  ср.  ир.)- 

Изъ  всего  сказаннаго  вытекаетъ,  что  сила  характеризуется  1)  згЬстоиъ 
арилохетя,  2)  своею  величиною  и  3)  своихъ  на11равлен1е1(ъ 

Сд1;ланныя  нами  услов!я  о  величян-Б,  нааравлеши  и  совм^стноиъ 
дМствш  силъ  изложены  Ньютоноиъ  вг  его  второнъ  закон'1  н  ири^Ь- 
чавш  (согоЦапит)  къ  атоиу  закону. 

Второ&  законъ  говоритъ: 

М^1^аНопет,  твЫа  ргорогНопа1еги  еязе  ог  тоигш  Шргеазае  е/  {гег? 
зееияЛит  Ипеат  гШат  ^Vа  с»  1/^  гтрптИыг. 

Изн^вен{е  движен1я  (§  66)  пропор1110нально  лриложепноб  сил-Б  и 
происходить  въ  направлент  силы. 

Въ  прии'Ьчанги  къ  этому  закону  говорится  о  соим'Ъстнонъ  д'Ёйствж 
гнлы. 

Согрмв  1'\г'Лм  согфикНз  Агадошйет  рагаИе1одгатт1  ео^ш  {етроге 
ЛевепЬеге  дио  Шега  зерагаНв- 

Отъ  совокупнаго  дМств1я  (двухъ)  силъ  т&ю  описываетъ  д1агональ 
пара^тлелогранма  въ  течеяш  того  же  времени,  какъ  и  стороны  его  при 
з:*йств1и  силъ  порознь. 

Условие  о  сов)|1Ьство11Ъ  д^^йств!»  силъ  обыкновенно  называется  зя- 
коножъ  параллелограмма  силъ, 

90.  Трелй  заковъ  Нывтоиа  рлв  аавонъ  дМеп1я  н  протнво- 
д1Йетв1я.  11е|*вый  законъ  Ньютона  учнтъ  иасъ,  какъ  узнать,  приложена 
ли  енла  къ  гЬлу,  второй  указываетъ  величину  и  наиравлев1е  силы.  Но 
всетаки  эти  два  закона  не  даютъ  нолнаго  и  закончевнаго  опред'Ьлен1Я 
сиы:  съ  одной  стороны  остается  безъ  отвгЬт&  вопросъ,  какая  причина 
тому,  что  сила  д'1^йствуетъ  на  массу,  а  съ  другой,  по  закону  параллело- 
грякна,  мы  можемъ  предполагать  безразлично,  что  на  1^ло  дМствують 
одна  или  много  силъ,  лишь  бы  всЬ  вти  силы  ин1Ьли  одну  и  туже  равно- 
Д'Ьйствующую,  и  п<аса  не  им'Ьенъ  основаи1Й  остановиться  на  какой  лн(>о 
нэъ  возможныхъ  въ  безконечнонъ  числ^^  конбинац1Й.  Выходъ  изъ  этой 
неопред^ленвости,  а  вм1|ст1|  съ  гЬнъ  и  раар'Ьшев1е  вышеупомянутаго  во- 
проса о  причин'^  или  нсточник'Ь  силы,  и  дается  третьииъ  ааковомъ 
Ньютона  или  эакономъ  о  д'Ьйств1и  и  противод'!Ьйств1и. 


^.^Соо^Iе 
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Искать  причину  изн'ЬнеЕ1я  скорости  какой  либо  массы  ны  ножеиъ 
лишь  въ  тонъ,  что  около  движущейся  иассы  находятся  еще  .н  друГ1я 
массы.  Если  бы  разсматриваеиая  масса  была  одна,  была  вполн!)  изолиро- 
вана въ  м1р'Ё,  то  мы  ке  им'Ьли  бы  иикакихъ  основанШ  допускать,  что  двн- 
жен1е  ея  изм'Ьняется.  Дахе  само  дввжен1е  не  имЪло  бы  тогда  никакого 
физическаго  значенхя;  конечно  можно  было  бы  вообразить  безчислеваое 
множество  гипотетическихъ  средъ,  въ  которыкъ  двигалась  бы  разснатри- 
ваемая  масса,  но  любое  изъ  тавихъ  движешй  было  бы  геометрическиыъ 
построен1енъ,  а  не  физическимъ  явлен1ёмъ.  ЯвленЕенъ  физическннъ  ко- 
жетъ  быть  лишь  движен1е  т^ла  относительно  другого  т^ла,  т.  е.  двнже- 
Н1е  среды,  геометрически  связанной  съ  одной  массой,  въ  сред'6,  геометри- 
чески зависящей  отъ  другой.  Но,  когда  у  насъ  ии'1ются  хотя  бы  дв'Ь 
массы,  то  уже  мыслимо,  что  различ1е  въ  ихъ  .вэаиннонъ  положенш  но- 
жетъ  влшть  ва  двмжен1в  массъ  другъ  относительно  друга.  Иоэтому  за- 
конъ  объ  источник'6  силъ  должеяъ  быть  таковъ,  чтобы  уже  и  для  двухъ 
массъ  онъ  давалъ  вполн'Ь  законченный  результатъ. 

Мы  принииаеиъ,  что  источникомъ  силы  ^^,  действующей  на  нас^у 
М,  служнтъ  такая  масса  М1,  на  которую  д'бйствуетъ  сила  ^^1,  равная, 
но  прлиопротивоположная  сил'%  2^. 

Е&.1И  силу  Р  назовемъ  л*йств1енъ,  а  силу  ^^1  противод'Ьй- 
ств1емъ,  то  ножемъ  сказать,  что  всякому  д'Ьйствт  соотв'Ьтствуетъ  равное 
и  пряиопротивуположное  ему  противод1|йств1е. 

Сделанное  услов1е,  очевидно,  вынолинетъ  высказанное  раньше  тре- 
бован1е,  чтобы  н  для  двухъ  массъ  не  осталось  ничего  неопред'Ьленнаго: 
источниконъ  для  силы  ^!'1 ,  по  тоиу  же  правилу,  оказывается  масса  М  и 
сл'Ьд.  система  силъ  Г  н  ^1  вполн'Б  опред'бленная  и  замкнутая. 

Теперь  уже  ясна  необходимость  закона  паралле.10грамма  и  всякая 
яеопред'Ёленность  исчезаетъ:  тЬ  силы  д'бйствуютъ  на  массу,  для  которыхъ 
мы  можеиъ  указать  источаикъ.  Е;сли  ияв*стенъ  источникъ  для  одной  силы, 
то  и  приложена  на  саномъ  цЬл'Ь  къ  т1|лу  только  одна  сила,  и  схЁд.  раз- 
ложеи1е  ея  представляетъ  собою  лишь  геометрическое  построение;  если 
для  одной  силы  не  нашли  источника,  то  должно  искать  для  двухъ,  трехъ 
или  бохбе,  и  только  тогда  определится,  как1Я  силы  и  въ  какомъ  числ^ 
приложены  къ  гблу  въ  действительности. 

Ньютономъ  трет1й  законъ  формулируется  такъ: 

АсИопг  сопбгаггат  ветрег  е1  ае^иа^ет  езае  геасНояет  в^Vе  мгротт 
биотит  аЫгопез  т  зе  тШно  зетрег   евзе  оедмя^ев  е(  т  рагШ   еоп^^а^^а^> 

действш  всегда  соотвЬтствуетъ  равное  и  противоположное  првтиво- 
д4йств1в  или  д4йств1е  двухъ  т*лъ  другъ  на  друга  всегда  равны  и  прямо- 
протявоположво  направлены. 


^уI,.е^::^V^^ОО^IС 
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Зан^тинъ,  что  высказанный  нахи  законъ,  требующ1Й,  чтобы  д'Ёйств1е 
и  протнвол'Ьйств1е  были  равны  и  нрямонротивоположны  (§6),  даетъ 
возмоаность  указать  источникъ  лишь  для  такихъ  силъ,  который  дййствуютъ 
в&  массу  безконечно  ыалыхъ  разн'Ёровъ,  да  и  нсточникоыъ  ножетъ  слу- 
жить лишь  масса  раанФровъ  такяе  безконечно  налыхъ.  Иначе,  для  ковеч- 
ныхъ  нассъ  о  пряной  противоложности  не  можетъ  быть  рЬчи,  такъ  какъ 
точекъ  11рилохен1я  силъ  будегь  безчисленное  множество.  Поэтому,  когда 
силы  приложены  къ  массЪ,  занимающей  конечный  объенъ,  надо  предвари- 
тельно разбить  эту  массу  мысленно  на  безконечно  малые  элементы  и  за- 
тЬнъ  уже  искать  источники  для  силъ,  д'Ьйствующихъ  на  ялемеитярныя 
массы. 

Законъ  о  д-Ьйств1н  и  противодЬйств!»  заканчнваетъ  собою  тотъ  рядъ 
|)пред^ен1й  или  услов1й,  съ  помощью  которыхъ  вводится  въ  Механику 
понятие  о  еил'к.  Мы  придерживались  и8ложеи1я  Ньютона,  приченъ  основ- 
нымъ  ноняпемъ  служило  у  насъ  понлт1е  о  мптер!»  или  масс^  и  йзъ  него, 
чъ  помощью  П0НЯТ1Й  о  времени  и  простравств'!^,  мы  получили,  какъ  произ- 
водное ионят1е,  силу.  Можно  было  бы  идти  обратнынъ  путемъ  и  ввять  за 
основное  понят1е  силу,  тогда  нонят1е  о  масо11  ножао  было  бы  ввести  съ 
помоо^ью  ряда  услошй,  подобныхъ  вышеприведениымъ. 

91.   Двпкен]е   жаееы   относггельно   другой   жаесн.    Въ  §  89  мы 

упомянули,  что  физическинъ  явлешемъ  можетъ  быть  лишь  движен1е  одного 
т1.1а  относительно  другаго;  опред4лимъ  точнее,  что  мы  подразум4ваемъ 
подъ  такимъ  дввжен1емъ.  Геометричеекимъ  образоиъ,  связакнынъ  съ  нред- 
ставлее1еиъ  о  масс*,  служитъ  трехмерная  среда  (§  38).  Если  масса  твер- 
дая, т.  е.  такая,  что  разстоян1е  между  любыми  двумя  точками  въ  ней 
остается  постояннымъ,  то  среда,  ей  соответствующая,  будетъ  неизменяе- 
мою; для  массы  мягкой  среда  будетъ  деформирующеюся.  Въ  первомъ  случа* 
среду  (веизненную)  легко  распространить  и  за  границы  объема,  занятаго 
самою  массою,  а  потону  определить,  что  называется  движен1емъ  какой 
либо  массы,  твердой  или  мягкой  безразлично,  относительно  твердой,  не- 
трудно: это  движеше  некоторой  деформирующейся  или  неизненной  среды, 
соответствующей  движущейся  нассе,  въ  среде  неизненпо  связанной  съ 
твердою  нассою.  Если  же  тЬло  А,  относительно  котораго  мы  желаемъ 
разсмотреть  движеше  другого  тела  Д  само  нягкое,  то  подъ  д8ижен1емъ 
те.»  В  относительно  А,  соответствующимъ  данноиу  моменту, 
11азунеется  движеи1е  В  относительно  массы  А,  затвердевшей  въ  той  кои- 
фнгурацш,  которую  она  имела  въ  разснатриваемый  ионентъ.  Такинъ  обра- 
зоиъ и  здесь  намъ  придется  иметь  дело  лишь  съ  движен1емъ  въ  неиз* 
меняемой  среде. 


1уСооз1е 


Двваыика  тотаи. 


Мйтершльная  точка.   Дифференциальный  уравнен|я  движенЫ  точки. 
Ихъ  интегралы 

93.  Натер1альваа  точка.  Когда  насса  движется  поступательно, 
можно  ограничиться  иаучешенъ  движен1я  одной  какой-нибудь  точки  этой 
массы.  Тогда  естественно  и  силу,  д'1Ьйствув1цую  на  тЬло,  изобразить  век- 
-тронъ,  приложенвымъ  къ  выбранвой  нами  точки,  представительниц'!- 
остальныхъ  точекъ  гЬла.  Такая  точка,  зам'Ьняющая  собою  массу,  носить 
ма8ван1е  точки  матерЕальной.  Вн'Ъсто  того,  чтобы  говорить  о  т±л^^. 
движущемся  иоступательно  подъ  д*йств1емъ  силы  Р,  можно  говорить  о 
движеи1и  натер1альной  точки,  къ  которой  ирилохена  тажо  сила  Р.  Ма- 
тер1альнпя  точка  характеризуется  не  только  своими  координатами,  накъ 
точка  геометрическая  или  кинематическая,  но  и  своею  массою,  т.  с. 
массою  того  тЬля,  движен1е  котораго  представляется  взятою  матвр1альною 
точкою. 

Мягкое  т^^ло  можетъ  двитться  самынъ  проиэвольнымъ  обраяомъ. 
мы  всегда  буденъ  предполагать,  что  лвижеи1я  безконечно  близкихъ  то- 
чекъ  массы  ранличаются  безконечно  мало.  Поэтому,  если  разд%лить  двн' 
жущееся  т1^ло  какими  либо  поверхностями,  напр.  коордннатнынк,  на  бея- 
конечноналые  по  объему  элементы,  то  можно  принять,  что  эти  э-теиени- 
движутся  поступате.1ьио,  и  сл^Ьд,  каждый  иаъ  нихъ  можетъ  быть  зам!- 
ненъ  матерЕальною  точкою  съ  безконечно  малою  массою.  Такимъ  обра- 
»онъ  и  общ1Й  случай  Д1шжен1я  деформируюш,агося  т^^ла  сводится  къ  рая- 
смотр1и1ю  движев1л  совокупности  матер1альвыхъ  точекъ. 

Аииамика  точки  изучаетъ  движенЕе  одной  натер1альной  точки 
подъ  д%Йств1енъ  заданныхъ  силъ.  РазсмотрЪше  движен1я  совокупности 
матер1альиыхъ  точекъ  съ  конечными  или  безконечно  малыми  массяни 
составнтъ  преднетъ  Динамики  системы. 
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9в.  Дмфференц1альнна  7равиен1я  дквжен1я  птер1альвой  точвв. 

Ксл!  второй  законъ  Ньютона,  примененный  къ  !1атер1альноЙ  точкЪ,   вы- 
разнкъ  формулою,  то  вайденъ: 

{т{>)  =  (Р), 

1.1*  т  масса  точки,    Ь  —  ея  ускорение,  ^'— равнодействующая    приложен- 
ныхъ  силъ. 

Когда  система  координатъ,  опред11Ляющихъ  иоложен1е  точки,  декар- 
това, то  предыдущее  равенство  можно  зан11нить  тремя  такими  (§  49): 

ж  ^  =  тх"  =  Реов  {Рх)  =  X ; 

ту"  =  1'со8  {Ру)  =  Г;  (1) 


Когда  же  координаты  какм  либо  кринолниейныл,  то  (§  52)  нн^^емъ: 


""*г-§.и^™(^2).в,; 


Лг  I  Л  д^г 


гд*  ^1,  ^2,  ^,  проэкщи  равнодействующей  на  соотв4тственння  оси  крн- 
во.пгвейныхъ  коордипатъ. 

Такъ  напр.  для  сферическихъ  координатъ  (§§  39  и  52),  найдемъ: 

'"  17^*^^^'*  ~  Р  «;«  "^  С05  (р  ф'Ч  =  Гсоз(1'$)  =  Ф;  (3) 

^~^~{?^8Ы^<^<^')  =  Геов (,!•'()  =4*  . 

0|д|111ес1оу  Сл0091С 


160  диФФЕр.  урдин.  двйж     *^'4в:  гл.  ее   §  93 

Для  11ндаядрическЯХ'ь,  лодобяннъ  обрвлоиъ: 

»м(г"  — гО'^)  =  Гсоз(_1'}1)  =  Д ;  (4) 


Если  воэысенъ  проэкц!!*  ускорешя  на  касательную,  рад1усъ  кривизны 
н  бинормаль  траэк1Ч)р1и,  то  (§§  49  н  Щ  лолучинъ: 


(5) 


О    =   г,; 


тя/к  Р, ,  Р^,  Рь  проэкц!и   равнодМствующей  ва  вышеупонянутыя  три  аа* 
оравлев1я. 

Зависимость  силъ  отъ  времени,  положен!»  точки  н  скорости  ея  мо- 
жетъ  быть  задана  произвольно,  т.  е.  въ  равенствахъ  общаго  типа  (2) 
количества  (^1,  ^2,^^  нроизвольвыя  данаыя  фунБц1я  времени,  координатъ, 
и  оервыхъ  нроизводныхъ  отъ  координатъ  по  времени: 

^1=Л('> «1.92-83.  21'.  ЗЛ  в»');  §г  =  /г;^1  =  /з- 

Пройзводныхъ  второго  и  высшихъ  порядковъ  не  вводятъ  аргумен- 
тами въ  фуякфи  Д,  ^2.  и  ^3  поз'ому,  что  связь  между  силами  и  ускоре- 
И1ЯМИ  перваго  и  высшего  порядка  не  можетъ  быть  дана  по  произволу,  я 
должна  согласоваться  со  вторыиъ  закононъ  Ньютона. 

Такимъ  обравомъ  равенства  (2)  представлаюгь  собою  три  зависимости 
между  временемъ,.  координатами  $1,  дг,  2з,  ихъ  первыми  и  вторыми  произ- 
водными по  времени.  Главная  задача  Динамики  точки  состоите  въ  опре- 
дйлен1и  движен1я  точки  по  задавнымъ  снламъ,  слЪд.  конечная  Ц'Ьль  ея 
заключается  въ  нахожден1и  координатъ  днижущейся  точки,  какъ  функщй 
времени,  взъ  равенствъ  (2).  Въ  этомъ  смыслЬ  равенства  (2)  служатъ  со- 
вокупными днфференЦ1альными  уравнен1Я11Си  второго  порядка  относительно 
трехъ  неизв^стныхъ  функ[11й  времени  ^ь  ^^,  $],  и  сл11д.  задача  Динамивн 
сводится  къ  интегрнровав1ю  системы  этихъ  совокупныхъ  уравнешЙ,  нося- 
щихъ  назвая1е  дифференц1альныхъ  уравнен1й  движея1я  мате- 
р1альной  точки. 
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94.  Интегралы  двнжев1н.  11р1е1Ш  ддя  интегрироваи1Я  совоЕуаныхъ 
днфференщ&льныхъ  уравнений  излагаются  въ  курсахъ  Аналива, — ны  огра- 
ничимся зд^кь  8анЪчан1янн  самаго  общаго  характера.  Тавъ  какъ  диффе- 
ренщальныя  уравнен1а  двяжвв1я  второго  иорадка  относительно  трехъ 
неизв'Ьстныхъ  функщй  д1,  д^,  ^^,  то  саныя  общ1я  выражешя  для  исво- 
иыхъ  фунхпдй  вренени  будутъ  содержать  шесть  произвольныхъ  постоан- 
выхъ.  Дда  получешя  такихъ  общихъ  выражений  ны  въ  большинстве  слу- 
чаевъ  поВденъ  нижеоН^дующииъ  нутеш. 

ФунЕЦ1я  Н  (§  43)  относительно  сжоростей  ^|',  ^д',  ^з',  степени  второй, 

сл*д.  производная  т— ;  будетъ  линейною  функц1вю  отъ  скоростей  оД  а  по- 
б^^ 

тону  д^выа   части  уравнев1Й  (2)  содержать  вторыя  ироизводныя  отъ  ео- 

ординатъ   лишь  линейнынъ   обрааоиъ.    Положииъ,   что  систеиу  (2)  наиъ 

УАалось  занюнить  ей  равносильною  такою 


^  *!  (',  31 ,  вг ,  9я .  З:'.  9г'.  «з')  =  О ;  (6) 


ДвЪ  сЕстенн  уравнений  ны  вавываенъ  раввоснльяыни  тогда,  когда 
одна  иаъ  нвхъ  является  слФдстЫенъ  другой  и  наоборотъ  другая  сл^д- 
С1В1енъ  первой. 

Но  снстена  (6)  равносильна  следующей: 

■РП'.  <71.  92,  в»-  «!'.  92,  9з')  =  01 ; 

?!('.  91.  9г.  9з,  91,  92,  9з)  =0^1  О 

*>{'.  9ь  Яг.  «1.  91,  Яг,  9л')  =  О,; 

гх^  Си  Сг,  Сг  проиавольныя  аостоянння^  Равенства  (7)  и  подобння  инь, 
>■  е.  содвржа1Ц1я  вреня,  произвольныя  поетоянныа,  координаты, 
скорости  и  сараведлнвыа  вь  силу  днффвренц1альныхъ  уравнений  дви- 
*ен1я,  носятъ  назваше  вервыхъ  интеграловъ  двкжев1я. 
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Допустиыъ  дал^ъе,  что  и  снстеку  (7)  ны  съун^^екъ  свести  къ  такой, 
ей  равносильной: 


Но  эта  систена  ранносильна  сл'бдующей: 

%(^,Ь^92^^з,  СиСг,Сг)=Сь\  (8) 

Полученяыя  равенства  и  оодобныя  ииъ,  т.  е.  содерха1Ц1я  время, 
координаты,  ироизвольныя  постоянный,  не  захлючающ!»  въ  себ^ 
скоростей  и  справедливыя  въ  силу  дифферен111альныкъ  уравнен1й  двихе- 
н{я,  носятъ  назван1е  вторыхъ  интеграловъ  дв8жен1я.  Когда  най- 
дены три  неэависимыхъ  другь  отъ  друга  вторыхъ  интеграла,  содерхащихъ 
шесть  незавксииыхъ  другь  отъ  друга  нроизвольныхъ  постоанныхъ,  то 
задача  интегрировашя  кончена:  ны  ножанъ  отсюда  определить  саны  я 
обцк1я  выражетя  для  всконыхъ  фуякщ'й  иренени  ^ь  ^2^  ?!>  выражен1я, 
содержапия  шесть  нроизвольныхъ  постоинныхъ.  Такъ  въ  нашеиъ  случае 
нзъ  равенствъ  (8)  им4емъ: 

«2  =  т,  Си  Сг,  Ся,  С,.  С5,  Се);  С9) 

Чз=т^СиСг,Сг,С„Сь,Съ)- 

Въ  тонъ,  что  саиыя  о6щ1я  выражен1я  для  координатъ  должны  заклю- 
чать въ  себ'Ё  шесть  нроизвольныхъ  постоянныхъ.  ны  ноаенъ  убедиться 
и  безъ  помощи  Анализа  такими  кинематическими  соображен1Яни.  Двффе- 
ренц1альныя  уравнен1я  двЕжев1я  опред']^яютъ  собою  въ  любой  нокеитъ  веди* 
чину  н  наиравлете  ускорен1н  движущейся  точки,  сх^х-,  если  ны  въ  какой 
либо  данный  ноневтъ  ^в,  нанываеный  начальным ъ,  дадимъ  движущейся 
точки  произвольное  положен1е  и  сообщинъ  ей  проиевольную  скорость,  то, 


^уI,.е^::^V^^ОО^IС 


гл.  IX  §  94.  днФФЕР.  урлвн.  двиас.  точки.  163 

зная  ускореше,  съун^нь  найтЕ  сюрость  ж  110ложен1е  этой  точки  для 
момента  ^1,  сневнаго  съ  начальнынъ.  Принявши  этотъ  ионентъ  11  эа  на- 
чальвый,  тЪиъ  же  вутежъ  опред'Ьлииъ  скорость  и  полохен1е  точки  для 
жокента  ^2<  безконечно  мало  отстоящего  отъ  ^1,  и  т.  д.;  такинъ  образонг, 
вообще  говоря,  ны  съунЪеыъ  найти  скорость  и  положен1е  точки  для  лю 
(юго  нонента  сл']Ьдующаго  за  нач&льныиъ  или  предшествовавшаго  ему. 
Другими  словами,  нн  опред^лимъ  движен!е  точки  при  любомъ  начальионъ 
яа1охен1и  и  при  любой  начальной  скорости,  а  для  этого  необходимо, 
шесть  произвольныхъ  постоянныкъ.  Давши  соотв1тствеяныя  значеи1я 
этимъ  постояннынъ,  нн  заставимъ  наш;  движущуюся  точку  въ  данный 
монентъ  пройти  черезъ  даивое  положен1е  съ  данною  скоростью. 
Если  данный  начальный  ноиентъ — ^,  данныя  начальный  координаты 
точки— зю,  92о>  взо.  а  даиныя  начальвыя  скорости  (по  координатанъ) — 
Ьй''  9*о'-  9за'>  то  но  (9)  произвольныя  постоинныл  (7] ,  С; , . .  Се  должны 
(>ыть  корнями  уравнен1Й: 

Зи=Л('о,  С,.  ...Се);  2м==А(^.  С,....Сб);  9ы=Мо,С1...С,); 

9..'=Л'(<6.С„...Св);  22(.'=Л'('о-  С1,...Сб);  «»<.'=  Л'(^.  С,...  Се); 

гд'Ё  занятою  означены  производныя  по  времени. 

Всякая  система  N  совокупныхъ  дифференц1альныхъ  уравненШ  вто- 
рого порядка  можетъ  быть  заменена  системою  2^  уравнеи1й  перваго  по- 
рядка. Поэтому,  если  мы  къ  санинъ  дифференфальяыиъ  уравнен1янъ  (2) 
П]шбавимъ  три  таквхъ  уравнен1я: 

й-"'  Ъ-"'-  1-«='  <"> 

то  получинъ  шесть  совокупныхъ  уравиен1й  перваго  порядка  относительно 
шести  неизв^^стныхъ  фуикщй  времени  $],  $2,  да!  ^Л  в:')  Чз'-  Интегриро- 
ваше  этой  систеиы  будетъ  закончено,  если  нанъ  удастся  найти  шесть 
ея  везависииыхъ  интеграловъ 

Т1('-в1.3г-г».  в!*!  Зг'.  9я')  = -^1 , 
Ъ  С'  Чь  9г  -  За .  в/.  42  >  Чз')  '=  -^2  > 


ТвС  91.  32.  «8,  Я1.  Ч.4,  Чз')  ==  ^в. 
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гд^    Лг,-  .Ле    пронзвольвыя    оостоанныя.    Изъ   иапнсанныхъ   равеиствъ 
лпредФлинъ 


<!1-Л('.^. 

Л,.. 

■■Л,) 

г2-Г>И.л, 

Лг, 

-Л,) 

гг—й^.^! 

Лг, 

■■Л,) 

я,=ъ('.л, 

Лг, 

■■А,) 

г1'=?1«.^1 

Лг, 

•■Л) 

Яг'=9г(1.Л, 

Лг, 

.-1.) 

дри  ченъ  должЕО  оказаться,  что 


какъ  этого  требуюгь  уравнешя  (10). 
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95.  7'слов1я,  при  хоторыхъ  свободная  матбр1альная  точка  дви- 
жется пряноднвейно.  Въ  предыдущей  пав^  мы  вывели  дифференща-кь- 
ныя  уравнеа1Я  двихешя  натер1альиой  точки  подъ  д'&йств1еиъ  зад&вныхъ 
ен.ть,  когда  двихеВ1е  этой  точки  витЁиъ  не  ст1|сне[10,  ие  ограничено  ни- 
икннъ  зарав^ю  даннынъ  7слов1е>ъ,  ит?,  кахъ  говорятъ,  когда  точка 
свободна.  Теперь  ны  эайненся  ра8СнотрЪн1е1Гь  прост^йшаго  случая  дви- 
иен1а  свободной  иатер1алъной  точки,  а  иненно  того,  Еогда  эта  точка  дви- 
зется  нрянолинейно.  Если  одну  изъ  коордииатныхь  осей,  яанр.  ОХ,  на- 
правииъ  параллельно  разсхатриваемой  траактор1И,  то  7равнен1я  атой 
траэкторл  будутъ 

у  =  с&па4,     в  =  ствЬ, 
а  сл^д.  до  (1)  главы  IX: 

Г=0,     г  =  0; 

I.  е.  равиод'Ьйствующая  должна  ин1!ть  постоянное  направлен1е,  параллель- 
ное траэктор1И. 

Но  этого  услов1я  недостаточно,  ибо  тогда  два  аосл^дн{я  уравнен1я 
движения  (1)  главы  IX  будутъ 


пч)  по  интегрнроваши  даетъ 

гд^  а,  Ъ,  а,  р  произвольвыя  постоянный.  Условимся  всегда  означать  на- 
чальный нохеитъ — ^,  начальный  координаты  точки— а^,  Уо,  «о;  начальный 
скорости  по  осянъ— жо'.  Уо,  *о'-  Тогда  предыдущ1я  равенства  даютъ 
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откуда  видииъ,  что  траэктор1я  будетъ  аряяоЯ),  плр&ллвхьпою  ОХ  лешь 
тогда,  когда 

Уо'  =  0;    V  =  О.  (2> 

Тякинъ  образомъ  ао  (I)  и  (2)  свободная  натерзальная  точка  ножетъ 
описывать  пряную  хия1Ю  лишь  тогда,  когда  сила,  приложенная  къ  ней, 
нм^етъ  ностоянное  направленхе  и  начальная  скорость  параллельна  этому 
направлен!». 

Въ  дальаМшенъ  ны  буденъ  брать  траэкторшза  ОХ(у  =  0;  е=0) 
и  слЪд.  ограничимся  изсл1|дован1енъ  одного  только  уравнен1я 

тх"  =  Х  =  /-(^,а:,а:'».  (3) 

96  Пряжолннейное  двнавен1е  подъ  д'кЙетвЬшъ  енлн,  зижеящей 
лишь  отъ  врененн.  Когда  данныя  силы  вависятъ  только  отъ  вренени, 
т.  е.  когда 

X  =  ги\ 

задача  о  прянолянейнонъ  движен1и  точки  р'Ьпшется  весьна  просто. 

Интегрируя  уравнение  (3)  и  опред^^яя  ароязвольння  пцстоянныя 
по  начальнынъ  даннынъ,  получаенъ 

I 


Интегрируя  еще  разъ,  им^емъ  окончательво: 

тх  —  тх^  =  тх^'  Ц—  1^)  -^  \  йг\\({()т\-  (4) 


-М+ГйЖ;^ 


При»гЬръ:  Прянолинейное  движение  тяжелой  точки.  Если  ось  х — овъ 
направлена  вертикально  книзу,  а  ускореше  тяжести  означииъ  д,  то  ура- 
внен1е  движен1я  будетъ 

тж"  =  тд , 

и  слЪд.  по  (4): 

х  =  Хо-\-  x,'^^-^  '\-  ^^( -{„)'. 

^д|,.е.^с^С0ОзIе 
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Если  хо''>0,  то  съ  самаго  начала  двЕжен1я  (съ  ножента  ^о^  точка 
падаетъ  вннвъ.  Если  хо'<-^,  то  до  коиентя  х='1о ^  точка  движется 

1ага   ь   и^лш^хниикиикиги-а    па    оммггв  ^  —  

ка;(аетъ  книзу. 

07.  Прнаолвнейвое  двнжешв  аодъ  д1йетв1еиъ  силу,  зависящей 
Л1шь  отъ  положйв1я  точки.  Когда  сила  вависитъ  только  (УП  ноложе- 
ша  точки,  т.  е. 

то  воаросъ  о  ярянолинейиомъ  двиасевш  точки  р'Ёпшетсг  съ  понощью  двухъ 
квадратуръ.  Умножаеяъ  обФ  части  уравнен(я  (3)  на 

х'Л  =  ^х , 

тогда  обратинъ  ихъ  въ  полные  дифференп^Еалы: 

х'  х"  сЧ  =  х'  их'  =  ({х)  Лх ; 

сл'Ьд.,  интегрируя,  найдены 

1  х'^  =  Р{х)  +  С, 

гд*  с  произвольная  постоянная,  а  Р{х)^\((х)Лх.    Р'Ьшаа    исчученвое 
уравнение  относительно  х',  иагЬенъ 


\/Пх)-\-С 
откуда,  интегрируя. 


•^         -*й/2; 


гд^  в  новая  произвольная  постоянная.    Полученное  равенство  и  опред11- 
ляетъ  X  какъ  функц1ю  отъ  Ь  и  двухъ  постоянныхъ  нроиввольныхъ. 


^уI,.е^.^С0ОЗIе 
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Примеры:  а)  Пряиолинейвое  движен1е  точки  подъ  д'ЬйстБ1е11ъ  силы 
притяжен1я  къ  неподвижнону  центру  пряно  пропорцюнально  разстояи1ю. 

Возьнемъ  центръ  притяжен1я  за  начало  координатъ.  Тогда,  если 
коэффиц1ентъ  пропорцюнальности  нрииенъ  равнннъ  Чс^т,  для  сады  Р 
ливень  выражеше: 

гд'1  г  раэстоян1е  отъ  точки  до  начала  коордиаатъ,  или 

Р  =  ±1<?тх,  (5) 

при  чемъ  должно  взять  верхтй  знакъ,  если  а:>0,  т.  е.  точка  на  поло 
хительяой  половине  оси  х — овъ,  и  няжн1Й  знакъ,  если  х<й,  т-  е.  точка 
на  отрицательной    половин!   оси  х — авъ.    Сила  Е  направлена  кь  началу 

координатъ,  с.1^д. 

С08  (Л:)  =  1Р1;  (6) 

верхней  знакъ  надо  взять,  когда  а:  >■  О,  а  нижн1й,  когда  л;  <С  0.  Соединяя 
(5)  и  (6),  получииъ  для  Х-=-Рсо8{Рх)  такое  выражен1е 

Х^  —  к^тх, 

независико   отъ   того,   гд!   точка   находится   на   положительной   или    на 
отрицательной  половин'Ъ  оси  х — овъ. 
Интегрируенъ  уравнение: 


вышеуказаннынъ  способоиъ;  тогда,  по  сокращент  на  т,  получаеиъ 

Произвольную  постоянную  с  опред'Ьляенъ  изъ  начальныхъ  тслов1й: 

Сл^д.  найденный  интегралъ; 

хП  —  кНп'  —  х'),  (7) 

гд^  ыы  положили 

^:^п'  =  x^^  +  Vx„'. 
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Уже  изъ  (7)  видшъ,  что  наибольшее  удален1е  точки  отъ  нритяги- 
вающаго  центра  не  аожвтъ  прешшать  п.  Пусть  положительное  наора- 
влен1е  оси  х — овъ  выбрано  такъ,  что  х^'  >■  О,  тогда  по  крайней  и'&р^  въ 
начале  движен1я  11роэкц1я  скорости  на  ОХ  будетъ  положительна,  сл^Ьд., 
извлекая  радикалъ  со  знавонъ  4^.  получаеиъ: 


1/я»— а: 


Произвольная  постоянная 

■(  =  аге  &1п  —  —  Ыа- 

Иначе  кожекъ  написать: 

х^п.втда-^Ч).  (8) 

Движен1е,  опред'Ёляеное  наннсаннынъ  ураБнен1е1ГЬ,  называется  про- 
ст ыиъ  гарноиичесЕииъ  движен1енъ.  Точка  колеблется  около  центра 
прйтяжен1я;  наибольшее  отилонеи1е  ея  отъ  центра  равно  п  и  называется 
анплитудою.  Движете  гармоническое  служить  при1гЬронъ  движешй 
11ер1одическихъ,  т.  е.  такихъ,  въ  которнхъ  движущаяся  точка  въ 
моменты  вренеив,  отстоя1Ц1е  другъ  отъ  друга  на  постоянный  пронежутокъ 
Т,  вазываеный  пер10доаъ,  занинаегь  одно  и  тоже  110ложев1е  и  И1гЬетъ 
одну  и  туже  скорость.  В-ь  нашенъ  случай  оер1одъ 

Если  бы  ны  пожелали  представить  графически,  какъ  изн'Ёняютсн 
1^  течеи1енъ  вренеии  скорость  движущейся  точки  и  разстоян1е  ея  отъ 
првтягивающаго  центра,  при  ченъ  абсцисса  изображала  бы  собою  время, 
&  ордината — скорость  иди  разстояй1е,  то  ны  получили  бы  кривыя  лин1И, 
называемый   синусоидами.    Этими   синусоидами   часто   пользуются   въ 

ФН!1ИК%,   КОГДА  рЪЧЬ  ИДеТЪ  о   ПрОСТОИЪ   ГВрМОНИЧеСКОНЪ   ДВИЖвН1Н. 

б)  Прямолинейное  движен1е  точки  подъ  дййств1емъ  силы  отталки- 
инк  отъ  неподвижнаго  центра  прямоаропорц1онадьно  раэстоян1ю.  Береиъ 
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начало  въ  центр'б  отталкивания.  Тогда  соверШ^Ьно  такъ,  каЕЪ  въ  прелы- 
дущемъ  артЛ^,  уб{|динся,  тго  въ  равсиатриваенонъ  случай 

X  =—  Л*  тд; , 
если  К09ффиц1ентъ  нропорцшнальности  взлтъ  равнынъ  к^т. 
Интегрируя  уравнен1е 

тх"  =  И^  тх , 
нолучииъ 

или,  определяя  произвольную  постоянную  с  по  начальныиъ  даннынъ: 

х'г=х^'^~к^х^^-\-1е^х^  (9) 

Пусть  положительное  направлен1е  оси  а:— овъ  параллельно  нашль- 
ной  скорости,  тогда  хо'^0,  а  потону,  извлекая  раднкалъ  со  знакохъ  -^, 
ин'беиъ: 

их 


/1 


=  =  Ы^, 


откуда  интегрируя: 


гоя  (^  +  ]/^'  -  «.■  +  «^)  =  и  +  л. 

Произвольная  постоянная  В  опред^ится  такъ: 

Подставляя   зто   зна<1ен1е    для   В  и   заменяя   логарифны    таслани, 
найдекъ: 

^+^^'-«.'  +  «=-(а^.+  ^)е'"~"  (10) 

Приравнивая  обратный  величины,  аолучиыъ 

■I  /  ^о'^  !  1      г 
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что,  цос^г&  у11ро1цен1я,  даетъ: 


^-/ж 


-г,'  +  х'=[х.-^)с  (11) 


Изъ  (10)  и  (11),  складывая,  найдеиъ 


1{(..^--'^(.-^)Г-'-").      а. 


2 


Постоянная  х^'^ — Л'л^'  можетъ   быть  больше  нуля,  меньше  нуля  и 
равна  нулю.  Раэберенъ  всЬ  эти  три  случая. 


Въ  выражешн  (12)  береиъза  обЩ1й  множитель!/  ^2 а;о';тогда 


окажется 


2  |/  А^ 


*(*-т)  -А((-т)1 

агоМе  -е  ]'  (13) 


|/    Ха  +  кхп 


Такъ  хакъ  по  (9)  скорость  не  можетъ  обратиться  въ  нуль,  то  дви- 
аев1в  происходить  всегда  въ  одномъ  направлен1И,  а  именно  въ  положи- 
телиомъ  направлеши  оси  ж— оаъ  (по  услов1Ю,  л;о'>0).  Если  точка  въ 
своемъ  начальномъ  положеши  была  на  положительной  ооловвн'Ь  осн  х — овъ 
(х^,  >  0),  то  она  съ  постоянно  возрастающею  скоростью  будетъ  непрерывно 
удаляться  отъ  центра  отталкивян1Я. 

Если  х<,<СО-  т.  е.  начальное  полохен1е  на  отрицательной  половин! 
осн  X — овъ,  то  скорость  движуп(ейса  точки  сначала  уменьшается,  пока 
не  достигнетъ  своего  минимума  к'жо'*  —  *%'  въ  тотъ  моментъ  ((=1), 
когда  движущаяся  точка  проходитъ  черезъ  центръ  отталкиван!я  {х=^0); 
загЬнъ  скорость  все  возрастаетъ  и  точка  уходитъ  на  бе.<)конечность  въ 
полохительномъ  направлена  оси  х — овъ. 

2)^-1.'<0. 

0|д|111ес1  Ьу  Сл009  I С 
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Теперь  въ  выражен1и  (12)  беремъ  за  общ1й  кнохитель]  /  х^^ —  Щ^ 
1,/     ,     »."(  'С-Ч, 


ЧТО  даетъ 


(14) 


е   =  е 


•    /'кхр  —  Хр 


По  (9)  или  (14)  видижъ,  что  наикеиьшее  возкожное  численное  зна- 
чвН1е  координаты  х  равняется 


V'' 


для  9Т0ГО  значеи1я  скорость  по  (9)  обращается  въ  нуль  и  затЪнъ  Н81гЬ-' 
няетъ  свое  направлев1е.  Если  хо  !>  О,  то  точка  съ  возрастающею  скоростью 
удаляется  на  беэковечвость  въ  положнтедьнонъ  -напраБлев1Н  оси  х — овъ 
(по  услов1Ю  Хо  !>  0);  если  хе  хр  <С  О,  то  движуп^аяся  точка  съ  убывающею 
скоростью  приближается  въ  центру  отталЕИван1я  на  кинииальное  раастоявЕе 
(въ  моментъ  (  =  1)  и  зат4мъ  съ  возрастающею  скоростью  уходить  на 
безконечиость  въ  отрицательвокъ  нааравлеи1и  оси  х— ояъ. 


Зд^ськогутъ  быть  два  случая  или  Жо'  —  кХй^=й,  нлк  Жо4-*а^  =  0- 
Въ  первомъ  случа'й  по  (12): 


точка  уходить  на  безконечиость  съ  возрастающею  скоростью  въ  положи- 
тельномъ   направлен1И   оси  х — овъ  (аго  одного  знака  съ  Ло'  >  0). 
Во  второмъ  случаЬ  по  (12): 

-*(*-д 

X  ■=  Хрс  ; 

точка  ассимптотически  приближается  кь  центру  отталкиван1я. 

^уI,.е^с^V.^100^Iе 
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98.   П|ши>лшщвйное  дважен1е  подъ  дивтв1ешъ   ежлн,  аявиеЯ' 
щей  лшшь  отъ  еворостя.  Еогда  снла  шввситъ  только  отъ  скоростж,  т.  е. 

тогда  въ  уравнеши: 

ш^  =  ПхЧ  (15) 


откуда,  интегрируя: 


гд{1  Л  проиавольнаа  постоанваа.  Доаустинъ,  что  нвъ  зтого  уравнен1я  ны 
съ7Н'11е11Ъ  найти  х'  какъ  функщю  отъ  {-^~А- 

иди  иначе 

Интегрируя,  иайденъ 

л  +  В=  I  ^(^-{■А)Л^=^  Фа-\-А), 

что  и  рЪшаетъ  вопросъ. 

Когда    изъ  (16)  нельзя    найти  х'   вавъ    явную    фунвц1ю   врененв, 
можно  поступить  такъ;  уиножаенъ  об^  части  ур&внеи1я(15)на  х'Л('=^: 

тх'  3^'  Л  =  тх'  Лх'  =  /"(а:')  их. 


^^=.(..)  =  ,+  С,  (П) 

0,0,112ейг;СоО'^1е 
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г^(1^  с  произвольная   постаяяная.    Пусть  отсюда   иы    иожемъ    найти    х\ 
какъ  явную  функцЫ  х: 


Мх-\-С)~ 


Интегрируя,  иайленъ: 


Цх-\-С) 


^И{х-\-С)=^1-\-В. 


уравнвн1е,    опред{|ляющ1е  х,  какъ  фунБЦ1Ю  вреиени  и  постоянныхъ    нро- 
извольвыхъ  С  я  1>. 

Наконецъ,  есдн  уравнешя  (16)  и  (17)  неразрешимы,  то  ны  можеиъ 
сохранить  оба  эти  ур&внен1я,  такъ  каиъ  второе  опред1иаеть  х,  какъ 
функц1Я)  отъ  х\  а  первое  д&етъ  захисиность  х'  отъ  времени. 

Фиг.  53. 


I     и  \     т 

^-2иу  %    ту 


Прин'1ры:  а)  ПряиолинеВное  двнжен1е  тяжелой  точки  въ  сред-Ь,  со- 
противляющейся пропорц10нально  первой  степени  скорости.  Ураянеи1е 
Лвижен1я  въ  разсматриваенонъ  случа'6  будетъ 


тх"  ^  тд  -\-  (сов  {(х) ; 


(18) 


ОСЬ  я;— овъ  направлена  вертикально  книзу;  д — ускорение  тяжести;  ( — сила 
сопротивлеп1я.  По  услов1ю  сила  сопротивлен1Я  пропорц1ональва  оврвоВ 
степени  скорости,  сл4д. 


/■  =  ±  4^  тх', 


(19) 


),Соо'^1е 
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если  для  удо<)Ств&  коэффиц1ентъ  пропорц10Евльности  вовьменъ  раввынъ 
1^»).  Верхшй  8накъ  надо  взять,  когда  я'>0,  т.  е.  точка  падаетъ  внизъ 
(Фиг.  53(а)Ха  вижв1Й,  когда  ж' <  О,  т.  е.  точка  брошена  кверху 
(Фнг.  53  (Ь)  ).  Но  сила  сопротивлен1я  всегда  противоположна  напра11лев1ю 
двихев1я  точки,  сл'Ьд. 

со8(Гх)='—\,  (20) 

гд'&  надо  взять  верхв1й  знакъ,  когда  х'Х)  (Фиг.  53  (а) ),  и  иижн1й, 
когда  х'<0  (Фиг.  53(4)).  Соединяя  (19)  и  (20),  найдеиъ  по  (18)  урав- 
иен1е: 

х"  =>  д  ~  Л*  а/, 

справедливое  незавиеиио  отъ  того,  ъъ  каконъ  направлен1Н  движется 
точка.  Заи^тииъ,  что  уравнение  двилеи1я  сохранило  бы  свой  видъ  для 
двухъ  ввправлев|Я  при  всякой  сил1^  соаротивлен1я,  пропорциональной 
нечетной  степени  скорости. 

Получевнону  уравнению  дадинъ  вндъ: 

(1  —  к^х' 

откуда,  интегрируя,  ииФемъ: 

1од{д—К^х)  =  —  кЧ-^-годС, 
или 

Произвольную   постоянную  с  опред^лимъ  изъ  нача.1ьиыхъ    услов1Й, 
полагая  ^^^0:         ■ 


А  потому 


«■-^-(|-<) 


и  сл1|д.   поел!   иитегрирован1я  и   опред'Ьлен1я    произвольной    постоянной 
найдеиъ: 

.-«.  +  |,<+1(^-х.')(.-*"-1)- 

0|д|111ес1  оу  СлОО^  1С 
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Двихен1б  ассиматотическя  ориближается  къ  равномЪрнону  со  ско- 
ростью ^  >  независящею  отъ  начальныхъ  ус10в1й.  Полохете  движущейся 
точки  при  {  весьма  большонъ  надо  отливается  отъ  того,  которое  она  за- 
нимала бы,  если  бы,  выйдя  изъ  начальваго  полохешя  з:^хо'\--^  —  ^> 
двигалась  равномерно  со  скоростью  ^  ■ 

6)  Прямолинейное  двнжев1е  тяжелой  точки  въ  сред'%,  сопротивляю- 
щейся аронорцшнально  второй  степени  скорости.  Направимъ  ось  х — овъ 
вертикально  книзу.  Тогда  уравнен{е  хвнжен1Я  при  обозначешяхъ  преды- 
дущаго  примера  будетъ: 

тх^'  =  щ  —  ^со8<.(х). 

Въ  настоящемъ  случа'!^  С=к^тх",  если  коэффищентъ  процорщона.1ь- 
ности  равенъ  к'т.  Что  ке  касается  до  косинуса  угла  (/х),  то  ао  предыдущему: 

соз(/х)  =  —  1, 

приченъ  верхк1Й  внакъ  надо  взять  для  движен1я  внизъ,  а  вихнМ  для 
движев1я  вверхъ.  Такииъ  образонъ  мы  получаенъ  для  двизБен1а  внизъ 
уравнеюе: 

х"  =</  — *'*'»,  (21) 

а  для  движен1а  вверхъ: 

х''  =  д  +  к^х'^.  (22) 

Одно  уравнеше  переходитъ  въ  другое  при  понопр!  замены  к  черезъ 

Буденъ  интегрировать  уравнен1е  вида  (21).  Умножая  о&к  части  на 
^,  получаенъ: 

д—к^х* 


кЛх'         ,         кйх'  п,    /—  ,. 

7+  ^г    ..,  -"у7.а(, 


}/д  +  *»'  у1д  —  Ь' 

откуда,  интегрируя: 


,  —  чыVд  +  г<>9С. 


СуМЛг;СпОО'^1е 
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Полагая  <о  =  0,  опредйдяемъ  проиввольную  постоянную  С- 

у'д  —  кхо' ' 
сл-^д.  найденный  первый  интегралъ  ыожно  нереаисать  такъ: 

У 9  —  Ь.''       ^д  —  Ьо' 
Р^^шаи  относительно  х\  имФемъ: 

_       _  2Ы^9 

=  \,%щ  1(у„+ад.'"'"+(у'?-адГ'"'^"{-      (23) 

Интегрируя,  получаемы 
Иронввольная  постоянная 


Изъ  (23)  видно,  4то  движен1е  асимптотически  приближается  къ 
равнои'Ьрноиу   со  скоростью   --^ ,  независящею  отъ  начальныхъ  услов1й. 

Чтобы  нолучять  формулу  для  двнжен1я  снизу  вверхъ,  подставляемъ 
въ  (24)  вместо  Л  —  к  У —  1 ,  получаенъ 


(25) 
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Точка  останавливается  въ  ионевтъ 

1Ч'д         \      х/д) 

И  сл^д.  съ  этого  ионента  надо  пользоваться  формулою  (24),  при  ченъ  ач> 
надо  заи'Ёнить  значешеиъ  правой  части  (25)  для  ^  =  т,  а  хо  положить 
равиыиъ  нулю. 

в)  Въ  вид'Ъ  прин']^ра  яя  второй  11р1емъ  ннтегрнровап1я  уравнен1я 
движев1я  въ  разсиатриваеиоыъ  слу^а^^,  рЬптинъ  такую  задачу:  тяжелая 
точка  брошена  кверху  съ  начальною  скоростью  со  и  движется  въ  сред*, 
сопротивляющейся  пропорц!  опально  второй  степени  скорости;  оаред'Ьлить, 
съ  какою  скоростью  точка  вернется  ъъ  первоначальное  положев1е. 

Сначала  движен1е  происходить  сообразно  съ  дифференц1альнынъ 
уравнвН1емъ  (22): 

Предотавивъ  его  додъ  видокъ: 

д+»х''  -  "•  "■'  • 
иитегрируенъ: 

1о<1(д  +  к-х'^)  =  и^х  -Ь  /о//С.  (26) 

Если  начало  координатъ  по1гЬстииъ  въ  вачальнонъ  положен1и  точки, 
т.  е.  положинъ  х^  =  О,  то  постоянная 

а  потому  вм'Ёсто  (26): 

д^^ч^п  =  ^^},г  1.^2^  /  *"  ^.  (27) 

Координата  той  точки,  въ  которой  движущаяся  остановится,  найдется 
изъ  предыдущаго  уравнен1я,  полагая  въ  неиъ  У  ^  0.  Искомая  координата 
отрицательна,  сл^д.,  если  ее  означииъ  черезъ  —  А,  А  будетъ  !>  О  и 
но  (27): 

—  2А'й_         д 


В|д|1|гес1  оу 


(28) 
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Для  движев1я  внивъ  зан^^ияенъ  въ  (26)  Ь^  на  —  1^: 
1од(д  -  к*х'^)  = —  2к^х-\-1одС, 

Произвольвую    постоянную    с  находииъ,    вам^Ьчая,    что    х^^  —  А, 

хо'  =  0: 

С  =  д.е 
Следовательно 

у  — к'х''  '^((  е 

Схорость  II.-,    съ   которою    то<иса   вернется   въ   начало    воординать, 
найдется,  если  въ  предыдущенъ  уравненш  положинъ  х  =  0: 

к^к^=д\\  —  е  )=де  {е        -  1)  • 

А  пользуясь  (28),  находимъ  окончательно: 


1уСооз1е 


Лрост^йиНе  случаи  нриволинейнаго  двнжежя  свободной  натер!альмоЙ 

точки. 

99.  Криволинейное  лвижев1е  точки,  сводящееся  ив  зядачу  о 
н11св0лысвхъ  нрянодннейвыхъ  двк»ев1яхъ  отд'Ьльныхъ  точевъ.  Если 

равнод'Ьйствующая  силъ,  лриложенныхъ  къ  движущейся  точкЬ  такова,   что 

X  =  /■,(«.  ж.  ж'); 

то,  очевидно,  каждое  изъ  уравнен1Й  движетя: 

тг"  =  г  =  /",((,  г,  г'); 

ыожетъ  быть  проинтегрировано  незавнсино  отъ  другихъ,  и  сл'Ёд.  задача 
о  движент  рааснатриваеыой  точки  сводится  къ  р6шен1Ю  трехъ  задачъ  о 
прянолинйвноиъ  движенш  трехъ  точвкъ,  нроэкц1Й  движущейся  точки  на 
оси  координатъ. 

ПростФйшЫ  изъ  такихъ  движешй  и  ра.чсиотриыъ  въ  настоящей 
глав'Ё. 

100.  Криволинейное  Д8пжен1е  тяжелой  точки.  Возьненъ  ось 
г — овъ  вертикально  книзу,  ускорен1е  тяжести  означимъ  д;  тогда  ураввен1Я 
движешя  будутъ: 

тх"  '=  0;     ту"  ^  0;     тл"  =  тд  . 

^уI,.е.^с^V^^ООЗIе 
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Ыепосредствеино  интегрируя  ихъ  и  опред'&.тяя  ироиявольныя  по- 
стоинныя,  получиыъ: 

У  =  3/0  +  уо'  (' — и) ; 

йг  =  До  +  ^'о'  ('  -  и)  +  4  *^~  'о*^- 

Исключая  время,  находииъ  уравнен1я  траэктор!!!: 
у—  У(,  =  ^(а;  — а^о»; 

Возьненъ  начало  Еоординатъ  въ  яачальноиъ  положеши  (л;о  =  1/о^ 
=  7а  =  0),  плоскость  ^ОХ  цроведенъ  черезъ  напр(шлвв!е  нача.1ьыой 
скорости  {у(,'=0),  уголъ  начальной  скорости  съ  осью  ж-овъ  (уголъ  при- 
цела) означимъ  черезъ  а,  причеиъ  а  считаемъ  отъ  оси  я-овъ  къ  отри- 
[(ательной  оси  г-овъ  (кверху).  Тогда  предндущ1я  уравнен1я  траэкторхи 
при  путь  видъ: 

,  =  0;     .  =  -.^.  +  1-^.  (1) 

Траэктор1ей  служить  вертнка.1ьная  парабола  съ  вершиною  кверху. 
11о.101симъ,  что  данная  иатер1альная  точка  представляетъ  собою  артилле* 
Р1ЙС1:1Й  сиарядъ,  движущ1йся  въ  безвоздушнонъ  пространстве;  р'{1П1иыъ 
тиуи  задачу:  вайти  уголъ  прицела,  нодъ  которынъ  надо  пустить  сна- 
радъ  изъ  начала  коордннатъ  съ  данною  начальною  ск(^остью  для  того, 
чтобы  онъ  попалъ  въ  данную  точку  (ё.  С)  плоскости  2'ОХ.  РЁшая  урав- 
веше  (1),  находннъ  для  6;  а  два  значе111я: 


У 


•Л^-&+ 


Такикъ  образоыъ  иы  ыоженъ  по  двумъ  траэвтор1ямъ  (настильной 
и  навесной)  довести  сиарядъ  до  назначенной  ц*ди;  но  для  того,  чтобы 
задача  была  возможна,  данная  точка  (5,  С)  должна  лежать  внутри  параболы 


.»:_  _1_  1^  =в=  О  (2) 
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Для  точеЕт.,  лежащихъ  на  этой  параболе,  об^  траактор1н  настиль- 
ная и  нав'Ьсная  С1нваютса  въ  одну. 

101.  Прнтя«еа1е  точки  неподввжнннъ  центромъ  пряжоиропор- 
ц1ональио  разетоян1ю.  Поы'Ёстинъ  П1)итягивающ1й  центръ  въ  влч&я^^ 
Еоординатъ   Тогда,  если  положииъ 


сила  Р,  приложенная  еъ  движущейся  точе*,  будетъ 

!•  =  к^тг. 

Косинусы  угловъ  этой  силы  съ  осями  коордннатъ  противоположны 
по  знаку  Еосинусанъ  угловъ,  образуемыхъ  съ  осями  рад1усонъ  векторонъ 
движущейся  точки,  т.  е. 

еоз  (Гх)  =  —  —  ;    еоз<Гу}=  —  ^;     ст(Рх)  =  —  ~- 

Отсюда,  по  сокращен1и  на  т,  получаемъ   твЕ1я  уравнен1я  лвнжен1'я: 

Интегралъ  перваго  уравненЫ  былъ  уже  нами  найденъ  въ  видф  фор- 
мулы (8)  главы  X: 

ж  =  н  зт  Ш  -^  •{),  (3) 

гд* 

»г  =  —-  -^-  жо' ;     ^  =  агсНп  —  —  *(о  ■ 

Иначе 

а-  =  псоз'{зтЫ'\-  пзгп'^созЫ. 

Полагаемъ  /о  =  0.  тогда 

зт  -^  =  ^ ;     соя  'Г  =  г^г  ^ ; 


I  следовательно 


(4) 
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Иаъ  двойнаго  знака  при  сов  ^  сохраняенъ  лишь  -{-,  такъ  кавъ  правая 
часть  (4)  поел!  дифферевцирован1я  по  {  должна  дать  наыъ  выражен1е  для 
х,  т.  е.  для  ^=9  обратиться  въ  хц'. 

По  аналопи  съ  (4)  ин^емъ: 


(6) 

г  =  1!„  сов  и  ~\-  -^^  зш  М. 

Направвмъ  ось  х-оъъ  черезъ  начальное  полохек1е  точки  {у^^=Х(,=^), 
а  плоскость  ХОУ  проведемъ  ч(«ре8Ъ  наараБлен1е  аача.1Ьной  скорости 
(го'  =  0),  тогда  уравнев1я  (4)  и  (5)  примутъ  видъ: 

X  ~=  х^  соа  1сЬ  ■{ — ^  8(м  к^\ 

и  =  -4-  зтк{: 

Посл'Ъдиее  уравнен1е  покаэываетъ,  что  тра8ктор1я  кривая  плоская. 
Чтобы  исключить  время  нзъ  первыхъ  двухъ  уравнен1й,  находимъ  значен1я 

возвышвеиъ  въ  квадратъ  и  склвдываеиъ: 

Уо  ^         ^>>\  Уй  } 

Это  ураввен1е  кривой  второго  порядка,  отнесенное  къ  центру;  со- 
ставляя дискрииинантъ,  уб^ждаенся,  что  онъ  отрицателенъ: 

4     '^д''    _  А {   ^о"    4-  --^  = **-   <  О  . 

Такинъ  обрааоиъ  тра9ктор!ею  служить  эллипсъ,  центръ  коего  лехнтъ 
11ъ  прнтягивающенъ  полюсЬ. 
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102.  Отхалкаван1е  точки  неиодвнжиын'К  цевт|10нъ  прашопро- 
пор1^ональни  разетоян1ю.  Беренг  опять  начало  воординатъ  въ  центр*!! 
отталкиван1я;  тогда  подобно  тону,  какъ  9то  было  сд'Ьлано  въ  предыдущей!. 
параграфе,  приходинъ  къ  ураввен1ямъ: 

х"  =  к-х;     у"  =  к^р:     е"  =  к^я. 

Интегралъ  перваго  ураввешя  мы  уже  ин^и  въ  форму.^^  (12) 
главы  X;  для  /о  =  0: 


4](.+^],«+(.-^) 


(6) 


По  аналог1и  для  яругихг  координатъ: 


-Щ 


'-+т '+("-' 


Проведемъ  ОХ  черезъ  начальное  положеи1е  точки    1у^  =  го  =  0),   а 
плоскость  ХОТ  черезъ  начальную  скорость  (го'=0);  тогда 


I  ы      —щ 


1^1  ы 

"  2   * 


откуда,  подобно  предыдущему  параграфу,  легко  уб4ждаемся,  что  т|)аэки)- 
ргей  служить  гипербола  съ  центронъ  въ  отта.1киваюи;е11ъ  полюсе. 


),Соо'^1е 


Законъ  нонентовъ  количества  движения.  Заяонъ  живой  силы 

1№].  Законъ  ножеитовъ  ко^ичества  двнжени  ■атер1альной  точка. 

По  второму  закону  РЬютона  (§  39)  сила,  д'Ьйствующад  на  г(атер1альную 
тачку,  представляетъ  собою  геометрическую  производную  отъ  количества 
двнжешя  точки.  Если  мы  станемъ  теперь  разсиатривать  оба  эти  вектора — 
силу  н  количество  диижев1я  —  какъ  векторы,  приюженнме  къ  движущейся 
точН,  то  по  §§  4  и  53  окажется,  что  приложенный  къ  движущейся 
точк*  векторъ — сила  представляетъ  собою  геометрическую  пр  оиз- 
воднуюотъ  приложеннаго  къ  той  жеточк'Ь  вектора— количества 
движен1я.  Это  можно  вид*ть  и  непосредственно.  Возьмеиъ  за  коорди- 
ватн  приложеннаго  вектора  силы  (§  13)  три  проэкщи  ея  на  оси  коорди- 
нятъ  т^.  Ну,  И,)  и  три  момента  ея  вокругъ  осей  (Ьх,  X»,  Ь,')-  Тогда 

Ьх  =  гу  —  Уг.   X,  =  хг  —  г.г.\   ь.  =  Ух  —  ху, 

или  по  второму  закону  Ньютона: 

Д^  =  тх"\     К,  =■  ту";     Б,  =  пи"; 

1^  =  т(!/г"  —  г}/");     Ь,  =-  т(гх"  —  хг");     1,  =  т{ху" —  ух^).      (\) 

А  для    приложеннаго  вектора — количества    движен1я  (§  86)  им4емъ 
ийдующ!я  координаты; 

Гл  =  тх' ;     г»  =■  ту' ;     ^,  =  V^г'■, 

}^  =  т{уг'  —  гу')\    1у  =  т(гх'  —  хг'):    и  =  т{ху'  ~ух')  .        (2) 

Сраввивяя  (1)  и  (2),  находимъ: 


(3) 
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что  и  локазываетъ  высказанное  положев1е,  такъ  какъ  начало  координатъ 
по  услов1ю  точка  неподвижная  (§§  34  и  35). 

Посл'!Ьлв1я  три  равенства  (3)  ногутъ  быть  зан^невы  одниыъ  геоне- 
трическимъ: 

(1)  =  {Ь),  (4) 

гд'Ь  I  а  Ь  ноненты  количества  двнжен1я  точки  и  равнодействующей  во- 
кругъ  начала  координатъ. 

Равенство  (4)  Быражаетъ  собою  сл1&Д7Ющую  теорену,  называемую 
закономъ  момента  количества  движев1я1(атер1альноб  точки: 
геометрическая  производная  по  времени  отъ  момента  количества  движе- 
В1Я  точки  вокругъ  неподвижнаго  полюса  (начала  координатъ)  геоиетри- 
чески  равна  моменту  равнод^Ьйствующв№  силы  вокругъ  того  же  полюса. 

Иначе  »ту  теорему  можно  выравить  такъ  (§  31):  скорость  точки, 
чертящей  годографъ  момента  количества  движения  материальной  точки 
вокругъ  иеподвианаго  полюса,  геометрвчвски  равна  моменту  равнод'Ьй- 
ствующей  силы  вокругъ  того-же  полюса. 

104.  Сектор1алькая  скорость  матер1альной    точки  вокругъ  оси. 

Выражен!ямъ  для  монентовъ  количества  движен1а;  1^,  1^,  1„  можно  дать 
форму,  отличную  отъ  (2).  Означимъ  черезъ  шг  аро8кц1ю  движущейся 
точки  т  (х,  у,  е)  на  плоскость  У 02,  рад1усъ  векторъ  точки  гщ  пусть  бу- 
дртъ  р1,  а  уго.1ъ  р1  съ  осью  у-овъ  —  б,. 

Тогда  у  ^  р1  ёо8  &!;  г  =  р1  вт  ^1 ;  а  потому 

Ь  =  т  (уг'  —  гу')  =  трх^  Ь^  =  2т  &, 

если  подъ  .3^  мы  разумЬенъ  (§  47)  сектоу1альную  скорость  точки  Ш!  въ 
плоскости  Т02  или,  какъ  говорятъ  короче,  сектор1альиую  скорость 
точки  т  вокругъ  ОХ  Тоже  самое  можно  сд'Ьлать  и  по  отношенш  къ 
другимъ  осямъ,  и  сл-бд.  ВМ11СТ0  (3)  иожемъ  написать 

^"'Т(=^''     2'»-л=-^''     ^«.-д'Ь.  (5) 

105.  Интегралъ  площадей.  Положимъ,  что  сила,  приложенная  къ 
материальной  точк1^,  во  все  время  движеН1я  лежитъ  съ  некоторою  по- 
стоянною прямою  въ  одной  плоскости. 

иримемъ  упомянутую  прямую  за  ось  ^-овъ;  тогда  будемъ  им1ть: 
X,  =  0,  а  сл^Ьд.  по  (3)  такой  интегралъ 

I,  =  сопз^.•,  (6) 

т.  е.  моментъ  количества  движен1я  вокругъ  02  постояненъ: 

^уI,.е.^с^V.^^00^1е 
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Иначе  по  (5): 


(7) 


т.  е.   еектор1альная  скорость   движущейся  точки  вокругь    оси    е-олъ    по- 
стоянна. Поэтону-то  первому  интегралу  движен1я  (6): 

т  {_ху' '  —  уз^)  ^  сопв1., 

и  даютъ  назваше  интеграла  площадей. 

106.  Два  янтеграла  площадей.    Иоложикъ,  что  мы  инЪеиъ  одно- 
временно два  интеграла  площадей,  т,  е.  что 

X,  =  2у  —  Уг  =  0;    X,  -=  Хе  —  2л  =  0. 

Но  тогда  изъ  перваго  равенства  сл'&дуетъ 

У        2 


и  следовательно 


Ух  —  Ху  =  /,,  =-  0; 

и  въ  двумъ  данцыиъ  ивтеграламъ  площадей 

г,=  С,,    1,=  Сг;  (8) 

ирисоеднняется  трет1й 

1.=  С„ 

гд^  (71,  С:,  Сз  произвольный  постоянныя. 

Заключен1я  наши  несправедливы  лишь  тогда,  когда  одновременно 

г=0,    ^  =  0; 

во  въ  таконъ  случае  интегралы  (в): 

т  {у^  —  еу')  =™  С] ;    т  {гх'  —  хе')  =  Ог ; 

обращаются  въ  тождества  вида   0  =  0(л^л'  =  0,  Су  =  Сг^=Щ- 

0,д,1|гес1оуСо0^1е 
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Отсюда   выводинъ,    что    11нтегра.товъ    площадей    или   одивъ,     или 
три,  или  ИИ  одного. 

107.  Три  интеграла  площадей.  Пусть  во  все  вренл  лвижви1я 


Эти  равенства  показываютъ,  что  направле111е  равнод'Ьйствуюигей  силы 
постоянно  проходить  черезъ  иеподникный  полюсъ — начало  координатъ. 
Тогда  ии'Бемъ  одиовреыенвио  три  интеграла  плоцадей: 

1х  =  »1  {ух'  —  гу')  =■  €{ ; 

1^  =  т{гх'  —  х!!')=С2;  С9) 

},~т  (ху  —  ух')  =  Сз . 

Написаяныя  равенства  выражаютъ  собою  (§  10),  что  момента  коли- 
чества движен1Я  ТОЧЕН  вокругъ  начала  координатъ  ностояненъ  по  вели- 
чиаЬ  и  по  направлен11).  Величина  этого  ноиента 

I  -  +  |/"С,г"+  С7+  С,г .  (10) 

Иначе  по  (5)  интегралы  (9)  показываютъ,  что  сеЕТор1альныя  СЕОрости 
точки  вокругъ  трехъ  координатныхъ  осей  постоянны; 

2т  '      2т  2т 

Ироведенъ  черезъ  начало  координатъ  какую-либо  ось  П,  образуюп^ую 
съ  осями  углы,  косинусы  которыхъ  пусть  а,  Р,  •{.  Тогда  (§  9)  ыонентъ  ко- 
личества двн«ен1я  ТОЧЕН  около  этой  оси   П: 

1^  =  1соз(1и)=^а-\-1,^-\-1,^=С,а-\~Сг^-\-Сз-{  =  соШ., 

слЪд.  сектор1альная  скорость  движущейся  точки  вокругъ  любой  оси,  про- 
ходящей черезъ  начало  координатъ,  постоянна.  Наибольшую  сеЕтор1альвую 
скорость  будетъ  ин'Ьть  точка  вокругъ  оси,  совпадаюп^ей  по  направлен1ю 
съ  I.  Величина  этой  иаксинальной  скорости  по  (10)  и  (11)  сл1|дующая: 
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Наниеньшей  сектор1&львой  скорости,  равной  нулю,  соотв11тствуютъ 
оси,  леоапця  въ  плоскости  перпендикулирной  къ  направлен1ю  I. 

Въ  разснатриваенонъ  случае)  легко  получить  и  второй  интегралъ 
движеи1Я  (безъ  скоростеб).  Уинокаекъ  равенства  (9)  соотв1Ьтствеино  на 
X.  у,  е  и  складываеиъ;  получаеиъ: 

С,;г  +  Сгу+С,/=0,  (12) 

у|)авнен1е  плоскости  траэкторш  или  орбиты  движущейся  то^ки.  Изъ 
уравнен1а  видихъ,  что  нормаль  къ  плоскости  орбиты  параллельна  вектору 
/,  а  сл'1д.  сана  плоскость  служить  геонетрическинъ  и'Ёстомъ  осей  съ  сек- 
гор1альноп  скоростью,  равною  нулю,  что  очевидно  саио  собою. 

109.  Закоиъ  живой  енли  Возьиеиъ  уравнен1я  движетя  (1) 
главы  IX: 

пцг"  =  X ;     ту"  =  У;     те"  ^  2\ 

уиножииъ  ихъ  соотв'Ьтственно  на 

х*  Л  =  йдг ;    у'  <и  =Ну;    г'  (11  =  ^л; 
й  слохихъ: 

га  (х'  л^'  сИ  -\-  у'  у"  Л  "Н  г'  г"  'О)  =  га  (х'  ^х'  -\-  у  Ну  -\-  г'  йг)  ^ 

=  ХАь-  -Ь  Уйу  4-  2Лг,  (13) 

.Нвяя  часть  представляетъ  собою  полный  ди<|н{1еренц1а.1ъ  отъ  ве- 
личины 

ес1н  черезъ  V  озвачинъ  скорость  точки. 

[Голичество  Т,  т.  е.  прои8веден1е  изъ  массы  иатер1альноЙ  точки  на 
половину  квадрата  ея  скорости,  называется  живою  силою  натер1альноЙ 
точки  или  кинетическою  9вврг1ею  точки. 

Заи^тииъ,  что  съ  одной  стороны: 

Х'='Веаз{Жх)\     Г  =  Гет(Гу);    2=1'сояИ'г). 

Ч\  Р  сила,  приложенная  къ  иатерйальной  точк-Ь;  а  съ  другой  стороны: 

11х  ^  ^со8  (Й5,  х);    Ну  =  Нз  сов  {йв,  у);     йг  =■  й$  соз  (Не,  х); 

0,д,1|гес1оуСо0^1е 


190  зАконъ  живой  силы.  гл.  хи  §  109. 

если  ^  зленеитъ  трааЕтор1и  или  злементарвое  пере1гЬщен1е  движущееся 
ТОЧЕН.  Поэтому  правой  части  равенства  (13)  иохеиъ  дать  видъ: 

хох-у-  уау  -I-  гау  =  ъ\и  соз  (раз). 

Произведен1е  изъ  силы  на  элеиентарное  переи'Ёщен1е  точки  ея  при- 
лохен1я  и  на  косинусъ  угла  нежду  этими  двумя  векторами  носить  наз- 
ван1е  работы  силы  наэлементарномъ  переи'{|ще111н  или,  короче, 
элементарной  работы  силы. 

Тякиыъ  образомъ  равенство  (13)  принииаетъ  теперь  видъ: 

дТ=  Т'азс(,8(Т,а.ч)  (14) 

и  опред^ляетъ  собою  такъ  называемый  эахонъ  живой  силы:  элемен- 
тарное приращен1е  живой  силы  матер!альной  точки  равно  работе  равно- 
д^^йствующей  силы  на  соотв{|тствениоиъ  переи1щен1н. 

Если  написанное  равенство  (14)  проинтегрируеиъ  между  какими  ннбудь 
двуна  моментами  /о  и  ^  то  яаконъ  живой  силы  иожемъ  выразить  такъ: 

( 

(15) 


Г(/2'=г— Го=  \ра$соз{1;аз), 


гд'Ь  7*  и  То  живыя  силы  точки  въ  моменты  ^  и  1^,  т.  е.  словаии:  прира- 
ще1|1е  живой  силы  за  промежутокъ  вреиеки  ^—^о  равняется  работе  равно- 
д'Ьйствующей  за  тотъ-хе  прамежу1ч)къ.  Подъ  работой  равнод'!&Йствующей 
ва  какой  либо  промежутокъ  времени  разуи'Ёется  сумма  э.1еиентарныхъ 
работъ  ея  за  это  время. 

Единицею  работы,  а  сл11д.  по  (15)  и  единицею  живой  силы  служитъ 
эргъ.  Зависимость  эрга  отъ  основныхъ  единицъ  сЛ'Ьдующая: 

,        ^  ,  ,        (граимъ)(сантим.)' 

эр1-ъ  =  (дива) .  (сантим.)  =  V ^ — "■ — тг  * 

(сек.  сред,  врем,)^ 

110.  Интегралъ  жшвой  Сйлн.  Фунвц1я  силовая.  Фунмц]в  похен- 
ц1альиая.  Положимъ,  что  сила,  д'З^йствующая  на  матер1альную  точку, 
такова,  что  проэкц|'и  ея  на  координатныя  оси  могутъ  быть  представлены, 
какъ  частныя  производный  но  соотв'&тственнынъ  коордннатамъ  отъ  Н'Ько- 
торой  функц1и  Л,  называемой  тогда  силовою;  т.  е.  пусть 

Х-^;     Г=^';    г-'-}:  (16) 

дх  '  ду  дг  ^    ' 


зуСоо^^1с 
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н  (-л'Ёд.   нежлу  нроэвщяын  X,  Т,  2  существуютъ  три  зависимости: 

^  =  ^-    ^=^.    ^=^-  (17) 

ду        дх  '     дг        ду  ^     дх        дг  ' 

при  тохъ,  конечно,  выражен1я  X,  1",  2  не  должны  зак-иочать  въ  себ'Ь 
ни  вреиеви,  пи  скоростей  {х\  .)/'<  '')■  Тогда  равенство  (131  принн- 
наетъ  иидъ: 

^Т_  ^'Ле  +  ^<гV  +  —<!'  --  №■■ 

дх  '*у  дг 

и  приБОдитъ  къ  первому  интегралу  движения,  называенону  интегралоиъ 
ХИВОЙ  силы: 

Т  —Цг^Ь,  (18) 

гд'Ь  Н  произвольная  постоянная. 

Вн^то  силовой  фунЕфи  V  нохио  разснатрнвать  функф»  нотен- 
[(■альиую  П,  такъ  свяаанную  сь  силовою 

11=  ~  V. 

Поэтоку  о  силахъ,  выполняющихъ  услов1я  (17),  говорятъ,  что  эти - 
силы  нн'Ьютъ  потенц1алъ.  Фу8кц1Ю  Я  называюгь  также  потен- 
ц1альною  энерг1ею  точки,  а  сумму  Т-[-П  кинетической  и  потен- 
[[шьной  энерпи — полною  энерг1ею  точки.  Тогда  ивтегралъ  живой 
силы: 

Т-|-Л  =  А, 

вы|1а2аетъ  собою  постоянство  эне|)Г1и  точки. 

Зан'Ётниъ,  что  работа  силъ,  им^Ьющиxъ  потенфалъ,  зависитъ  лишь 
отъ  начальваго  и  конечнаго  положен1я  иатер!ал1>ной  точки  и  вовсе  не 
зависитъ  отъ  промезкуточныхъ  ея  положений;  д'Ёйствительно,  тогда 

(  ^ 

\(Х</х'^Уау-\-2<^г)=  ЫГ7=  1Чх,у,1)  -  Г(а-о,  уо,  «о); 

'о  'о 

еии  (х,  у,  е)  и   (хд,  у^,  еа)   аоложен1н   движущейся  точки   въ   моменты 

Кром*  того  изъ  (18)  видимъ,  что  всяк1й  равъ,  когда  точка  прохо- 
итъ  череэъ  какое  нибудь,  произвольно  выбранное,  положен1е,  она  им'Ьетъ 
въ  немъ  одну  и  туже  живую  силу. 


^уI,.е^.^С0ОЗIе 
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111.  Силы,  их'6ю1ц1я  свокнъ  неточнккояъ  неподвмжвне  центры 
и  а&внсящ1я  лишь  отъ  разетоян1я.  Саиынъ  важныиъ  пршгЬронъ  сидъ. 
иИ'Ёющихъ  потенщалъ,  служатъ  силы  11ритяжев1я  или  отталкиван1я  отъ 
неподвнжныхъ  центропъ  пропорцюна.тьно  н'Ькоторой  функцш   [жзстоян1я. 

Пусть  неподвижный  центрь  ш!  занинаетъ  полохен1е  ль  Ь{,  С1  и 
отталкнваетъ  матер1альную  точку  т  (масса  ея  равна  единиц*,  одному 
гранну),  находящуюсн  отъ  него  въ  разстоян1и  ^^  съ  силою  (1  =  <р|  (рЛ.  гд* 


Тогда  проэк1(1и  силы,  приложенной  къ  ш,  будутъ: 
ж- ?.(!>,) ^;'";    Г,  =  т,(р,)^-^';    2,=  т,(|„)^';       (20. 

такъ  какъ  направлен!»  силы  идетъ  отъ  т1  къ  т.  Есш  бы  центръ  ш;  не 
отталкнвялъ,  а  притягивалъ,  то  нроэюци  силы  приняли  бы  видъ: 

X,  =  ?,(?;)  -—  ;     Г.  =  т,(р,)  — ^  ;     2^  =  <р|(р*)    — -  : 

такъ  какъ  тогда  ваправлен1е  силы  шло  бы  отъ  т  къ  т^  Сравнивая  съ  (20) 
видиыъ,  что  одни  вырякен1я  получаются  нэъ  другихъ  заменою  <?(  на  — -^1. 
Поэтому,  чтобы  соблюсти  однообрааЗе  въ  обозначетяхъ,  условимся  для  силъ 
притягательныхъ  брать  ср|  со  знаконъ  иивусъ,  напр.  для  закона   Ньюто- 

нова  притяжен1я  »,  = ^  ■  Тогда  формула  (20)  сохранитъ  свой  оби;1Й 

характеръ  какъ  для  силъ  отталкивательныхъ,  такъ  и  для  притягательныхъ. 
Если  центровъ,  иодобныхъ  №<,  всеш  п,  то  равнод'Ёйствующая  силъ, 
прнложенныхъ  къ  ж,  им'Ьетъ  своими  проэкц1яии  на  оси: 


1  =  1  1=1 

Отсюда  для  элементарной  работы  равнод'ЁЙствующей  нолучаемъ  вы- 
ражен1е: 

^уI,.е.^с^V.^-.ОО^IС 
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Но,  дифференцируя  (19),  ваходнмъ: 

(х  —  а,)^-{-(у  —  Ь1)^у  +  («  — С|)йг  =  р,(гр,. 

Сл^довательво, 

п 

1=1 

Если  теперь  неопред'Ьлекный  интегралъ   (  |р|(р{)({р1  означинъ  черезъ 
Ф({Р|),  то  очевидно 


-=,1' 


Г=  У  Ф>.  (21) 

Произвольной  постоянной  мы  не  прибавляенъ,  такъ  какъ  она  не 
хн'Ёетъ  вика&ого  существенваго  значен1я. 

Если  всЬ  центры  притя['иваютъ  по  Ньютонову  закону,  то  по  выше- 
сказаняону 


и=У^'-^.  (22) 

»  =  1 

Если   центры  притягиваютъ   пряно   прооорц1онально  раз- 
<^тояв1ю,  то 

Ф,=  -  ^к^щр,а?,'- ^т,?г.  (23) 

^уI,.е.^с^V^^ООЗIе 
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Для  такой  же  силы  отталкнвательной  нашли  бы 

Ф,-4-у»><Р|'.  (24) 

Какъ  другой  црим'Ьръ  возькеыъ  силу  постоянную: 
Х=а;     У=Ь;     г=-с-. 
гд^1  а,  Ь,  с  постоянный.  Тогда,  очевидно, 

V  =^  ах  -\-  Ьу  -|-  сг , 

112.  Функц1я  точЕЯ.  Поверхности  л><>ви'-  Двфферевц1альвый 
паряметръ  перваго  порядка.  Функ[11я  силовая  и  потенц1альная  для  нв- 
тер1альяой  точки  принадлежать  къ  числу  такъ  называеиыхъ  функц1й 
точки  т.  е  функщй,  значешя  которыхъ  эависятъ  отъ  трехъ  координят-ь 
или,  короче,  отъ  положен1я  точки.  Тякинъ  образонъ,  если  наыъ  дана 
какая-либо  функщя  точки:  "^  ^ '^  (х,  у,  г),  то  каждой  точк'Ь  пространства 
соотв'Ьтствуетъ  свое  значен1е  функц1И.  Та  облает),  или  гЪ  области  про- 
странства, въ  которыхъ  лежать  точки,  дающ[я  функции  ^  веществев- 
ныя  и  конечныя  значен1я,  называются  нодеиъ  фувк1ии,- такъ  напр. 
для  функц1И  <р  =  |^Л= — х^  —  у^—я^  полемъ  служить  объемъ  шара  рад1уса 
равнаго  Е  съ  центронъ  въ  начал'Ъ  коордииатъ. 

Геометрическинъ  н'Ёстоиъ  точекъ,  для  которыхъ  функц1я  <р  принн- 
маетъ  одно  и  тоже  эначен1е  С,  служить  поверхность: 

<^{х,у,г)  =  а.  (25) 

нязываеиая  поверхностью  уровня  для  данной  функцш  ф.  Все  поле 
ножетъ  быть  заполнено  сллошяыиъ  рядонъ  безконечно-близкихъ  лругъ 
къ  другу  поверхностей  уровня. 

Въ  каждой  точК'Ь  поля  можно  построить  векторъ,  т^сно^свя^анный 
съ  данною  фунхщей,  а  именно  векторъ  съ  такими  ироэкфяин  на  воорди- 
натныя  оси: 

^      ^      ^5 

дх      ду      дв 

Этотъ  векторъ  носить  назван1е  дифференц1альняго  параметра 
перваго  порядка  отъ  данной  функщи  !р;  ны  будемъ  обозначать  его 
черезъ  Л<р;  тогда  по  сказаинону: 

Л/л.  ^Щ  ^'П 

Д(рсоя(Д(р,  у)= -—-;     Д1рсо8(Дт,г}^  ^  -     (26) 


^уI,.е^.^V^_100^IС 
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Отсюда  вядинъ,  что  величина  дифференц1а1ьнаго  параметра  перваго 
порядка  такова: 

Дт  =  +  1/(?)'+(ЗГ+(?Г;  С") 


-/(1Г+©+©' 


а  ва11равлен1е  его  совпадаетъ  съ  подожительншть  иаправленюиъ  нормали 
къ  иоверхности  уровня,  проходящей  черезъ  рАзпмятрнваемую  точку. 


Ч>-С*«С 


Если  построить  семейство  поверхностей  уровня  для  раздичяыхъ 
значев1й  наранетра  С,  то  нетрудно  вид^^ь,  что  наиравлен1е  диффер. 
параметра  ндетъ  въ  ту  сторону,  въ  которую  параметры  С  поверхностей 
уровня  воэрястаютъ.  Возьменъ  (Фиг.  54)  дв-Ь  точки  М{_х,  у,  г)  и 
}['(х-\-Ьх,  у\-Ьу,  г  +  Ье);  пусть  черезъ  М  проходить  поверхност1| 
Лювня:  <(^С,  а  черезъ  М'  поверхность:  1р=:(7-1-6С;  следовательно 

Т (а:, у,  г)  =  Г;     '^{х-^Ьх,  у  +  8у,  г  '\-Ьг)=  С  +  ЬС. 
Но 

откуда,  пользуясь  пегрвынъ  изъ  предндущихъ  равенствъ,   находинъ: 

дх       ^  ду  '  ^   де 

Оаначинъ  длину  вектора  ММ'  черезъ  Ы,  тогда 

8а;  =  исоа{Ы,х)\    Ьу=:Ысо8{Ь1,  у);    йл  =  Ые»>а(Ь1,х); 

а  потому  изъ  (26) 

8б'  =  Дт.8гсо«<Д<р,  Ы). 

13накъ  правой  части  зависитъ  лишь  отъ  знака  косинуса,  такъ  какъ 
остальныя  величины  существенно  положительный;  отсюда  заключаемъ, 
что  ври  угл^  (Л|р,  Ы)  остромъ  8(7^0,  что  и  дохазываетъ  вышесказанное. 


^.^Соо^Iе 
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Пусть  32  совпадаетъ  съ  Лср;  тогда 

Станемъ  семейство  поверхностей  уровня  строить  такъ,  чтобы  пара- 
метры ихъ  возрастали  всегда  на  одну  и  туже  величину,  т.  е.  донустннъ 
что  ЬС^=соп8(.;  тогда  изъ  предыдущаго'  вытекаетъ: 

С0П81. 


Д(р  г=  - 


Оказывается,  ято  при  таконъ  способ'6  построения  поверхностей  уровня 
величины  дифференщальыыхъ  параиетровъ  перваго  порядка  обратно  про- 
порцюиальнм  рязстояя1ю  Ы  между  смежными  поверхностями  (Теореыа 
лордв  Кельвина). 

Кгли  построииъ  семейство  кривыхъ,  ортогональныхъ  къ  поверхво- 
стянъ  уровня,  то  по  (26)  Еясательныя  мъ  этимъ  кривынъ  опред^лятъ 
собою  ыаправлеи1е  диффере11Ц1альнаго  параметра  перваго  порядка.  Диффе- 
))енц1альиыа  уравнвн1я  раасвштрнваеиыхъ  кривыхъ,  очевидно,  булутъ: 


11х     (1;/     11г 

д^  д-^  д^ 

дх  ду  да 


д'^  д-^  <?? 


113.  Прошаводнвя  отъ  фуввц!и  точки  по  даниоиу  иаправлен1ю. 

Проведемъ  черезъ  взятую  точку  М(х,  у,  г)  какое  нибудь  иаправлеше, 
характеризуемое  своими  косинусами  я,  ^,  у;  возьмемъ  другую  точку 
М'{х-\-Ьх,  у  +  йу,  в-\-Ьг),  лежащую  на  построенной  прямой  и  отстоящую 
отъ  М  на  безконечно  на.10иъ  разстояши  8^, 

Если  М  не  прииадлежигь  къ  числу  особбнныхь  точекъ  функцДи  7. 
то  значеше  (р  для  М'  :'^  -\-Ь'й,  будетъ  безконечно  мало  отличаться  отъ 
9начен1Я  ятой  функц1и  въ  М.  Раэсмотринъ  предал?.  отношен1я 

ц 

въ  томъ  предположеши,  что  М'  сливается  съ  М.  Зам^тимъ,  что 
За:  =  аЫ\    !у  =  Щ\    Ье  =  уйг. 


),Соо'^1е 


злконъ  живой  силы. 


Пред^ъ  этотъ  н  носитт.  назваЯ1е  значев1я  для  точки  М  ироив- 
в  о  д  в  о  б    отъ    фувкц1И    ф    по    направлен!»    /.    Производную,   взятую 

такииъ  образомъ,   обозначаютъ    -^,  сл4д. 

На  осиован1й  сказаннаго  величину  дифференфальнаго  иаранетра 
иерваго  порядка  ны  можеиъ  овред'Ёлить,  какъ  производную  отъ  данной 
функц1и  по  навравлеы1ю  положительной  нормали  п  въ  соответственной 
поверхности  уровня.  Въ  самомъ  лЬлЪ,  тогда 


Й)*+Й)+(.1)=^». 


\ду1    '   \дг1 
такъ  какъ  въ  выраженш  (29)  надо  положить: 

1^    дх  '     ^       Д?    ()у  '     '        Д?    дг 

114.  Свойства  силовой  фуявц!»,  кагь  фунвц1н  точвя.  Прило- 
жимъ  все  скаяанвое  въ  предыдущихъ  параграфах  т.  къ  силовой  функц1и. 
Дифференщальный  паранетръ  перваго  порядка  оть  силовой  функц1и  пред- 
ставить собою  равнод-Ьйствующую  силу,  которая  была  бы  приложена  къ  дви- 
жущейся точеЪ,  если  бы  эта  точка  запинала  |>азсматриваевое  положен1е. 
Когда  масса  движущейся  точки  равна  единиц'Ь  (гряниу),  то  равнод'бВ- 
ствующую  вазываютъ  напрнжен1виъ  поля  въ  раш'иатриваеиой  точк'6. 
Иначе,  напряженЕе  поля  равно  производной  оть  силовой  функ1(1и  по  на- 
□равден!»  положительной  нормали  къ  слотв-Ьтственной  поверхности  уровня. 
Производная  отъ  силовой  функц1н  но  какому  либо  направлен1Ю  равна 
проэкщи  на  это  направление  нанражешя  поля.  Когда  построено  семейство 
поверхностей  уровня  съ  равномерно  возрастающими  параметрами,  то  но 
теорем*  лорда  Ке.1ьвина  (§  112)  иа[1ряжен1е  поля  таиъ  бодьше,  гд4  ио- 
верхности  уровня  гуще,  теснее  расположены    другъ  относительно  друга. 

Кривыя  (28)  носятъ  въ  :)томъ  случае  назван1е  силовыхъ  лин!й, 
такъ  какъ,  но  предыдущему,  касательныя  къ  нимъ  определяютъ  собою 
напра11ле&1е  силы  или  иапряжен1я  ноля. 


.^с^^^^оо^Iе 
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Прим^ръ:  Раэсмогринъ  расположете  поверхностей  уровня  для  двух7> 
свлъ,  постояняыхъ  по  величин'Ь  и  пягкющцгъ  свовии  источникажи  непо- 
движные центры.  Возысемъ  аа  начало  координатъ  середину  разстоя111я 
иеяду  центрами  Л  я  Л1  (Фиг.  55,  56,  57  и  58)  и  прииеиъ  эту  пряную 
за  ось  ^-овъ.  Тогда,  если  АЛ1=2а,  координатами  центровъ  будутъ  для 
А:  а,  0,0;  для  ^,:  —а,  0.0. 


На  точку  ш  массы,  равной  единиц'!:,  пои^щеняую  вь  пололен1е 
(х,  у,  х),  д'Ьйствуютъ  двЬ  ся^СV  ^  и  ^1 ,  равный  по  услов1К>,  между 
собою: 


*'=   ^'1   : 


^  А'. 


Направлен1е  же  силъ  ^^  и  ^^1  зависитъ  отъ  того,  какъ  д'Ьйствуютъ 
центры  п[1итягательпо  или  отталкивательно.  Поэтому  разберемъ  4  с^гучая: 
1)  ^^  и  ^Р, — силы  притягательныя;  2)  р"  и  ^"1— силы  отталкиватедьныя: 
3)  ^'— сила  притягательная,  ^"1— отталвивательнан:  4)  ^'— сила  отталки- 
вательная,  7^, — притягательная. 


^уI,.е^с^V.^100^IС 


гл.  XII  §  114.  влконъ  живой  силы. 

Въ  первонъ  случать,  очевидно,  нм^нъ: 


г.о8(Р,  х}=  — ;     соз(1'\  у) 


со«(^\,  х)  = 


Р1  '   *  Р1 


ег,™  ^-^^МА,  р1^=ЛГ^1,  т.  е. 


Сл^д.  цроакцш  Бапряжеи1я  иоля  на  коорднвктныя  (зея.  будутъ: 


Отсюда    вытекаегь    такое    выражен1е    для    днфференц1ала    силовой 

Фунвщи: 

а  потону  въ  первонъ  случае: 

^=-**(р  +  р1)-  (30) 

0|д|111ес1оу  Сл0091С 
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Подобныиъ  образонъ  найден1.  длд  второго  случая: 

и=кНр-\-?1):  (В1) 

для  третьяго: 

Г  =  ЛЧр1-(>);  (32) 

и  для  четвертаго: 

1Г=&Ч?-р1).  (33) 


Поверхностями  уровня  въ  первыхъ  двухъ  счучаяхъ  служатъ  го- 
фокусные  9ЛЛИ11СПИЛМ  вращрнтя  покругъ  прямой  ААу.  Фокусы  совпадают!, 
съ  д'Ьйствующшии  центраии.  Въ  иервомъ  случа*  иараыетры  иоверхностей 
уровня  изн1}няются  отъ  — со  (бесконечно  большая  сфера^  до  — 2а  (отр*- 
яокъ  ^4^1);  но  второмъ  случаЬ  прел11ла11и  для  параметронъ  служатъ  2а 
(отр-йзокъ  АЛО  и  4-'=^  (йезконечно  (большая  сфера), 

Въ  посл'Ьднихъ  двухъ  случаяхъ  поверхностями  служатъ  софокус.ныо 
двуполые  гиперболоиды  вра1цен1я  вокругъ  оси  ^^],  причеиъ  каждой  пол1'> 
поверхности  соотв1&тствуетъ  свой  параметръ.  Въ  обоихъ  стучаяхъ  пара- 
метры изы'Ёняются  между  —  2а  и  -|-  2я  Параметру  О  соотв^тствуетъ 
плоскость,  перпендикулярная  къ  ^^1  и  д'^>лящая  ЛЛ1  иополанъ.  Цре- 
д'Ёльнону  значе81ю  параметра ~^а  въ  третьенъ  с^уча*  соотв4тствуетъ 
отр'Ьзокъ  оси  х-овъ,  идущ1Ё  отъ  Аг  въ  — со,  а  въ  четвертомъ  случа* 
отр'Ьэокъ  оси  ж-овъ,  идущ'й  отъ  А  къ  -|-оо.  Значенш  параметра  -{-2а 
пъ  третьемъ  елуча*  соответствует!,  отр1'>яокъ  отъ  Л  до  +  оо,  а  въ 
четвертомъ  отъ  Л1  до  — со. 
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На  Фиг.  55,  56,  57  и  58  изображены  ыеридинальныя  с%чен1Я  раз- 
сиотр^вныхъ  поверхностей  плоскостью  ЛА1М-  Стр'!&лкою  указано  нанрав- 
лев1е.  въ  котороиъ  параметры  поверхностей  уровня  возрастаютъ. 

Силовыня  лишямн  въ  разобранныхъ  прим'Ёрахъ  будутъ  кривыя  вто- 
рого порядка,  софокусныя  съ  нернд1ананв  поверхностей  уровня  и,  конечно, 
■|ехащ1я  въ  одной  и  той  же  иерид1авальной  плоскости. 


1уСооз1е 


Централышя  орбиты. 

116.  Двнхев1е  точки  подъ  д-Ьйств1ешъ  цевтряльвой  свлн^  фуяя- 
ц1н  отъ  разстояв1а-  Сила,  им^юи^ая  своинъ  источниконъ  неподввжный 
|];ентръ,  носитъ  назван1е  девтральвой.  Дли  натер1альной  точки,  находя- 
щейся водъ  Д'ЁйствЕемъ  центра.тьвой  силы,  иы  ноженъ  всегда  написать 
три  первыхъ  интеграла  (§  107):  интегралы  площадей.  Они  выраасаютъ 
постоянство  сектор1альной  своростн  точки  вокругъ  трехъ  вааиино  ортого- 
нальныхъ  осей,  проведевныхъ  черезъ  д^Йствующ1Й  центръ,  Такъ,  если 
центръ  понЪщевъ  въ  начал!:  координатъ  и  рад1;съ-векторъ  движ7щ,ебся 
точки  (х,  у,  е)  съ  кассою  т  означинъ  р,  то  дифференцЕальныя  уравнения 
движея1я  будутъ: 

?  ?  Р 

гд4  1"  величина  центральной  силы.  Отсюда  видинъ,  что 
Л  _    У_  ^  А, 

•        X  у  X 

и  следовательно 

т(уе'  —  яу')^^С1:     т{гх'  —  хг')'=<'^\     ш(ху'  —  ух')^Сз\        (1) 

СхХ-\-а2у\-Съ^^^  (2) 

Легко  опред'Ьлить  8начен1е  нроизвольныхъ  постоянныхъ  Сх,  Сз,  С%. 
Равенство  (2)  служить  уравнен1енъ  плоскости  траэктор1и  точки  или  орбиты, 
сл4д. 

^       _ 

представляетъ  собою    косинусъ    угла    наклояеа1я    плоскости    орбиты    къ 
плоскости  ХОТ.  Положамъ  въ  уравпен1и  {1)  к  равныкъ  нулю,  тогда  ио- 
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С,х  +  СгУ  =  О, 

уравяен1е  прямой,  сл'Ьди  п.тоскости  орбиты  иа  плоскости  ХОУ.  Эту  лин1ю 
обыкновенно  называютъ  въ  Астроноы1и  ли Н1ею  узлов ъ.  Изъ  написаннаго 
]граввен1л  вытекаетъ,  что 


-  *д^. 


1К^  I  уголъ  узловой  ЛИН1И  съ  н'Ькоторыиъ  оостояннынъ  направлен1еиъ 
въ  плоскости  ХОУ  (осью  х-овъ).  Наконецъ  иаксииальная  сектор!альная 
скорость  равна  ноненту  количества  лвикетя  точки  вокругъ  центра,  разд'Ё- 
леннону  на  иассу,  т.  е. 

-  ]/01^  +  Сг^>  Сз^  =  »е  ро««(1'о.  Ро», 

если  «е  нача.льная  скорость  точки,  а  ро — начальный  рад1усъ  векторъ. 

Такъ  какъ  движев1е  плоское,  то  отнесеиъ  полохен1е  точки  къ  по- 
лярнымъ  коордияатанъ'р,  6  въ  плоскости  орбиты.  Тогда  нн'11емъ: 

р»в'  =  Л  =  1  \/С1'  +  Сг'  +  Сз^  =  Ро  Ро  ««  (Ро.  Ро)-  (3) 

Когда  центральная  сила  фуивц1я  только  разстоян1я  иежду  движу- 
щеюся точкою  и  центронъ,  то  вопросъ  о  движен1и  точки  р'Ёшаетсл  съ 
понощью  двухъ  ввадратуръ.  Д'ЪЙствительно,  пусть 

Р  =  т{{р), 

ъъ  таконъ  случа*!^,   означивъ    Г/'(р)(2р  черезъ  Ф(р),  ыаходимъ  (§  111): 

Г  =  т  Ф(р\ 

и  ил^д.  получаенъ  иатегралъ  живой  силы: 

р'г  +  р'в'2=2Ф(р)  +  2А,  (4) 

гх^  к  =  С4,  четвертой  произвольной  постоянной. 

ИсЕлючивъ  время  изъ  (3>  в  (4),  найдемъ  днффереищальное  уран- 
яеще  травкторга.  Съ  этою  цйлью  зан'Ёчаенъ,  что 
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к  зам'Ёвяенъ  везд'Ь  Ч'  ега  зиачен1еиъ  изъ  (3),  тогда  (4)  намъ  даетъ: 


^т^ +  ?"  =  '*<''*  +  '''■  '*' 


4ф 


Отсюда,  интегрируя,  находииъ  уравнете  траэкторЗи 


^Др 


_-  =  е  4-  С. 

Л' 


Возвращаясь  къ  (3),  иолучаемъ: 


1/   2Ф(р)-1-2л 


\7 


^г___  =  ,  +  ,., 


2ф(р)+2*-:^ 

зависиность  р  отъ  врен)>ни,  что  и  яакаичиваетъ  интегрирован1е. 

116.  Двнжея1е  аодъ  д-Ьйетв1«ж'Ь  прнтажен1я  по  Ньм^тонов; 
вАЕОИ}.  Пусть  сила  ^  притягательная  и  обратно  пропорцюнальная  ква- 
драту разстоян1я.  Тогда  и«  услов1ю,  сд'Ьланноиу  въ  §  111: 

И  &гЬд.  ио  (22)  §  111: 


Дифференц1альное  уран11еп1е  траэкторш  (5)  нринетъ  теперь  видь: 


В|д|1|гес1  оу 


0001^1^' 
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Постоянныя  2А  и  .1  по  (4)  и  (3),  такъ  выразятся  черезъ  натяльння 
условия: 

2**. 


Полагаенъ  временно: 


(7) 


(8) 


тогда  язъ  С6)  нолучаенъ: 


=  2*  +  —  »  —  ''  =  л  +  ^  -  (^'  —  д  I  ■  (9) 


Пусть 


(10) 


ЛегЕо  у(№дить«л,  что  сунна  »та  всегда   аоложнтельца.    На  еамонъ 
д-Ьл*   по  (7) 

,,,*>_     .      2к'  , **  .    /  1с'\' 

'"+ А'-  '■•■    р.  +  р,»<„=я«=(р...)  -  Г   ?•».;  ■ 

Изъ  (10)  вытекаетъ: 

н  сл^дпвателыю 

если    А  >■  О ,     то     е  >■  1 ; 

А:=0,  ^  =  1; 

А<0,  е<1. 

Возвращаясь  къ  (9),  находимь: 

.-^ ^_„--=±д. 

Условимся  таяъ  считать  полярный  уголъ,    чтобы   въ  начальный  но- 
хентъ  производная  -^  была  отрицательна.  Тогда,  сохраняя  нижн|й  знакъ, 
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интегрируенъ: 


4' 


=  ')  +  а. 


За11'1|ням1ъ  X  его  йыр&жев)енъ  (6)  и  лереходинъ  къ  обратнынъ 
функ1цянъ: 

откуда  получается  искомое  уравнен1е  траэктор!»: 

Это  кривая  второго  порядка,  отнесенная  къ  фокусу. 
ПостояЕная  е  представляетъ  собою  эксцевтриситетъ   кривой,    а  -^ 
паракетръ  р.  Для  эллипса  и  гиперболы: 

:^  =  ^,=о(1-е*)=а(в*-1),  (12) 

если  а  большая  полуось  эллипса,  а  2а  длина  секущей  оси  гиперболы. 

Такъ  какъ  для  0:=  —  С^  рад17съ  векторъ  получаетъ  наиненьшее 
воаножное  значен1е,  то  0^  =  —  Оп ,  гд^  6я  координата  той  точки  на 
орбите),  которая  лелЕитъ  ближе  всЁхъ  къ  центру  притяжен1я. 

Въ  Астроноши  такую  точку  наэываютъ  перхгел1виъ,  если  д'1^ло 
ндетъ  о  лвижен1и  кометы  или  планеты  вокругъ  солнца,  а  уголъ 
1))  =  в-|-С5^0  —  Ьт,  представляю1Д1Й  собою  угловое  разстолн1е  планеты 
отъ  перигелЕя,  воситъ  назван1е  истинной  вноиал1и. 

Чтобы  окончить  задачу,  остается  овред'Ёлить  зависимость  истинной 
аномалж  отъ  времеви.  По  (3),  СИ)  и  (12),  вамЬчая,  что  йф;=(Й,  нкгодим'ь; 

** -^,Л  =  -^Л.  (13, 


(1 +«»««•        Л>  р% 

Ви^сто  ^  вводинъ  новую  лереи^ныую  т],  полагая 


),Соо'^1е 
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1^НТРЛЛЬНЫЯ  отвв 

ЕЛИ 

ф  =  2агс*?Ч 

н  схЪловат«льно 

^*  =  1Т^.- 

Такъ  кахг 

...1^;. 

то  оосл'Ь  сокрйщевШ 

полу 

чаенъ: 

1-  е 

Для  параболы  р  =  1,  с.!*;!.  V^0,  а  потоку  изъ  (13)  и  (14): 

шкудА  ПОСЛА  НЕтеграц]и: 

Нровзвольвая  оостояниаа  т  равна    времелн    прохода    точки    черезъ 
иеригелгй  (ф  =  0). 

Когда  -у  отличво  отъ  нуля,  то  заиЬчаень,  что 


и  следовательно 

Г(Ц-,Лй|_   1   Г       й|  ,-!(■ Л^ 
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Посл^дшй  интегралъ  можно  свести  къ  интегралу,  ему  цредшествую- 
щему.  Съ  этою  1гЬлыо  интегрируемъ  по  частямъ 


/Ц 


и  няходннъ; 


31  + 

Г  _*!_  _  _!_    .    2,  С        ч'-"!        - 
.1    1+ТЧ'  Ч-ТЧ'  "^    \1   (1+ТЧ')'  "" 

1+ТЧ'  ^      .)   1  +  1'|'  3    (1  +  ЭТ=1' 

Отсюда  им^емъ: 

С       <гп  _    _1      1      ,  1  с     <"| 

]    (1  +  ТЧ')'   ^  2    1+,,!  -<"  2  _)    1+  ут,'  ' 

Теперь  выражение  (15)  прининаетъ  видъ: 

г  (1_ч-  чЗД     .-1-1       ■-,         ,   1+1  с      <Й 
\   а+П'У  2,     1+Т11'"^     2у     3    1+Р1' 

Восиользовавшись  этин1>  равенствонъ  и  (14),  изъ  (13)  получаенъ: 


гд'Ё  произвольная  постоянная  х  представлнетъ  собою    вреня   »рохождев1я 
черезъ  перигел1й  (>)  =  0). 
Такъ  какъ 

Т-  1 2е_.    у-И   _      2 

^  1  —  е'         у  1  —  е 

то  предыдущее  равенство  ножемъ  переписать  такъ: 


(161 


гл.  XIII  §  116.  цватРАЛьныя  орвиты. 

Для  эллипса  е  <  1 ,  стЁд.  у  >  О,  а  яотоиу 


ь 

Л,=  ;-'*(,.^,). 

Вводммъ  новую  пврен^Ьввую  (,  полагая 

^=Ча^ад^1|V^), 

ч^'т  =  *(• 

Тогда  очевидно 

2, 
1  +  И' 

2      .     /■         /          1 

ат(. 

А  потопу  И8Ъ  (16): 

-тг  ('  —  •"' 
р1. 

'        (^  . 

(И-е)а-лст "    " 

Зан^няя   зд'Ъсь  -;   его  звачен1е1гь  и  подставляя  виФсто  р  выраяен1е 
(1 2),  посл^  сокращев1Я  на   (1  —  е^) '',  находинъ  окончательно  для  эллипса: 

~(1-Х)  =  Г-евгпГ. 

Уголь  /'называется  въ  Астрономш  эксцентрической  аионал1еВ. 
Для  гиперболы  е>>1,  следов.   т<0,    поэтоиу    интегралъ   въ  выра- 
жвяЁи  (16)  находинъ  тахъ: 


Если  теиерь  положить 


то  окажется 


=Ч1+1)-. 


'        =9-.^.^- 


1+-П'        У=^у^^,Р       2,/--, 


о,о?4еао,СоО'^1е 
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Подставляя  въ  (16)  найденъ: 

Пользуемся  снова  (12)  а  8а1гЬняеиъ  •{  его  значенйенъ;  тогда  пост'Ь 
сокращешя  на   (е'  — 1)''  находимъ  окончательно  для  гиперболы: 

117.  Форнула  В1пе1.  Въ  звключеи1е  настоящей  главы  поваженъ, 
какъ  въ  общенъ  сл;ча'1,  пользуясь  янтегралонъ  нлодадей,  получить  днф- 
ференщальное  уравненЕе  второго  порядка  для  центральной  орбиты  (фо)>' 
мулу  ВтеО. 

Пусть  величина  центральной  силы  К  По  §  111  ^Р>0  для  оттал- 
киван1я  и  Р<СО  для  притл»вн1я.  Ингегралъ  площадей  въ  полярныхъ 
координатахъ  гиб  будетъ: 

гЧ'  =  А.  (17) 

Воэьненъ  прозкц1И  силы  ^^  ва  ось  ц  полярныхъ  координатъ  (§  39). 
По  (4)  §  93  ннФенъ: 

Рсо8  {Рц)  =  1"=  т  ()■"  —  гб'^). 
Станенъ  рауснатривать  *-,  какъ  функц!»  отъ  9;  тогда  по  (17); 

, А|о» А^ .       г 

Дифференцируенъ  еще  разъ  подобнымъ  же  образоиъ: 

"         Л'  г'    л> 

Такииъ  обраэомъ  оказывается,  что 


),Соо'^1е 
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«1         "^   ^ 


1^ 


(18) 


Иолучеивая  форкула  В1пе1  чаще  всего  служить  для  опред|1лен1я 
закона  изн'%нен1я  силы  по  двннону  уравнен1ю  центральной  орбиты,  но 
коа№тъ  быть  ари1гЁнен8  и  къ  р11шев1ю  обратваго  вопроса. 

Прин'Ъры:  а)  Точка  движется  подъ  д'Ьйств^екъ  центральной  силы  по 
логарифнической  спирали.  Найти  ваконъ  врвтяжев1а  влн  отталЕиван1Я, 
если  д^ствующ]В  цевтръ  въ  асимптотической  точк^  кривой. 

Ураввен1е  тразхтор1н: 


гд-Ь  а  я  I  и^Ьхоторыя  постоянныя. 
Вычисляенъ  производную: 

„1 


Подставляя  въ  (18)  находимъ: 


Г= 


тАШ*  +  1)  _       С^ 
г»,         ~        г»  ' 


сила  притягательная,  обратно  пропорц1овальнаа  кубу  разстоян1я. 

б)  Найти  орбиту  для  притяжен1я   по  закону    Ньютона.    Въ   разсма- 
триваенокъ  случае 

г' 
Сл^д.  формула  (18)  даетъ  такое  дифференц1альное  ;равнен1е  орбиты: 

Л'    +  г       Л'' 

0<)щныъ  ивтеграломъ  этого  линейнаго  дифферевщальааго  уравнешя 
мужнтъ: 
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гд%  С  и  С^  постоянныя  проиаводьныя,  или 

7  =  ^+3^  ""»('  +  «• 
гд-Ь  в  ж  Е  новый  постоанвыя  вроизвольвыа.  Отсюда  всвомая  орбита 

к' 

коническое  с&чен1е,  отвесенвое  къ  фокусу. 


),Соо'^1с 


Д||фферв1щ1альныя  уравнвн1я  движвн1я  несвободной  точкя. 

116.    Вннешатичесв1я   связи  удержв&аю1ц1я  н  не7держнв&1>1ц1я. 

Матер1адьная  точка  называется  свободаою  тогда,  когда  она  можетъ 
занинать  произнохьное  положение  въ  иространствЪ.  Если  же  э&ранЪе  дано 
то  геометрическое  11ротяжен1е,  въ  пред^лахъ  котораго  должна  двигаться 
разскатряваеиал  точка,  тогда  сакую  точку  назшаютъ  несвободною, 
а  УСЛ0В1Я,  стЪсяяю1Ц1я  ен  свободу,  кинеиатичесвнни  связями. 

Данное  геометрическое  протяжев1е  можетъ  быть  объемомъ,  поверх* 
ностыо  или  лин1еб. 

Пусть  несвободная  точка  не  можетъ  нокядать  даннаго  объема.  По- 
верхность, ограничивающая  этотъ  объенъ,  вообще  говоря,  подвижная  и 
перем11нной  формы  (деформирующаяся),  новтому  въ  общенъ  случа-Ь  урав- 
нен1е  ея  нм{|етъ  видъ: 

/•(а:,  у,  я,  0=0,  (1) 

если  возьмемъ  систему  девартовыкъ  коордвнатъ. 

Мы  условимся,  равъ  навсегда,  такъ  писать  предыдущее  уравиея1е, 
чпЧы  для  воэможиыхъ  полоигешй  точки  л^вал  часть  была  положительною. 
Тогда  аналнтическинъ  выражетеиъ  для  свазя,  наложенной  на  матер!аль- 
ную  точку,  стужнгь  неравенство: 

а^,  у,  г,  о  >  0.  (2) 

Связь  такого  рода  носитъ  навваше  связи  неудерживающей. 
Когда  точка  движется  по  границ'!)  объема,  по  поверхности  (1),  т.  е.  когда 
гЬвая  часть  (2)  равна  нулю,  говорятъ,  что  связь  находится  въ  состоя- 
я1и  напряжен1я  или  связь  д'&йствуетъ.  Когда  точка  внутри  объема, 
т.  е.  когда  л^вая  часть  (2)  больше  нуля,  говорятъ,  что  связь  ослабла 
или  не  дййствуотъ. 

Прим&ръ:  а)  Точка  можетъ  двигаться  лишь  внутри  сферы  рад1тса 
Е  съ  центромъ   въ   начади)    коордияатъ.    Такая    связь    вырааится    нера- 
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венствомъ: 

Дг  _  а;2  _  у!  _  ^2  ^  0. 

Если  же  точвл  ножетъ  двигаться  только  лаЬ  вышеупомянутой  сферы , 
то  выражен1е1гь  свази  будетъ  неравенство: 

б)  Неравенство: 

ЛЧ'-^^^  -  ^ь=М'  _  (1^  >  о, 

а^  Ь^  с*        — 

выражаетъ  собою,  «гто  точка  должна  двигаться  внутри  эллипсоида,  цеитръ 
котораго  двихетч:я  прямолинейно  н  равном1Ьрно  со  скоростью  >''я'+РЧ-  7^  • 
оси  этого  эллипсоида  возрастаютъ  пропорцюнально  преннви,  сл'Ъд.  онъ 
увеличивается,  оставаясь  себ^  подобнымъ. 

Когда  точка  должна  двигаться  по  данной  поверхности,  то  общинъ 
типокг  уравЕен1я  связи  будетъ: 

Время  войдетъ  явно,  если  данная  ооаерхвость  подвижная-  или  де- 
•[юрннрующаяся.  Связь,  выражаемая  равенствонъ  (3),  называется  свявью 
удерживающею. 

Прин'&ръ:  уравнен1е: 

гдф  А,  В,  ■  .■  Р  н'Ёкоторыя  постоянныя,  требуетъ,  чтобы  точка  не  аоки- 
дала  подвижной  плоскости.  Плоскость  эта,  оставаясь  параллельною  своему 
начальвоыу  положен1ю,  т.  е.  двигаясь  поступательно,  удаляется  равно- 
м^ьрво  ускоренно  отъ  своего  вачальнаго  положеи1н: 

Ах  ~\- Вг^ -\- Сг -\-  Р  =  0. 

Если  точка  не  ножетъ  покидать  некоторой  кривой,  то  обстоятельство 
это  выразится  двумя  равенствами: 

(4) 
/■;  и,  у,  г,  Л  =  О . 

Время  не  вовдетъ  явно,  когда  данная  кривая  неподвижна  и  неиз- 
м{1ннаго  вида.  Такъ  какъ  разсиатрнваеная  связь  выражается  двумя  ра- 
венствами типа  (3),  то  говорятъ,  что  въ  этонъ  случае  точка  подчинена 
двунъ  удерживающинъ  связяиъ. 


^уI,.е^с^V.^100^IС 
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Прин'Ьръ:  УрввнеН1я: 

показываютъ,  что  точка  лежитъ  на  окружности.  Центръ  этой  окружности 
совершяетъ  1гростое  гарнонияесвое  лвижен1е,  а  рад1усъ  периодически  ив- 
)гЬняется  отъ  нуля  до  Е. 

Разсматривать  одвоврененяо  три  удерживающ1я  связи  не  предстан- 
ляется  никакой  необходиности.  Пусть  эти  связи  будутъ: 

Л(з:,у,г,0  =  0;    А(а;,  у,  г,  ()  =  0;    Л  Гд;,  у,  г,  ()  =  0.  (5) 

Если  между  левыми  частями  написанныхъ  уравнен1й  не  ямФетъ 
х^ста  зависимость  вида: 

ШЛ,  Л,  Л.  0=  О,  (6) 

то  поверхности  (5)  пересекаются  вг  одной  или  н'(1сколькихъ  дискретыыхъ 
точЕахъ  (веществен  ныхъ  или  мнииыхъ);  сд1д.  положен1е  движущейся 
точки  известно  для  каждаго  момента  времени,  или  точка  не  ножеть  одно- 
временно лежать  на  вс^хъ  новерхностяхъ  (5).  Когда  же  суп^ествуетъ  за- 
висимость вида  (6),  то  при  Л'=0  и  /'2  =  0  изъ  (6)  вытекаетъ  либо  /з=0, 
.шбо  Д  =  <?(<),  отличной  отъ  нуля.  Въ  первомъ  случа*  связь  /"з  была 
бн  сл'Ьдств1еиъ  связей  Л  и  /"г.  а  во  второмъ  случа!  связь  /"з  противорФ- 
■1вла  бм  первынъ  двуиъ. 

Прим'Ёръ:  Л^11выя  части  уравиевЮ: 

/з  =  (ж-аЯ  +  (у— яЯ-^(г-я)г  — За5=0; 
удоиетворяюгь  соотношенш: 

Гз  — /■, -Ь  2а /-г  -  Д  ( Л— 2в  соя  а)  =  0. 

Слйд,  при  а=-^Лвеса  эти  связи  могутъ  быть  яам^нены  двумя; 
1рв  другонъ  значенш  для  а,  связи  будутъ  аротивор'Бчивыни. 

Приходится  иногда  равсватривать  одновременно  дв'1^,  три  и  бол'Ёе 
веудерживающихг  связей  въ  томъ  случа1Ь,  когда  объемъ,  предостав- 
левный  для  движен1я  иатер1альной  точки,  огравичеиъ  не  одною,  а  н4с- 
Шькини  поверхностями. 


^уI,.е^.^С0ОЗIе 
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Примеры:  а)  Связи: 

х^-\-у^  +  е^~Я''(т^а^О;    Я^- х^  —  у'  —  г^>0; 

оставляютъ  для  движенЕл  точки  объелъ  между  двумя   Еояцентри1еси11№ 
сферами  рад1усовъ  И  и  В  сов  л. 
б)  Связи: 

Л^  -  ж*  ~  у*  -  г=  ^  0; 

4Л2  _  з:»  -  ~Л-, ^--  >  О 

СОЗ^а  81П^Л  — 

иредоставляютъ  для  точки  объемъ,  ограниченный  кусками  сферы  и  элдии- 
сонда. 

Дв'!Ё  одноврененныхъ  свяаи  удерживающая  и  веудерхява- 
ющая  предоставляютъ  для  движен]я  точки  и'Ькоторую  ограничелну» 
часть  поверхности. 

Прин^Ьры:  а)  При  связяхъ: 

ж'-Ь  у'  +  «'  —  Л'  =  0: 
е  —  В  008  а  >  О, 

матер1альиая  точка  можетъ  двигаться  но  поверхности  сегмента  съ  высотою 
й(1 — еова). 

6)  При  свазяхъ: 

Л*  С08^  а  —  г^  >  О, 

точка  движется  по  сферическому  поясу  съ  высотою  2Всоза. 

Число  неудерживвющнхъ  связей  и  зд'Ъсь  можетъ  быть  болЪе 
одной,  если  граница  поверхности  состоитъ  изъ  н'Ёскольеихъ  лиши,  ана- 
литически отличныхъ  одна  отъ  другой. 

ПрихФръ:  Связи: 

х^-\-у^  +  г^~В^  =  0: 
я  ^  0;    у  ^  0;    *  >  0; 

возволяютъ  точк!  двигаться  лишь  внутри  раввосторонняго  и  равноугодь- 
наго  сферическаго  треугольника. 


1уСооз1с 
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119.  Уелов]е,  нялагаеное  на  скорость  несвободной  точвв 
Хдержввашщвю  связью.  Пусть  натер1альная  точка  находится  на  удерхи- 
вающей  свази  (3).  Л*вую  часть  уравнения  (3),  зависящую  отъ  времени 
явно  в  неявно,  озвачинъ  для  сокрап1ен1я  черевъ  Р(0.  Разснотринъ  два 
схежныхъ  момента  времени  {  и  1-\-^{.  Такъ  жакъ  точка  въ  оба  эти  мо- 
мента додясиа  лежа1'ь  на  связи,  то 

Рф^О;    ^•(;  +  Д0  =  0; 
а  потому 

!■(,+ и) -!■(!)  ^  ^ 
Л^  ' 

иковъ  бы  нн  быль  нронежутокъ  времени  М-  Положимъ  Л^  безконечно 
калынъ;  тогда  приходинъ  изъ  предыдущаго  равенства  къ  такому,  справед- 
лвому  для  любого  момента  I: 

гд%,  какъ  всегда,  прямыми  буквами  означены  оолныя  нровэводныя  по 
времени. 

Разсуждая  такимъ  образомг  относительно  функаш  ;^=<р(0<  полу- 
чнн-ь: 

<р(0  =  0;    <р(*  +  ДО  =  0: 

при  всякомъ  {,  л  при  Ы  беавонечно  наломъ: 

*  '«  =  О 

Т'Ьмъ  же  путемъ  мы  могли  идти  и  дальше,  но  въ  этомъ  н^Ьтъ  нужды. 
Подученныя  равенства  (7)  и  (8)  выражаютъ  собою  гЁ  тслов1я,  который 
налагаются  на  скорость  и  ускорен1е  несвободной  точки  удерживающею 
связью. 

Раскрывая  (7),  находимъ: 

|-^'_|_^у_1.^^'Ц_^=зО,  (9) 

дх       ^  ду"    '   да       ^    д{ 

ес1я  занятою  озпачинъ  производный  по  времеии. 
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Зам^тйжъ,  что 

а 

Х'^=Г  603  (V,  хУ,      у  :^ГС08  («,  у);       е'=  VС08  (V,  г), 

гд'Ь  л/*  оаначаетъ  дифференц1альный  паранетръ  перваго  порядка  отъ 
функц1н  /■  (§  112),  а  1>— скорость  движущейся  точки.  Тогда  вмЬсто  (9)  м<»- 
женъ  написать 

^/^.VС08^V,^0-\-т:=^■  СЩ 

Мы  видинъ,  что  ограничен1ю  лодлежитъ  лишь  составляющая  <'ко- 
ростн  вдоль  по  дифференц1альному  параиетру  перваго  порядка;  эта  а>- 
ставляющая  должна  ии'Ьть  определенную  величину  для  даннаго  момента 
времени  и  даннаго  положешя  точки; 

1;й05(|;.Д/'1  =  — Т7^-  '12) 

щ  от 

Что  асе  касается  до  составляющей  и  вь  плоскости  перпендикулярво# 
къ  Л/*,  то  она  иожвтъ  быть  вполв^Ь  произвольною. 

д1 
ство  (11)  даетъ 

о  соя  (V,  Д/'}  г=  о 
или 

.  X  V.  (13) 

Полученное  услов1е  очевидно:  оно  требуетъ,  чтобы  скорость  точки, 
движущейся  по  неподвижной  поверхности  неизн'Ьннаго  вида,  лежала  въ 
плоскости   касательной  къ  этой    поверхности. 

120.  Услов1е,  налагаемое  на  уекореи1е  весвободвой  точкк  удер- 
зкввающею  связью.  Обращаясь  къ  выраженш  (8)  и  раскрывая  его,  по- 
лучаеиъ: 

дх       '   ду  дг        ' 
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КИНВЯАТКЧКСКШ 

свяяи 

+  2 

Мдх 

''^'й^' 

+  2 

Ли» 

'+ 

Зд»сь 

=  * 

совСЬ 

«);    у"  =  "  со« 

(^у); 

«"  = 

:р  а 

(14) 


если  й  ускореше  точки. 

Цоэтону,  пользуясь  (10),  ножемъ  предыдущему  равенству  (14)  дать 
видъ: 

^(Ьео8{Ь  &{)  -]-  7)1/-=0.  (15) 

Символъ  ^2^  означаетъ  тутъ  аослЪдн1я  три  строки  выражег1я  (14). 

Опять  оказывается,  что  су1цествован1е  связи  налагаетъ  играничеше 
тольжо  на  составляющую  ускорения  точки  вдоль  дифференц1альнаго  па- 
раметра связи: 

Составляюп^ая  же  ускорен1Я  по  плоскости,  перпенднкулярноЬ  къ  Д/", 
иитЬнъ  не  опред'йляется. 

Относительно  состава  В^  ван^тинъ,  что  это  выраяев1е  содержитъ 
въ  се<№  члены  трехъ  родовъ:  въ  одни  скорости  входятъ  во  второй  сте- 
пени, друг1е  содержать  скорости  линейнынъ  образоыъ  и  накоиецъ  третьи 

■  Л" 

гор1й  отсутствуютъ  и  Т)/  обращается  въ  квадратную  однородную  (||ункц1ю 
скоростей.  Заи4тииъ,  что  по  внешнему  виду  услов1е  (15)  не  изменятся 
въ  разсиатрвваеиомъ  случа*,  противоположно  тому,  какъ  это  бы.»о  съ 
усло81емъ  (11)  относительно  скорости. 

12).  Услов1я,  яалагаешыя  на  скорость  н  уеворен1е  несвободной 
точки  неудеряЕНвающвю  связью.  Положинъ  теперь,  что  свобода  мате- 
р1альной  точки  стеснена  неудерживающею  свавью  (2). 

Когда  связь  эта  ослаблена  (§  118); 

Г(х,  у,  е,  {)  >  0; 
Т'  е.  точка   движется  внутри  объема,  предоставлениаго  ей,  то,   очевидно, 
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она  можетъ  приникать  произвольную   скорость  в  нроизвольное  уекорен1е, 
сл1|д.  эти  векторы  викаккнъ  ограннчен1Я1Гь  не  поАлежать. 
Если  же  связь  д'Ьйствуетъ  въ  моиевтъ  к 

((х,у,г,г)  =  РЦ)=й,  (16> 

то  въ  какой  либо  нзъ  посл^ьдующихъ  нонентовь  ^•\^Ы  (Л<;>0)  по  (2): 

г'(/+ДО>0. 
Отсюда 

М  -^' 

при  нроизвольнонъ,  но  полояительнонъ  Ы.    Принимая  Л/  безконечяо  на- 
лынъ,  находимъ: 

^=РЧ/1  =  ^>П  (^7^ 

СлФд.   при  соблюдении  (16),   скорость  точки  по  (17)  должна    выпол 
нять  уе.мв1е  (§  119): 


■^- 
VШ{V,^()  ^  0.  (18) 

За1гЬти11ъ  прв  этоиъ,  что  дифференц1альный-  параиетръ  связи  напрвв- 
ленъ  внутрь  объема,  предоставленнаго  для  движев1я  точки.  На  саконъ 
д4л*,  по  §  112,  направлен1е  Д/"  идетъ  въ  ту  сторону,  въ  которую  функц1я  / 
возрастаетъ,  а  она  воврастаетъ  при  переи'Ёщен^и  внутрь  объема,  ибо  для 
точекъ  на  поверхности  функщя  (  равна  нулю,  а  для  точекъ  внутри  объема 
/■>  О,  по  условш. 

<(/ 
Если  для  момента  /:  -^>0,    то  викакихъ  завлючеяШ  о  высшнхъ 
ас 


производныхъ  сделать  не  моженъ  м  сл^Ьд.  ускорен1е  точки  остается  вполне 
произвольнымъ.  Когда 
^"(()=о;  вытекаетъ: 


произвольнымъ.  Когда  же  -^  =  О  для  момента  ^  то  изъ  равенства:  ^'(<)=0: 


ГЦ-\гЫ)  =  ^тт-\-Ы^Ц  (19) 


В|д|1|гес1  оу 
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гд^  Ф  вравнльвая  аоложятельная  дробь.  Но  ^(;-|~^')^'^>  <^л-Ъд,. 

ии  по  предыдущему  параграфу: 

ДГг.  соз(Ь  Д/-)+  в,/-  ^  0.  (21) 

Не   должно   забывать,    что   написанное    неравенство    предподагаетъ 


(И  ' 

или  когда  /■=  О ,  ^  =:  О ,  а  ;з^>  О ,  движущаяся  точка  въ  одинъ  иаъ 
хомевтовъ,  слЪдующахъ  ва  разснатриваемынъ,  должна  сойти  со  связи, 
т.  е.  /'  станетъ  больше  нуля.  Действительно,  въ  первомъ  случа'6  функц1я 
/" возрастаеть  (■лГ^ОЬ  сл'Ьд.  н8Ъ  нудя  она  станетъ  положительною:  /"^0  ; 
во  второнъ  случа'Ь  фунвц1я  -^  воврастаетъ,  сл%д.  изъ  нуля  она  обратится 
п  положительную  величину,  во  тогда  {  ставетъ  функц1ею  возрастающею 
и  С14д.  изъ  нуля  станетъ  положительною:  /■>0. 

Такимъ  образоиъ  движен1е    по  поверхности   /!^  О,    возкожно  и 
цкь  лишь  при  услов1яхъ: 

123.  Реакц1я  удерзвнвающей  свявн,  Свявн  вдеальыыя.  Множитель 

евя».  Пусть  на  несвободную  натерйальную  точку,  находящуюся  на  удер- 
хввающеб  связи: 

■      /■(«,  У.  е.  О  =  О-  (23) 

хЫствуетъ  свда  I',  ннйющая  своими  составляющими  по  воордннатнынъ 
осниъ  X,  Г,  ^.  Если  бытоша  была  свободною,  то  по  закояамъ  Ньютона 
ы  уравнешн  двнжен1я  били  бы  (§  93): 

иьс"  =  X:    ту"  =  Г;    ш"  ~  2.  (24)  ■ 
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Но  00  (15)  ускоревЕе  разсиатрявавной  точкш  должно  удовлетворять 
условш: 

%-^'"+%'"+%'"+^^='>-  <^" 

Следовательно,  если  равенства  (24)  и  (25)  не  противор^^чать  другъ 
другу,  то  изъ  нихъ  вытекаетъ  такая  завасиность  неасду  пр09кц1яни 
силы  ^^ 

Но  нетрудно  видеть,  что  тогда  уравиев1в  (23)  служить  одиннъ  изъ 
интеграловъ  дБИжен1я,  а  потону  мы  и1|1Ьенъ  д'^о  съ  частнымъ 
случаенъ  двихеюя  свободной  точки,  а  не  съ  движенйенъ  точки  но  связи. 

ДМствительно,   если  уравненЕя  (24)   униожинъ   соответственно    на 

—  -^  >  —  т^  ■  — г-  и  8ат4иъ  слояимъ,  то,    Еакъ  елъдств1е  изъ  нихъ,  но- 
те од;    тор     т  ае 

лучимъ: 

дх  ду^де  т\     дх  ^       д(  дк! 

или  по  (26): 

откуда,  интегрируя: 

/■(а-,  у,  *,  ()  =  а<  +  р, 

гдЪ  л  и  ^  провзводьныя  постоянныя. 

Такинъ  обрязонъ  равенство  (23)  является  частцыиъ  интеградонъ 
лвижен1я  при  а^^^О. 

Если  »тотъ  случай  оставить  въ  стороне,  то  соотношен1е  (26)  не 
выполняется,  а  потону  уравнбН1я  (24)  противор^чать  услов1Ю  (25). 

Выйти  изъ  такого  затруднен1я  ны  ноженъ-,  лишь  принявши,  что 
уравнен1а  (24)  несправедливы  въ  настоященъ  случае:  крон!  силы  Р  на 
разсиатриваеную  точку  должна  действовать  некоторая  другая  сила  К, 
обязанная  своинъ  нроисхождеаЕемъ  приеутств11>  свлви  и  потому  называекал 
реакц1ею  связи  на  точку.  Такое  иривяпе  не  нарушить  третьяго  зя- 
Еона  Ньютона,  такъ  какъ  ны  ае  иначе  ноженъ  представить  себе  связь, 
какъ  механизнъ,    соеднняюп^Ей  одну  нассу  съ  другоп,    а   тогда  источви- 
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комъ    ревхщи    на    пассу,    представляеную    движущеюся    точкою,  будетъ 
та  масса,  съ  которою  предыдущая  связана  кивенатвявскижъ  обраэомъ. 
Итикъ  уравнен1я  (24)  необходимо  заменить  следующими: 

п1х"—Х-\-Вг;    шу"=Г+Л,;     тг"  —  г-\-В.\  (27; 

гл'Ь  для  сокра(1(ен1я  положено: 

Ег=Всш  (В,  х);    Ву  =  В  сов  ( К,  у);     В.  — В  сов  (В,  г).  (28) 

Поснотрииъ  насколько  опред'кляется  сила  В  но  уравнен1Ю  (23). 
Такъ  Еякъ  теперь  услов1е  (25)  долгие  быть  выполиепо,  то  по  (27): 

Я1Н  ПО  (28)  и  (10): 

й™(й,ЛЛ=-^^^|х|+г|  +  гС  +  ,„„,^1.        (29) 

Оказывается,  что,  если  намъ  дано  лишь  уравнен1е  (23)  и  неизв'Ьстно, 
шнъ  на  д'Ьл'!;  осуществлена  связь,  то  определенною  функпдею  отъ 
I,  X,  у,  г,  х.  у',  л'  является  одна  лишь  составляющая  реакцш  по  диффе- 
ренц1'альному  параметру  связи:  что  же  касается  до  составляющей  реак1ми 
въ  плоскости,  перпендикулярной  къ  параметру,  то  для  пахожден1я  ея 
уравнение  (23)  намъ  ничего  не  даетъ. 

Поэтому  мы  ограничимся  въ  дальн{|йшемъ  разсмотрен1енъ  только 
такнхъ  связей,  который  вполне  определяются  своею  аналитическою  фор- 
мою, т  е.  ураввен1е11Ъ  (23),  и  след.  не  даютъ  реакц1и  въ  плоскости, 
перпендикулярной  къД/.  Так1я  связи  обыкновенно  называютъидеаль- 
ними;  ре&кцтя  идеальной  связи  на  точку  направлена  всегда  по  соответ- 
п'венноау  дмфферениДальному  параметру  связи. 

Изъ  вышескаааннаго  не  следуетъ,  что  мы  нсключаенъ  вовсе  изъ 
своего  разсмотреи1я  связи  съ  реакфяии  не  по  дифференщальнымъ  пара- 
■етрамъ^  только,  если  желательно  изучить  движвн1е  точки  по  связи  такого 
рода,  то,  кроме  уравнешн  связи,  намъ  должеыъ  быть  известеиъ  законъ, 
10торымъ  определяется  составляюшдя  реакцш  въ  плоскости,  перпенди- 
кулярной къ  А/'.  Закояъ  втотъ  обыкновенно  выводится  изъ  иаблюден1й  и 
опытовъ  надъ  физически  осуществленными  связями;  примеръ  тому  увн- 
лннъ,  когда  будемъ  говорить  о  движен1и  точки  по  шероховатой  поверх- 
яости,  т.  е,  съ  трвН1енъ. 


.^с^^^^оо^Iе 


224  кинендтичЕСМЯ  связи.  гл.  Х1Г  §  122. 

На  0СИ0ВЯН1И  сказ&вваго  для  идеальной  связи   принимаенъ,    что   К 
направлена  по  Л/*,  и  слЬд.  по  (10): 


~&Г    дх'       "       ^Г    ду'       '       ^    дм 

Обнкиовевво  отношен!е  -г^  овначаютъ  одною  буквою  )1,  называемою 
няохитеденъ  связи,  т.  е. 


■дг 


-1/Ш+(|^)+Ш" 


138.  Днфференц1альиия  уравнен1я  двнжен1я  точки,  ияхода- 
щейся  на  идеальной  удерзвнвающей  свя1И.  На  осиован1и  вышесказак- 
ваго  уравнен1я  движен1я  несвободной  точки  (27)  прининаютъ  вндъ: 

тх"=Х-\-\^\    »,у"  =  Г4-1-^;     ш"  =  2-['1^-         (31) 

Написанныя  уравнешя  содержать  четыре  неизв'Ьстныя  фунищи 
времени:  х,у,г,'^^\  для  нахоадета  этихъ  фунвщй  ны  ин'Ёенъ  и  четыре 
уравнешя,  а  именно  (31)  и  (23). 

Интегрироваше  ведется  обыкновенно  сл'бдующинъ  путемъ.  Прежде 
всего  изъ  (31)  исключаемъ  веизв^тиую  функщю  I  при  помощи  уравяен)а 
(25),  служащаго  сл4дств1емъ  (23).  Подставляя  въ  (25)  зн&чен!я  вторыхъ 
проивводныхъ  х",  у",  е"  изъ  (31),  опред*ляемъ  отсюда  1,  какъ  функц1ю 
отъ  ^,  X,  у,  г,  х\  у,  е: 

Когда  эту  величину  11  вставинъ  въ  правыя  части  уравнен1й  (31),  то 
получимъ  три  совокупныхъ  урввнен1я  второго  порядка  относительно 
трехъ  неи8в1ютныхъ  фунвц)й  времени  х,  у,  г.  Иитегрироваи1е  :^твхъ 
уравнений  пряведетъ  насъ  къ  выражен|янъ  для  х,  у,  г,  содержящинъ 
шесть  произвольныхъ  постоянныхъ  С%,  С2,---Сб\  но,  какъ  нетрудно 
вид^Ьть,  въ  разсматрнваенонъ  случа1Ь  неэависимыхъ  постоянныхъ  оста- 
нется только  четыре. 

На  самомъ  д*л*.  когда  дадимъ  1  ея  значение  (32),  то,  если  умно- 
жить гоавнен1Я  (31)  соотв41Тствеано  на  — -тг  '  —^г^  ~т~  ^  сложить, 
■"^  т  ах     т  ду     т  ах 
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найлеиъ  такое  равенство,  какъ  сл'Ёдств1е  (32): 

дГ    ,.  ,     дГ    „  ,     дГ    ..  г,  г 


гд:Ь  а  и  ^  произвольння  постоннныя.  Бели  въ  л^Ьвую  часть  полученнаго 
равенства  пставиыъ  яначен1я  для  х,  у,  е,  то  я  и  ^  должны  оказаться 
функщями  отъ  Сь  С1,...Св: 

а  =  ?{С1,<72,...Св);     ?  =  4'(СьСг,...Св). 

А  потому  для  получен1я  уравненхя  (23)  иы  долянн  положить 

у  =  0;     ф  =  0; 

такъ  что  независиимхъ  между  С], -....Се  останутся  только  четыре. 

Причина  излошеннаго  лешнтъ,  конечно,  въ  томъ,  что  для  исклю- 
чен1я  )к  мы  воспользовались  не  саминъ  уравиешенъ  (23);  а  второю  про- 
изводною  отъ  лФвой  части  его,  т.  е.  (25). 

Ирин'Ьръ:  Точка  массы  ^1  лежитъ  на  свяан: 

ах+  бу  +  сг  -I-  (/  —  О,  (33) 

гд1^  а,  Ь,  с,  ^  постоянныа,  и  находится  подъ  д'Ьйств1еиъ  постоянной  силы 
д,  параллельной  оси  х. 

Уравнен1я  движен1я: 

а^'  ^  Хя;      у"  =  Аб;      у  =  д  '\-  1с. 

Опред^^ляеиъ  X  при  помощи  равенства: 

ах"  -\-  Ьу"  +  се"  =  0; 
иаходинъ: 

Уравнешя  безъ  1: 

г"=:)1во;    у"  =  ^ч^Ь■,    л"  =д~\-'к^е; 
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икЪютъ  своими  интегралаии: 

Уда 


гд*  С1 Са  постоянныя  цроизвольныя. 

Чтобы  удовлетворить  (33),  между  этими  постоянными  должны  инФт!. 
ы'Ъсто  лвЬ  зависимости: 

134.  Ревкц1я  неудержнвашщей  связи.  Днфференц1альиыя  урав- 
нен1я  дннжен1я  точки,  подчиненной  иеудерживающей  связи.  Поло- 
жииъ,  что  свобода  точки  массы  т  стеснена  неудерживающею  связью: 

Пх,  у,  г,  I)  >  0.  (34) 

Пусть  къ  точк'Ь  приложена  сила  ^'(X,  У,  2).  Если/'>0,  т.  е.  точка 
находится  внутри  объема,  ограничен  наго  поверхностью  /'^^=0,  то  (§  121) 
ускорен1е  ея  никакому  ограничешю  не  подлежитъ,  и  слЬд  уравнен!» 
движен1я  ^удутъ  такнни  же,  какъ  и  для  точки  свободной: 

тх"  =  X;    ту"  =  У:    п>г"  =  2.  (35) 

Ускорен1е  точки  не  иожетъ  быть  произвольыыиъ  только  тогда, 
когда  она  движется  по  самой  граииц']^  объема  (^=^  0)  и  при  тонъ,  когда 

-^  =  0  Г§  121);    въ   такомъ    глуча*   ускореше  должно  удовлетворять  не- 
равенству (20)  или  (21): 

ш'^И'+ГуО^Т.'  +^'''^''-  <"> 

Написанное  соотношеше  не  будетъ  противор'Ьчить  уравнен1яиъ  (35), 
если  сила  1"  такова,  что 

Тогда  ТОЧКИ  все  время  движется,  какъ  свободная. 

0,д,1|гес1оуСо0^1е 
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Но  если 

то,  подобно  предыдущему,  ны  прининвеиъ,  что  къ  правыиъ  частямъ 
уравнешй  (35)  прнсоедивяются  проэкцш  реакции  связи  11—В„И^,Яг, — 
ва  координатный  оси,  причекъ  предполагается,  что  уско1>ен1е,  получаемое 
точкою  отъ  еовокупнаго  Д'1^вств1я  силъ  1"  я  В  не  сводитъ  её  со  связи, 
т.  е.  по  (22)  удовлетворяетъ  равенству: 

СС  =  0.  (39) 

Полагая  свявь  идеальною,  мы  для  проэкщй    реакцж   беренъ    выра- 
жеи1я; 

ОХ  ау  пг 

Множитель  X  иайдемъ  иэъ  (39)  по  (32): 


Изъ  сказаняаго  выводннъ,  что  ура8вен1я  движешя  точки,  полчииепной 
иеудерживающей  связи,  приходится  брать  либо  въ  внд^1  (35),  либо  так1я: 

п,з;"=Х-\-1^;     ту"=Г+1-^;     т/'^г^-^  —  -         (41) 
'      дх         ^  ду  '  дг 

Легко  определить  критер1унъ,  указывающ1й,  когда  надо  братг. 
уравнешя  одного  типа,  когда — другого.  Изъ  сравпеи1я(40)  съ  (38)вндимъ, 
что  для  иеудерживающей  связи  всегда 

I  >  О  .  (42) 

Сл'бд.  ураввен1я  типа  (41)  годятся  лишь  тогда,  пока  множитель  Х 
сохраняетъ  по.10«ительное  эиачен1е;  когда  же  1  обрап^ется  въ  нуль  (для 
этого  случая  оба  типа  уравнений  совпадаютъ)  и  зат^мъ  становится  отри- 
цательнымъ,  надо  брать  ур8внен1я  типа  (35). 

Такинъ  образомъ  планъ  р11шен1я  вопроса  о  двиаен1и  точки,  подчи- 
ненной неудерживающей  связи  схкл^ютй.  Прежде  всего  по  начяльнынъ 
дйнвыиъ:  хо,  уо,  «о.  V.  Уо'>  'о\  снотрииъ,  соблюдены  ли  для  начальнаго 


^уI,.е^.^V.^100^Iе 
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момента  ^  =  (о  уелов1я 

/•  =  0;    ^  =  0;     >  >  0.  (43) 

Если  хотя  одно  изъ  нихъ  невыполнено,  берекъ  уравцен!я  тина  (35). 
Когда  вс^!  услов!я  (43)  удовлетворены,  обращаемся  къ  уравнеясямъ  (41). 
Интегрируя  лхъ  (§  123),  нахояянъ  х,  у,  г.  \,  какъ  функцш  времени: 

х  =  <р(0;    у  =  ф(^);    г  =  (1(0;    1  =  -г(«). 

Изсл^дуемъ,  не  можетъ  ли  функвдя  *^(0  обратиться  въ  нуль  и  за- 
гЬмъ  стать  отрицательною.  Если  ■[(^)  всегда  по.тожите.1ьна  или  нуль, 
задача  кончена;  если  же  ^И)  обращается  въ  нуль  для  момента  (  =  /1,  а 
зат^мъ  становится  <;  О,  то  уравнешя  (41)  годятся  лишь  для  промежутка 
времени  отъ  4  до  Ьх .  Съ  ыоиента  {^  надо  уже  брать  уравнения  (35)  и 
интегрировать  эти  уравнев1я  при  иачальныхъ  услов!яхъ:  /^^1,  x=<({^^), 

Можетъ  случиться,  что  точка,  движущаяся  какъ  свободная,  т.  е.  по  урав  - 
иен1яиъ  (35),  снова  поиадетъ  на  связь — координаты  ея  обратятъ  /"въ  нул  ь. 
Тогда  пронзойдетъ  явлен1е,  называемое  у  даром  ъ — скорости  точки  изм'Ь' 
ндтся  мгновенно.  Какъ  онред'!Ёлить  эти  изм:Ьнен1я, увидинъ  впослЪдств1и.  Во 
всякомъ  случа-Ь  къ  иовымъ  скоростямъ  посл4  удара  мы  должны  отнестись' 
какъ  къ  даннымъ  начальнымъ,  и  тахъ  продолжать  наше  изсл:Ьдован1е  и 
нереходъ  отъ  уравнен1&  одного  типа  къ  уравнен1янъ  лругого,  пока  не 
исчерпаеиъ,  если  сножеиъ,  вс]^  моменты,  для  которыхъ  или  X  обращается 
въ  нуль,    или  происходитъ  ударъ. 

Изъ  (41)  по  (42)  вытекаетъ,  что  неудерхивающая  связь  можетъ 
оказывать  реакц!»  лишь  по  положительному  направлению  нормали 
или  дв||>ференц1альнаго  параметра  перваго  порядка  (§  112). 

125.  ДнффервнЦ1яльныа  уравнен1а  двмжвй1я  точки,  подчинен- 
ной двунъ  связянъ.  Положинъ,  что  разсматриваеная  точка  подчинена 
двумъ  свизямъ: 

Л  (а:.  У,  г.  О  =  0;    Г2(х,  у.  г,  1)  =  0.  (44) 

Принимая,  что  об^&  связи  идеальныя,  по  §  123  нолучаемъ  слЁлующ1я 
уравнешя  лвижев1я  для  взятой  точки: 

».«"  =  х  +  >,|^  +  »,?^; 

дх  дх 


),Соо'^1е 
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„„»=Г+»,|  +  Х,|;  С45) 

Написанным  ]гравнен1я  содержать  пять  неизв'бстныхъ  фунЕЦ1Й  временя: 
X,  у,  г,  11,  "кз;  для  яяхоз:ден1Я  этяхъ  Функщй  ны  ин'Ёемъ  и  пять  урав* 
нен1й  (44)  и  (45). 

Интегрирование  ведется  тЬнъ  же  лутенъ,  какъ  н  для  одной  связи. 
Прежде  шего  изъ  (45)  исключаенъ  неизвестный  функцЕи  )>]  и  Х;  съ  по- 
мощью уравнен1б: 

3^  =  »^^  =  »^ 

служащихъ  следств1енъ  уравнен1Й  (44),  Въ  ряскрытоиъ  видй  равенства 
(46)  представятся  такъ: 

дх        ^    ду  "     *    д)1        I      ^" 

Подставлял  сюда  значены  вторыхъ  проиэводныхъ  х",  у",  и",  изъ 
(45),  находинъ  для  опред^лешя  ^1  я  ^г  ураваен|я: 


^11  >1  4-  ЛаХг  +  «1  +  »«гЛ  =  0; 
Л,-,  !.1  +  Аг,1г  +   Яг  +  '>"Л  =  0; 


"        '      дх  дх  "*"  ду  ду  '^  д1  дг' 
е,=  х|1+г^  +  г*;    '1  =  1, 

дх    '        ду  дг       3] 


(47) 


(48) 


Опред4литель  Л  уравнвН1Й  (47)  иожетъ  быть  представленъ  въ  вид* 
сунны  трехъ  квадратовъ;  действительно  по  (48): 

л_.     л  ,    ^{д(Г,й)  V  I     \д(ПП)  ]'  I     \дУМ  у        ,.„. 

4  =  ^,.^»-^,'=}-^^{+|^^|+{^^^},       (49) 


с.  у  мл  г;  Сп  001^1  С 
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если  условился  въ  обозначен1и 

д(аЬ)         да  дЬ         да  дЬ 

Иэъ  (49)  заключаеиъ,  что  Л  можетъ  равняться  нулю  лишь  въ  тоиъ 
случя'Ь,  когда  каждый  изъ  определителей  второго  порядка  (49)  обра- 
щается въ  нуль.  Но  тогда  между  фувкц1яни  /*,  и  (^  должно  иметь  м'Ьсто 
соотношен1е: 

Л(Л,  й,  0=  О, 

и  сл4д.  или  1)  при  /"1=^0  и  /^^О,  или  2)  при  /1=0  фуакфя  /'2  =  .р(<^, 
фупкцш  времени,  отличной  отъ  нуля.  Въ  первомъ  случай  одна  инъ  связей 
служитъ  сл^дствхенъ  другой,  а  во  второнъ  случа'Ь  связи  противор'!1чатъ 
другъ  другу. 

Если  исключинъ  изъ  нашего  разсмотрЪшя  эти  случаи,  то  Д  будетъ 
отлично  отъ  нуля,  и  сл4д.  ми  всегда  сможеиъ  изъ  (47)  определить 
11  и  ^2  какъ  функщи  отъ  аргунентовъ  х,  у,  8,  х',  у,  е',  ^.  11одставлая 
найденныя  вырахеюя  въ  правый  части  уравнений  (45)  и  нолучинъ  три 
совокупныхъ  уравнен1я  второго  порядка  относительно  неиувестныхь  функцШ 
X,  у,  г.  Ентегрировап10  этихъ  уравнетй  приведетъ  насъ  къ  вырджен1ямъ 
для  X,  у,  г,  содержащинъ  шесть  произвольныхъ  постолнныхъ  С^гСг—Съ- 
Нетрудно  видеть,  что  независимыми  между  ними  будутъ  только  двЬ. 

Уиножая  каждое  изъ  уравнеи1й  (45)  соответственно  на  -г^-  —•  -г^ 

ох    оу     аг 

и  складывая,  мы  по  (47)   получииъ  изъ  уравненШ    (45)  при  найденныхъ 

значешяхъ  для  ^1  и  ^2  какъ  сл^дствЕе  первое  изъ  уравненхй  (46).  Т^мъ  же 

путемъ  выведемъ  изъ  ур&внен1в  (45)  и  второе  уравне1{1в  (46).  Такимъ  обра- 

зомъ  въ  числ*  интеграловъ  разсматриваеиой  системы  будутъ  сл'Ьдующ1е  два: 

Мх,у.е,г)  =  а^1-{'^Г,    Гг  (л,  у,  г,  ^)  =  «2  ^  +  ?г  ■  (Щ 

Постоянвыя  а,,  ^, ,  а;,  ^^  будутъ  некоторыми  функфями  отъ 
(71 ,  Сг  ■ . .  С^-  Но  для  аолучев1я  изъ  (50)  данныхъ  связей  (44)  мы  должны 
положить 

а,  =0;     Р1=0;     аг  =  0;     р1  =  0; 

что  и  даетъ  четыре  зависимости  между  С1,  С^.-.С^,  такъ  что  проиэволь- 
ныхъ  останется  только  две. 

Когда  одна  взь  связей  или  обе  неудерживающ1я,  то  ходъ  решен1Я 
тотъ  же,  что  и  въ  §  124. 


1уСооз1е 


Двнжен|е   точки  по  поверхности. 

126.  Дифференц]альвыя  урввнен1я   двк»еи1я  точвя  по  поверх- 
ноетн.  Уравнев1я  движешл  натер1альной  точки  по  поверхности 

({х,  у,  г,  I)  =  О,  (1) 

въ  общехъ  вид'!^  уже  наии  найдены  (!^  123): 

шх"  =  X  -Ь  1  ^ 


4; 

дх 


(2) 


Уравнен1я  зти  заы11няютъ  собою  геонетрячесвое  равенство: 

(ж«)  =  (Р)  +  (N), 

гд*  у  ускорен1е  точки,  Р  равнод'Ьйствующая  прилоамнныхъ  къ  ней  силъ, 
У  реакция  поверхности,  направленная  по  нориали  п  къ  новерхностн 
|§  122). 

Поснотримъ  теперь,  какъ  ножно  видоиз1гЬиить  и  упростить  уравнен1я 
(2)  въ  томъ  сл7ча1Ь,  когда  поверхность  неизн'Ьнна  и  неподвижна,  т.  е. 
когда  въ  уравнен1е  (1)  преня  явно  не  входитъ: 

Пх,  у.  0)  =  0.  (3) 

Очень  удобно  бываетъ  выбрать  такую  систему  коордикатъ,  чтобы 
поверхность  (3)  была  одною  изъ  координатныхъ,  а  коордннатныя  лин1и, 
ев  соотв6тствующ1я,  были  къ  этой  поверхности  ортогональны.   Пусть  ны 


о  д|11гес1 


=уСоо^1е 
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В8ЯЛИ  такую  систему  коордиватъ  ^^,  Ц1,  дз>  ^^  поверхность  (3)  представ- 
ляется въ  этой  снстен'Ь  уравпен'1енъ 


9з  ■ 


яз  =  О, 


(4) 


гл^  Я)  н'Ькоторая  постоянная. 

Реахц1я  поверхности  (§  122)  будетъ  направлена  но  координатной 
оси  3  (§  43)  и  слЪд.  не  дастъ  проэкц1Й  на  оси  1  и  2.  Поатоху  уравнен1я 
движешя  точки  будутъ  (см.  (12)  §  52  н  (2)  §  93); 


т    1А    дк 
Л1   \(И  Й31' 


т    Ы    дк 
Аз  \й*  йдз' 


=  Сз+л'; 


гд^^  .^1,  Л2,  Аз  коэффищенты  выражения  к  (си.  (18)  §  43),  ^1,  ^2,  Оз 
1фоэкц1и  I'  на  соотв'Ьтственвыя  воординатныя  оси;  а  N  реавц1Я  аоверх- 
вости. 


Мы  видиыъ,  что  иервыя  два  уравнен1я  (5)  вовсе  не  содержать 
реакц1и,  а  потону,  если  нанъ  интересно  лишь  двнжеше  точки,  то  ны  но- 
аемъ  ограничиться  этими  двумя  уравненЫми  и  вовсе  не  нрининать  во 
внимян1е  ураввен1н  третьего.  Иервыя  два  уравнеи1я  (5)  содержать  только 
дв^  неивв^Ьстныя  фуикц!и  времени  $]  и  92>  1''»''ь  какъ  дз  но  (4)  равно 
постоянному  «3.  Интегралы  этихъ  уравненШ  будутъ  содеряить  четыре 
нруизвольныхъ  постоянныхъ,  какъ  это  и  сл11дуетъ  (§  123).  Третье  урав- 
иен1е  понадобится  намъ  въ  тонъ  случае,  когда  ны  вожелаенъ  найти 
величину  реакщи  N. 


^уI,.е^::^С100^IС 
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Можно  также  отнести  уравиен1я  движенЗя  точки  къ  сл^11дующикъ 
подвихвынъ  осяыъ,  ин'Ьюп^инъ  начало  въ  движущейся  точк'Ё:  приненъ 
за  ОХ  касательную  ОТ  (Фиг.  59)  къ  траэктор!и,  аа  02  положительную 
ворхаль  Оп  къ  поверхности,  а  за  ОТ  Н8правлен1е  От,  перпендикулярное 
Бъ  От  и  Оп.  Очевидно,  это  направление  будетъ  лежать  въ  касательной 
л.юсЕОСти  къ  иоверхиостн. 

Полиуясь  равенствонъ  (5)  и  припонипая  проэкщи  ускорен1я  на  ка- 
сательвую  и  на  рал1;съ  кривизны  р  траэктор1И  (§  51),  находикъ: 


(6) 


-  вт  (р, «)  =  Гсоз  (Р,  т). 


Полученныя    уравнения    пишутъ    обыкновенно    въ    несколько    иноА 
форм'Ь. 

Съ  атою  д^лью  припоннимъ  выра»ен1я  (38)  §  32  для  кривизны: 

й*л       1        ,     ,       (Ру       1        ,     ,       й^       1        ,    ,  ,_, 

^,  =  ^ш(оx)■,     —=~соз(ру)-     ^,=^со8{р,).  (7) 

Мы  ихъ  получили,  разскатривая  кривизну  какъ  векторъ,   служащ1Й 

геонетрнческою  произволною  по  дугЁ   в  кривой  отъ  н'!&котораго  пере1гЪн- 

1 

а    напра- 

влев1е  его  совпадаетъ  съ  иаправлеы1в11ъ  рал1уса  кривизны,  идущвнъ  къ 
центру  кривизны.  Разложиыъ  векторъ-кривизну  ОВ  на  два  составля- 
ющихъ  вектора  (Фиг.  59),  одинъ  ОА  но  нормали,  а  другой  ОС  по  на- 
правлен1ю  От.  Тогда 


ОС=ОБсов(_ОБ,х)  =  ±ОВ81п{ОВ,п)  =  П^  —  8т{р,п). 


(8) 


Но  по  (7): 


1        ,      ,        1    /а^х    дГ  ,А'у    дГ  .^'^    дЛ  .ц. 


'Д/'Ц*    дх^^в^    д}г^<1з^    дг 


.^.^Соо^Iе 


ЛВИЖЕЯ1Е  ТОЧКИ   ПО    ПОВЕРКВОСТИ. 


Дифференцируя   дважды  по   5  равевство  (3),  мы  получимъ   подобно 
(14)  §  120: 


г/5*  дх  ^  (й»  йу  "^  йя^  а^  "•"     '  '  ""    ' 


гд4 


■    2-^.^.^_!_2-^  — .— -1-2-^  — •^. 
дудх    из     (й  дгдхйв    <1з  дхду  йв    Лз 

Иаъ  предыдущихъ  равенствъ  видинъ,  что 

АГ[<1^'дх'^аз^ду'^аз^д^}~'''"''^\^''''  ^'  Й8  '  Й8  '  ,1з) 

т.  е.  по  (9)  отношение 

603  Ср,  я) 


эаввситъ  лишь  отъ  положешя  точки  иа  полерхвостн  и  напрввленш  каса- 
тельной. 

Отсюда  заключаемъ, 

1)  что  для  вс{1хъ  вривыхъ  на  поверхности,  и1Н1ЮЩнхъ  въ  данной 
точв'Ь  общую  касательную  и  общую  плоскость  кривизкш,  рад1усъ  кри- 
визны одииъ  и  тотъ  же; 

2)  что  для  всЁхъ  вривыхъ  на  поверхности,  им11ющихъ  въ  данной 
точк-Ь  общую  касательную,  выряжея1е 

со&(р,  п) 

'^ — '-  =  С0П31. 

Р 

Если  зан'Ьтинъ,  что  для  норнальнаго  плоскаго  сФченш  новерхности 
черезъ  разсматриваемую  касательную  уголь  (р,  п)  равняется  нулю  или  л, 
то  видннъ,  что 

еоз(р,  п)  1 

гд'6  в  рад|усъ  вривйзяы  норнальнаго  с1чен1я  (теорема  Меиап1ег).  Л  при- 
нимается величиною  положительною  или  отрицательною  въ  зависимости 
отъ  знака  со5(р,  ») 


^уI,.е.^.^V.^-.ОО^IС 
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Что  же  касается  до  ОС,  проэк1(1и  веЕтора-кривизны  на  касательную 
плоскость,  то  для  величины  его  ин'Ёенъ  сл^^дующее  выражеше  по  (9): 

-рг^ 5(«^(р,м)         1         С08'(р,  и) 


+ 


^  \а.ч^ду     авЧх)  \  *■    ' 

Равсхатриваеыый  векторъ  обран^ается  въ  нуль,  если  данная  кривая 
гдовлетворяетъ  соотношен1ямъ: 

^'  .  ^  .  ^  —  ^  ■  ^  .  ^ 
Аа'^  '  йв'  '  из*      дх  '  ду  '  дя 


соз(р,  х)  :  соз(р,  у) :  С08(р,  г)  =  сое  (и,  х)  :  соз{п,  у) :  С08(п,  г). 

Такая  кривая,  у  которой  плоскость  кривизны  всегда  нормальна  къ 
иоверхности,  носить  науваше  геодезической  лин1и;  но  этому -то  и 
проэкцш  ОС  вектора-кривизны  на  касательную  плоскость  наэываютъ 
геодезическою  кривизною  данной   кривой   и  обыкновенно    обозна- 

чаюгъ  такъ:  т^  ■ 

Пользуясь  сделанными  зан'Ёчан!яни,  иы  моженъ  переписать  урян- 
иев1я  (6)  схйдующинъ  образомъ: 


(11) 


-=-?■<!«»№  Т). 


),Соо'^1е 
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127.  Интегралъ  площадей.  Звконъ  ыонентовг  воличества  дв1Шен1я 
(§  103)  для  точки,  движущейся  по  поверхности  (1),  выралается  такъ: 

|»(У-..')=гу-1'«+>(|,-|,); 


(12) 


Члены  съ  ыножителекъ  Х  представляютъ  собою  ноиенты  реакцл 
ОЕоло  соотв'Ётственныхъ  осей  координатъ.  Для  того,  чтобы  этотъ  ыо- 
ментъ  вокругъ  какой  либо  оси,  напр.  02,  обратился  въ  нуль,  необходимо 
соблюдев1е  услов1я: 

^1^-^У^О.  (13) 

Соотв-Ётствующая  атому  уравневш  съ  частными  производнынн  система 
совокупны'хъ  уравнен1Й; 


тЛ&гь  очевидный  интегралъ:  х^-\-у^==-сопв1.  Сл'Ьд.  (  представляется 
произвольною  функщею  отъ  х^-^-у^  и,  конечно,  к,  такъ  какъ  въ  (13)  не 
входитъ  нроизводнвя  по  этой  перем'ЬвноЙ.  Другими  словами,  данная 
поверхность  должна  быть  поверхностью  вращешя  вокругъ  02.  Справе- 
дливость полуюнваго  вывода  ясна  и  геометрически:  нормаль  къ  поверх- 
ности врап1ен!я  всегда  лежитъ  въ  одной  плоскости  съ  осью. 

Такикъ  образомъ  для  движен1л  точки  по  поверхности  вращения  мы 
моженъ  получить  интегралъ  площадей  (§  105),  если  равнодействующая 
сила  Р  не  даетъ  момента  около  оси  поверхности. 

128.  Нитегралъ  живой  спли.  Законъ  живой  силы  (§  109)  въ  при- 
мЪнеши  къ  точке,  движущейся  по  поверхности,  даетъ  по  (2): 

или,  на  основан1и  (9)  §  119, 

1  %  Л.  (14) 

от 
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Пос^Ьдшй  членъ  въ  нравов  частя  представляетъ  собою  элекентарную 
работу  реавщи.  Эта  работа  обращается  въ  нуль,  когда 

^  =  0,  (16) 

Т.  е.  связь  неизм)|нна  и  неподвижна. 

Если,  кронЪ  того,  эленентараая  работа  равнол^йствуж)1цей  нредста- 
Вутяется  полнынъ  днфференц1адокъ, 

то  изъ  (14)  мы  по.1учаенъ  интегралъ  живой  силы  (§  110>  въ  вид'Ь 

~  =  /7  +  А,  (17) 

гд']^  А  произво.1ьная  постоянная. 

Зан'&тнмъ,  что  но  (15)  въ  силу  уравнешя  (3)  одна  изъ  коордииатъ 
служитъ  функщею  остальныхъ  двухъ,  напр,  г^=ипс{{х,у).  Пусть  произ- 
водныя 

51  =  '''    *7  =  '' 

тогда 

Х<1х-\-  ТАу  +  2Лг  —  (X  ■\-рг)вх  +  (Г  +  2^)<*!/. 

Зл'Ёсь  независииыхъ  иере1гЬаныхъ  только  дв1Ь,  поэтому  для  получен1я 
полнаго  дифференп^а^а,  т.  е.  выражения  (16),  теперь  необходииы  не  три 
УСЛ0В1Я  (17)  §  110,  кавь  для  свободной  точки,  а  только  одно: 

-^{Х-\'р2)^-1^(У^^г).  (18) 

Зан'Ьтннъ,  между  прочинъ,  что,  если  кы  нашли  нптегралъ  плоп^адей 
и  ивтегралъ  живой  силы,  то  мы  опред'1&лилн  всЬ  независимые  другъ  отъ 
друга  первые  интегралы  движен1я  для  разснатриваеной  точки,  такъ 
вакъ  число  этихъ  неэависиныхъ  нитеграловъ  равно  д  в  у  н  ъ  (§§  1 23  или  1 26) 

129.  Воиичвск1й  жаятннкъ.  Разснотримъ  двнжен1е  тяжеюй  точки 
по  неподвижной  сферф.  Выбвремъ  начало  хоординатъ  въ  центре  сферы, 
а  02  направинъ  вертикально  книзу.  Тогда  уравнен1е  связи  (удерживающей) 
будетъ: 

дг_ал_у1_^  =  0,  (19) 


0|д|1|ге^ 


с^^.^100^Iс 
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если  в  рал1усъ  сферы.   Ускорев1е   тяжести    оввачЕнъ  червяъ  д,  тогда 
уравнев1я  лвижен1я  по  (2)  представатсл  тябъ: 

тх"  =  —  2и; 

ту"  =  —21;/;  (20) 

тг"  =^  тд  —  2\е. 

Дифференцируя  дважды  (19),  получинъ: 

^х"  -\-  уу"  -\-  гг"  -\-  х'^  -\-у'^  Ц"  ■*'*  ^=  **• 

Подставляя  сюда  иэъ  (20),  опред^яеиъ  X: 

2  {х^  Л-у^-\-  х^)  *  =  т(де-\-  х'^  +  у'^  +  г'^); 

или,  полагая  х'^ -\' у'^ -\- г'*  ^ у^  и  пользуясь  (19): 

»  =  -»'4^^/^--  (21, 

Чтобы  получить  отсюда  реакц1Ю  сферы  ^Г,  надо  по  (30)  §  122 
укножнть  X  на  диффе1)енщальный  паранетръ  перваго  порядка  отъ  л'ЬвоЙ 
части  уравнен1я  связи  (19);  тогда  ин'^^еиъ 


Ж=>Д/-=21Л='^(''^-»^-'. 


П 


(22) 


Сферу  можно  раз  сматривать  какъ  поверхность  вращен1я  около  любого 
И8ъ  д1аиетровъ,  а  сила  тяжести  не  даетъ  момента  около  вертикали;  по- 
этому для  взятаго  движен1я  кы  ножеиъ  по  §  127  написать  интегралъ 
площадей: 

т{ху'  —  ух')  =  тЛ,  (23) 

гдЪ  Л  произвольная  постоянная. 

Кромй  того  въ  настоященъ  случае  им']Ьетъ  м'Ёсто  и  интегралъ  живой 
силы,  такъ  какъ  сфера  неподвижна,  а  сила  тяжести,  какъ  постоянная, 
нм^етъ  потенфалъ;  сокращая  на  массу,  интегра.ту  живой  си.1Ы  дадимъ 
видъ: 

ц2  =  2дг  +  2Л.  (24) 

Введемъ  цилиидрически  координаты  ^г,  г,  Ь  (§  39).  Тогда  уравнен1е 
(19)  перепишется  такъ: 

да  _  ,.1  ..^  ,!  =  О,  (25) 
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а  интегралы  (23)  и  (24)  нринутъ  видь 

гЧ'  =  А; 
г"  +  г'^  +  г^в'-  =  2дх  -\-  П. 
Если  вставннъ  сюда  вм^што  г  его  8начен1е  изъ  (25)  и  8а1г6тинъ,  что 


(26) 


Исключая  изъ  (26)  ()'  съ  пожощью  интеграла  площадей,  получинъ 
для  2  дифференциальное  уравнение: 

Въ  ыноготлен'Ъ  ^(л)  станемъ  давать  аргументу  к  значен1я:  — со, 
-  Я,  Нл  +-Е;  подъ  «о  м"  разуи^емъ  данное  начальное  значен1е  коор- 
дматы  к,  при  чеыъ,  конечно,  но  (25) 

—  К  <  го  <  -Ь  К. 

Нетрудно  вид4ть,  что 


Отсюда  заключаемъ,  что  иногочленъ  (^{р)  И1|11етъ  вс*  корни  ве- 
щественные; одивъ  изъ  корней,  С,  всегда  отрицателенъ  и  численно  больше 
Д;  другой,  я,  заключается  жежду— Л  и  Вц,  трвт1й,  р,  между  яо  и  -|-  Д  т.  е. 

:;<  —  Л<а<г(.<Э<  +  й. 

Теперь  ви'Ьсто  (27)  ножеиъ  написать: 

.'=  =  ^(.-:)(Р-»)(г-а).  (28) 
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Пврен1^>ивая  х,  которая  ножетъ  изн'бняться  лишь  иежду  -\-  К  «  —  К, 
должна  заключаться  между  пред'Ьлаин  а  и  ^;  въ  цротивнонъ  случа'}; 
правая  часть  равенства  (28)  стала  бы  отрицательною.  Такииъ  обрнзохъ 
видиыъ,  что  траэктор1Я  точки  должна  бать  заключена  между  двумя  па- 
раллельнынп  кругами:  г^=а.  и  в^=^\  она  будстъ  посл1Ьдовательво  касаться 
каждаго  изъ  нихъ,  такъ  какъ  при  г  равномъ  а  или  ^  производная  я'  обра- 
щается въ  нуль. 

Движен1е  точки  въ  обы^емъ  случя'Ь  выразится  черезъ  эллиптическ1Я 
функЦ1и;  мы  остановимся  лишь  на  тонъ  частнонъ  случае,  когда  а  =  ^. 
Тогда  уравнен1е  ('28)  обра1цается  въ  такое: 


Правая  часть  для  какого  либо  ж,  численно  меньшаго  К  и  отличнаго 
отъ  и,  всегда  отрицательна;  сл'Ьд.  единственное  возможное  предположете 

г  =  го  =  а;     г'  —  0. 

Точка  переи'Ьщается  по  параллельному  кругу,  совершая  такъ  назы* 
ваеиое  движеше  коническаго  маятника. 

Оаред'Ьлимъ  для  того  случая  .чакоиъ  изм'Ьнешя  угла  0.  По  (24) 
произвольная  постоянная 

1Ь  =  »о'  —  Ь?» ;  *29) 

сл'Ьд.  интегралъ  (,26)  ори  /^0  даетъ  намъ 

*}'  =  "" —  ■  (30) 

Но  ^0  служить  К1>атнымъ  корнемъ  уравнен1я:  9(л)  =  0.  сл^Ьд.  для 
к^йй  должва  обращаткя  въ  нуль  и  произкодная  отъ  ^{г)  по  1;;  т.  е.  «« 
должно  быть  корнемъ  уравие111я 


Подставляя  сюда  вм{1сто  е  его  зиачен1е  ^д ,   а  вм'&сто  2А  выражение 
(29),  ваходимъ 


йауСооз!^ 
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А  потому  (30)  даетъ 


VI 


откуда,  интегрируя, 

если  %  знйчен1е  6  для  ыоненга  Ьо . 

130.  Дв11жев1е  во  ииерц1в.  Ирн-гожинъ  ура8нен1я  (11)  къ  р^шен!» 
задачи  о  движенхи  точки  по  неподвижЕСой  поверхности  безъ  д'&йств1я  силъ. 
При  ^^^0  первое  уравнен1е  (11)  даетъ 

^  =  ». 

т,  е.  V  =  Но  =  со«8/. ,  движек1е  равномерное. 
Изъ  третьяго  уравнен1л  (И)  вытекаетъ 


тра9ктор1я — геодезическая  лин1я. 

Второе  уравнен1е  даетъ  величину  реакфи: 


ирин'Ъръ:  Движеи1е  точки  безъ  силъ  но  цилиндру  вра[цен1я;  радхусъ 
ортогональнаго  сбчен!!!  равенъ  I. 

Геодезическою  лин1ею  на  цнлиндр'Ё  служить  гелисъ.  Пусть  касй- 
тельиая  къ  гелису  образуетъ  съ  плоскостью  ортогональнаго  с^чеи1я  ци- 
линдра уголъ  х.  Тогда  уравнен1е  траэктор1н: 

г  =  Го  =  /;     г  —  го  =  г .  й/ 1   (О  —  во). 

Одно  изъ  главныхъ  с'ЬчеЕ11й  поверхности,  очевидно,  идетъ  по  произ- 
водящей, а  другое  ортогонально  къ  нроиэводян^имъ,  сл%д.  главные  рад1усы 

кривизны  со  и  /    По  изв^тной  теорем'Ь  Эйлера  кривизна  -^    иормальнаго 

С11чен1я  черезъ  касательную  къ  1"елнсу  оудетъ  равенъ  — ^ — ,    а    потому 
для  реакщй  инЬемъ  выражени: 


N  - 
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131  Дввжев1е  по  копусу  вр&щен]я.  Въ  вид'Ь  нринЪра  ва  врвло- 
хен1е  уравБен1Й  типа  (5)  уавмевся  задачею  о  движев1в  точки  по  ковусу 
вращен1я.  Егли  иы  возьыемъ  ось  конуса  ва  ось  сферическихъ  коорднватъ 
р,  <р,  >}',  то  данная  поверхность  станетъ  одною  изъ  коордниа1'ныхъ: 

^  _  а  =  0:  (31) 

зд'1&сь  а  уголъ  растворен1я  даннаго  конуса. 

Уравнен1я  движешя  но  (3)  §  93  посл'Ь  ван^^ны  ^  черезъ  а  ио  (31) 
напишутся  такъ: 

т  (р"  —  р  ф'^  т^  2)  =  Ге&з  (У,  а) ; 

—  тр<^'>втасо8Л='  ГсозЦ",  Р)  -ЬЛ';  (32) 

т     ^ 

I  аг 

Движен1е  точки  оиред'^аяется  лишь  первыыъ  и  трет}>внъ  яяъ  этихъ 
урявнен1й;  второе  понадобится  тогда,  когда  пожелаенъ  найти  реакЦ1Ю  Л". 

Полохинъ,  что  сила  Г  направлена  по  оси  я  и  яависитъ  лишь  отъ 
раэстоян1я  р,  т.  е.  пусть 

Гсоз1Ра)  =  тС(р);     Гсо.ч(Р-^)  =  0. 

Тогда  последнее  изъ  уравнен1Ё  (32)  даетъ  нямъ  интегралъ  площаде! 

р^-Ь'8т'1  =  А:  (33) 

А  произвольная  постоянная. 

Поверхность  неподвижна:  поэтому  ив'Ьевъ  еще  интегралъ  живой 
силы: 

р'г_|_р1ф'г8^„га  =2Ф(р)4-2А;  (34) 

эд*сь 


Ф(р)  =  |/"(р)йр 


Оба  нервые  интеграла  движешя  нами  найдены;  интегрироваше 
закончится  двумя  квадратурани.  А  именно,  исключая  изъ  (34)  <{''  съ 
ноиоп^ью  (33)  получимъ  дифференщальное  уравнен1е  для  р,-  р1Ьшаехо<' 
квадряту^юю;  найдя  р  какъ  функцию  врекени,  новою  квадратурою  опре- 
д-блимъ  ф  ияъ  (33). 


^уI,.е.^.^V^_-.ОО^IС 
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Иредставинъ  себ^,  что  взятый  конусъ  развернуть  ва  плоскость. 
Пусть  производящая  ОА  (Фиг.  60),  лежащая  въ  плоскости  Х02,  заняла 
на  плоскости  положеН1е  ОоЛ^,  а  какая  либо  точка  М  на  конус11  съ  ко- 
ординатами р,  ^  попостилась  въ  Ж^д .  11оложев1е  Мо  на  плоскости  буденъ 
опред'блять  коордиватакв  г  и  (р,  т.  е.  разстоян1е11ъ  Мц  отъ  Оо  и  углонъ 
пряной  ОцМц  съ  пряной  ОйЛо-  <1ан'Ьтинъ,  что  при  разворачиван1и  конуса 
дуга  МР  параллели  съ  рад1усомъ  рвто  обратится  въ  дугу  ЛТдРо  круга 
рад1уса  г;  при  этонъ,  однако,  длины  ду1Ъ  не  изн^^нятся,  т.  е. 

^  Л/Р  =  и  Ж(.  Ро . 


Но  Л/^Р  рлотвОтствуетг  центральный  уголъ  ф,  а  Л/оРо  — уголъ  (р,  сл4д. 

р  ф  81п  а  =  г<р  . 

Теперь  уже  легко  получить  эависиность  между  координатами  точки 
М  на  конусЬ  и  координатами  Мп  (ея  изображен1я)  на  развертк'Ь: 


ф«(иа  = 


(35) 


Когда  точка  М  движется  оо  конусу,  ея  изображеН1е  ЛГо  перем'Ь- 
п^ается  по  плоскости.  Интегралы  движен1я  (33)  и  (34)  при  лонощи  соот- 
вошенЕй  (35)  иереходятъ  въ  слОдующ1е  интегралы  движен1а  для  Мй- 

г» ср'  =  ^в ;     с'г  4-  г^  <?''  =  2Ф(г)  +  2А  ; 


ягпа 


Сравнивая  съ  форнулаын  (3)  и  (4)  §  115  видинъ,    что  нааисавныя 
выше  выражен1я   представляютъ    собою   интегралы    площадей    в    живой 


^уI,.е^.^V.^100^Iе 
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силы  дли  движешя  ио  некоторой  цевтрадьной  орбит^!.  Такинъ  образоиъ 
въ  равснатрнваеноиъ  случа'6  задача  о  движвН1И  точки  М.  по  конусу  сво- 
дится на  задачу  о  движен1и  точен  "М.^  оо  плоскости  подъ  д1|йст&1е11'ь 
центральной  силы.  Когда  рЁшена  пос.а'Ьднап  задача,  соотношешя  (35) 
даютъ  возможность  перейти  къ  первой.  Геонетрнческн  этотъ  переходъ 
представляется  такъ:  разр:Ьженъ  нлоскость  но  пряной  Оо-^о<  заставимъ 
край  вя  ОоЛо  совпасть  съ  производящею  ОЛ  и  ставенъ  навертывать 
плоскость  на  конусъ;  тогда  гё  тоиск  конуса,  съ  которыни  будетъ  совпа- 
дать вь  различные  моменты  времени  М^,  н  будутъ  служить  соотв'Ётствен- 
ныии  иоложешяни  точки  М.  Можетъ  случиться,  что  такое  навертываше 
придется  повторить  безчисленное  число  разъ,  т.  е.  придется  представить 
себ11,  что  плоскость  состоитъ  изъ  безчисленцаго  множества  пленокъ,  не- 
прерывно нереходящихъ  одна  въ  другую  при  пряной  ОоЛо  и  образующихъ 
какъ  бы  некоторую  винтовую  поверхность  вокругъ  точки  Од. 

Нетрудно  сообразить,  что  такого  рода  иривсден1е  къ  задач'!^  ня 
плоскости  возможно  для  движеи1я  по  всякой  развертывающейся  поверх- 
ности, если  только  сила  ороэктируется  на  поверхность  по  производнп^ей 
и  при  развертк'Ь  неизн^няетсн. 


1уСооз1с 


Движен1е  точки  по  кривой. 

138-  Д|ффереиц1альныя  7равнен1я   двнжен]я  точки  по  кривой. 

Положииъ,  что  точка  движется  по  кривой  перес4чен1я  поверхностей 

Г1(х,у.х,{)  =  0;    А  (х.  у,  я,  0  =  0-  (1) 

Дифференп,]алы)ын  уравпешя  льижен1я    ея  для  общаго    случая  уже 
лани  вайдеиы  въ  §  125: 

'        дх  д.г 

Ура11нен1я  эти  зак11няк>тъ  собою  геоиетрическое  равенство: 

(т  Ь)  =  (Г)  + (N0  +  1.^2)  (^) 

Здфсь  1;  ускорен1е  точки,  I'  [Швиод^йствующая  приложеииыхъ  силъ, 
^]  и  ^2  реакцш  связей  (1).  Геоиетрическая  сумма 

иоснтъ  назван1е  реакщи  кривой.  11о  (2)  им'Ёеыъ: 

ох  ох 

N,^-1Iш(N.у)-X,^-^+^,^■,  (4) 


),Соо'^1с 
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Изъ  этнхъ  уравнен1&  находится  Л"  поел*  того,  какъ  II  н  II  опре- 
делены съ  помощью  (47)  §  125. 

Поснотринъ  теперь,  какъ  упростить  или  видоизн'Ьнить  уравнен1я  (2> 
лъ  тоиъ  случа'Ё,  когда  данная  кривая  неизменна  и  неподвижна,  т.  е. 
когда  ея  уравпен1яни  служатъ 

Дифференцируя  эти  равенства  по  з  длин*  дуги  кривой,  находннъ: 
дх   вз  ~^  ду  (?■*         дг   <и 

^1?^4-— — 4-  —  ~=  о 
дх   (/в         йу  <?в         йг    Й8 

Уиножая  выражен1я  (4)  соответственно  яа  --^-  >  -т-  ■  -т-  >  складывая 
и  пользуясь  (6),  ии*емъ: 


(18  (1я  <1я 


(71 


т.  е.  реакц1я  кривой  лежитъ  въ  нормальной  плоскости. 

Выберемъ  такую  систему  координатъ  ^,,  9г.  ^з>  чтобы  данная  кри- 
вая была  одною  ияъ  координатнмхъ  лин1й,  ортогональною  къ  соответ- 
ственному семейству  координатныхъ  поверхностей;  пусть  уравпен1я  ея 
будутъ 

(?;  —  «2  =  О :     д,  —  Яд  ~  О ;  (8) 

гд*  а:,  аз  н*которыа  постоянныя.    По  (7)  реакц1я  ^У  не  даетъ  проэкцш 
на  ось  1  (§  43);  поэтому  уравнев1я  двнжен1я  будутъ: 

Л^  (Л  Л/,'       дд1  )         ^^' 

Л""*  н  ^?'*'  означаютъ  проввЦ1И  реакц1н  Л"  на  координатныя  оси 
2  и  3,  остальныя  обозначен!»  гбже,  что  н  въ  формул*  (5)  §  126. 

^уI,.е^с^V.^100^IС 
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Двнжен1е  точки  вподн^опрвл'Ьляется  иервымъ  ;раввен1енъ,  содержа- 
щие въ  себА  только  одну  нензв^тную  фувкц1ю  врекени  $1 ;  ^2  я  д^ 
ланы  (8).  Иатегриров&в1е  введетъ  дв'6  проиввольныя  постоянный,  какъ 
это  и  сл*дуетъ  (§  125).  Остальныя  два  уряввен1я  служатъ  лишь  для 
опред'блешя  величины  реакцш  N. 

Можно  также  отнести  уравнения  л>1ихев1я  точки  къ  иодвижнынъ 
осямъ,  им4ющимъ  начало  въ  движущейся  точк*:  направимъ  ОХ  по  ОТ, 
касательной  къ  кривой  (5),  ОУнорад1усу  кривизны  р,  а  яа  0^  возьиеиъ 
соотв^Ьтственное  наиравлен1е  Он,  аерпендикулярное  къ  первмнъ  двунъ. 
Тогда,  по  (7),  (8)  и  (9)  §  51,  найдемъ: 

(IV 


т  —  =  Рсо81.Р,^)-\-  Ксоз( ]!},?) ;  (10) 

О  =  Ргоз(Г,п)  +  Nсо.пN,  п). 

И  8д(сь  опять  уравиен1е  первое  вполне  опред'кшяетъ  движвВ1в  точки. 
Чтобы  убедиться  въ  этомъ,  введемъ  длину  дуга  з  кривой  (5)  какъ 
неизвестную  функцш  времени.  Уравнен1я  (5)  могутъ  быть  заменены 
[(8)  §  40  и  1^  45]  такими: 

в(«);  (11) 


1-ТМ; 

У 

=  ф(«); 

дифференцируя. 

найдеыъ; 

-■ 

= 

*■<"! 

Отсюда  ясно,  что 

и  сл'1'.д.  первое  иаъ  уравнев1й  1.10)  принетъ  видъ: 


Если  отсюда  съуиЪенъ  найти  з,  какъ  фуикцш  вренени,  то  по  (11), 
задача  о  движеН1и  точки  будетъ  р1Ьшена. 

Въ  томъ  случа'Ь,  когда  точка  движется  но  плоской  кривой  и  когда 
сила  Р  лежитъ    въ   плоскости    кривой,    т.  е.  не  даетъ    составляюи(ей  но 


^уI,.е^.^V..лОО^Iе 
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Оп,  мы  моженъ  ограничиться  разсмотр'ЁнЕемъ  лишь  двухъ  аервыхъ  уряв- 
нен1Й  (10),  такъ  какъ  третье  .)ИШ1.  показываетъ,  что  вся  рвакц1я  кривой 
б;летъ  направлена  по  рад|усу  кривизны: 

Nсоз(^\п)  =  0. 

133.  Иятегралъ  живой  силы,  ^кконг.  живой  сн^ы  л.1я  точки,  дви- 
жущееся по  кривой  даетъ  по  (2): 

Но,  дифференцируя  (1),  ии^емъ: 

Ноатоиу  в1гЬсто  (12)  можсмъ  написать: 


ПослЪднш  два  члена  выражаютъ  собою  элекентярную  работу  реакц1и 
^У  кривой.  Если  кривая  иеизы'1вна  и  неподиижнк,  т.  е. 


(131 


то  эта  работа  обращается  въ  нуль.  Пусть  крои'Ь  тога  сила  ^^  не  зависитъ 
отъ  скоростей  и  вреиени;  тогда  выражение 

Х({х  +  У(1р  -\-  гал 

всегда  будетъ  полнынъ  дифференщалоиъ:  д11Йствите<1ьао,  изъ  (5)  дв4  нзъ 
координатъ,  напр.  у  и  г,  являются  функц1ями  третьей,  и  сл1|д. 
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А  иотону  при  (13;  подучаеиъ  инт(!Г{)алъ  живой  силы  въ  вид!: 

^|'-Р+А,  (14) 

если  положить 

1Г=  ^/■Ы^.^.  Ц5) 


Фиг.  М. 


134.  Двнжеы1е  тяжелой  точка  по  цнкложд'Ъ.  Разсиотринъ  дви- 
жение тяжелой  точки  иъ  вертикальной  плоскости  по  циклоиде,  обращенной 
вершиною  книзу.  Возьыенъ  ОХ  горизонтально,  а  ОГ^  нанравииъ  верти- 
кально внизъ.  Введеыъ  вспомогательный  уголъ  ш  иежду  вертикальнынъ 
дшиетромъ  ороизводящаго  круга  и  рад1усоиъ-вектороиъ,  соединяющииъ 
точку  на  циклоидй  съ  центронъ  производящаго  круга;  крон!)  того  оси 
расположинъ  соотв'Ётстиенныиъ  образоиъ  (Фиг.  61):  тогда  уравненш  цик- 
лоиды будутъ: 


=  Л(и)-}-8ш(и);     у  =  й(1  -^бозю); 


(16) 


Я  рад|усъ  производящаго  круг». 

Кривая   неподвижна,    сила    постоянна;    поэтому   по   §  133    ин^^емъ 
янтегралъ  живой  силы  (си.  (24)  §  129) 


:  2ду  +  2А, 


гд{1  постодннал 


2А  =  V  -  ^т- 
Вводинъ  длину  дуги  $  и  переписываенъ  (17)  по  (18)  такъ: 

"Зд  =  «'0^-1-2  уЕ  (сов  со  —  соз  Юо)  = 


(17) 
(18) 


(К' 


=  V,^  +  ^дВ{яЫ' 


(19) 

0,0,1|2ейг;СпОО1^1с 
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Шъ  уравнен1я  кривой  (16)  ооред'Ёляенъ  ^•. 

Отсюда,  интегрируя, 

8  =  АКзш  |.  (20> 

если    начало  дугъ  возьмемъ  въ  вершин*  А  кривой,   т.  е.  лоложииъ,    что 
8=0  при  ш  =  0. 

Теперь  интегралу  (19)  иожемъ  дать  видъ: 

или 

если 

о2  =  50=^  +     - — -  ■  (22> 

Интегрируя  (21),  найдеыъ 

гдй  1  произвольная  ностоянная. 

Двихен1С   по    кривой   простое   гармоническое;    амплитуда   равна    з: 
пер10дъ 


'=-/!■ 


не  зависитъ  отъ  начальныхъ  услов1й^тако1ю  рода  перюдическое 
движвн1е  называется  изохронныиъ. 

Величина  реавщи  N  кривой  опред^^лится  изъ  (10)  по  заы1Ьчан1ю  въ 
конц*  §  132; 

N  ~  т  ~  +  тдсоз  -^  > 

если  воспользуемся  (17)  и  припоинимъ,   что    рад1усъ  кривизны  образуегъ 
съ  вертикалью,    направленною    внизъ,    уголь    л- 

няется    4Й  еоз  -^  • 


1уСооз1с 


гл.  хп  §  135.  движвтк  точки  ао  кривой.  251 

Зан'Ьтимъ  еще  особенность  такого  двихен1я.  Пусть  начальная  ско- 
рость «о  равна  нулю;  тогда  по  (22)  о  =  %  и  интегралъ  (23)  будетъ 
К1|41ТЬ  видъ 


УйИ 


Положинъ,  что  в^8(,  при  ^  =  0;  въ  такомъ  случа'Ь  иы  ножеиъ  при- 
нять  •{  равншгъ  -^  и  сл^д.  теперь 


Движущаяся  точка  достнгнетъ  до  вершины    А(8  =  0)   по  истеченш 

времени  П1  .    .11  отъ  нача.та  лвижен1л.    Мы  видннъ,    что  этотъ    проне- 

V  9 
жутОЕъ  времени  не  зависнтъ  оть  начальнаго  положендя  точки:  движен1е 
таутохронное.  Если  ни  пон'Ьстииъ  несколько  тяжелыхъ  точекг  въ 
различныхъ  и4стахъ  М^  Мг,  Мз  (Фиг.  61)  кривой  и  одновременно  пре- 
достанинъ  имъ  падать  безъ  начальной  скорости,  то  вей  он*  нст|)'11тятся 
въ  точк4  А  въ  одинъ  и  тотъ  же  нонентъ. 

Въ  вар^ацшнномъ  исчисленш  доказывается,  что  разобранное  нами 
движете  обладаетъ  еще  однииъ  свойствоыъ — оно  бряхистохронное. 
Л  именно,  если  д.вгЬ  точки  А  а  В,  лежащ1я  въ  вертикальной  нлоскости, 
соедннимъ  какою  либо  кривою,  и  застввимъ  тяжелую  точку  падать  оо 
:т>й  кривой,  то  время  падешя  по  циклоид'Ь  будетъ  кратчайпгинъ. 

135.  Элемеитариыя  свойства  »ллиптичесвнхъ  ннтеграловъ  я 
фуявц1й.  Прежде  ч'Ьиъ  перейти  къ  р'Ёшен1ю  задачи  о  натематическомъ 
маятник'Ь,  выведеиъ  элементарнымъ  путемъ  н^которыя  прост1йш1я  свой- 
ства эллнптическихъ  ннтеграловъ  и  функщй. 

Пусть 


=  ЗД).|р=4;==,  (24) 


Дм 


гд'Ь  паранетръ  к  правильная  положительная  дробь. 

Станенъ  разсматривать  этотъ  интегралъ,  какъ  функц1Ю  отъ  верхняго 
пред-Ьла.  Прежде  всего  замЬчаемъ,  что 


-Ж?  +  п)  =  ^^*(?)  Ч-  ^-Ип).  (25) 

^уI,.е.^с^С0О^1с 
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Действительно, 


11^=1^+11^^ 


зд'1^сь  н1,ля  совращен1Я  положено 

Дш  ^  |/ 1  —  к^  $гп^  ш . 

Въ  иосл^^днемъ  ннтеграл'Ё  (26)  сд'Ьлаенъ  зан'Ьну  нерем'Ьивой    инте- 
гращи,  полагая  я  4-  Ч  =  ю.  Тогда 


Г* 


что  по  сравнен1Ю  съ  (24)  и  (26)  даетъ  (25) 
Дал^е 

1-\(-<Г) ^Ч?);  (27) 

т.  е.  функц1я  I'^  нечетная  относительно  аргумента  ;р.  Беренъ 

~т 
}  Дш 

и  л'блаемъ  въ  ненъ  зан'Ьну  иерен-Ённой,  иолагяя  ш^  —  Ь,  тогда  ин^емъ 


Здш"     3  де  ' 


что  110  (24)  и  доказываетъ  (27). 

Дадинъ  въ  форнул'Ь  (25)  аргументу  (р  значен1е  —  -у : 


откуда  по  (27); 
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Для  сок{>ащев)я  обыкновенно  полагяютъ 

п(|)-л:.  (28) 

ирилагал  посл'бдовательно  формулу  (25),  легко  няходинъ: 

7='*(<Р  +  "^)  =  1''*(?1  +  2н  К,  (29) 

если  п  число  ц'Ёлое. 

Если  въ  равенств*  (24)  станеиъ  разсматривать  верхн1й  предйлъ  (р, 
кяБъ  функц1Ю  отъ  8аачен1я  интеграла  и  =  Рк,  то  такая  функщя  носигь 
наавате  амплитуды  и  означается  такт: 

(р  =  алМ  Рь)  =  ат  н  .  (30) 

Иаъ  предыдущего  заключаешь,  что,  когда  аргументъ  ц  увеличиваете  л 
на  ^пК,  то  по  (29)  «р  увеличивается  на  пп: 

'1т  (м  4"  2н  К)  =  ати-^-  пп.  (31 ) 

На  основанш  указаннаго  сейчасъ  свойства  амплитуды,  она  относится 
къ  такъ  называенынъ  псевАопер1()дически  мъ  функфянъ  отъ  своего 
аргумента  съ  перюдонъ  '^К. 

ФуПК1(1Н 

81п |р  ::=  в'гп атч\ 
сов<^  -^  соз  ат  и ; 


Д  (р  =  Д  атп  =  \  1  —  к^  8ш^  ат  и  ; 

будутъ  чисто  11ер10Аическими  функщями  отъ  и;  первыя  дв'Ь  съ  пер10- 
доиъ  4^,  а  последняя  съ  пер10Домъ  2К.  Сказанное  ясно  изъ  (31). 

136.  Матенатнчйсв]й1аятиввъ.Задачеюонатематйческомъ маятник* 
называется  задача  о  движен1и  тяжелой  точки  по  вертикальной  окру»- 
ности.  Воаьменъ  начало  координатъ  въ  центр*  окружности  и  направинъ 
ОТ  вертикально  книзу.  Если  рад1усъ  окружности  В,  то  уравнен1е  ея 
будетъ: 

дт*  +  у^  —  Л*  =  0.  (32) 

Движен1е  опред*ляется  интегралонъ  айвой  силы  въ  форм*  (17): 

у!  =:  2^  4-  2Л. 
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Зан'Ёяивъ  произвольную  постоянную  к  ея  ав&четеиъ  по  (18),  игЁень: 

1.^  =  2ду  +  V  ~  2?у„. 

Этоку  интегралу  дадинъ  видъ: 

V'  =  2д(у  -  ?),  (33) 

гд* 

р  - ».  -  -;;'  •  (34) 

Легко  указать  знатен1е  иостоянной  ^.  Уравнвв1е  у  =  ^  нринадле- 
житъ  тону  горизонтальному  уровню,  до  котораго  поднялась  бы  ваша 
тяжелая  точка,  если  бы  она  была  брошена  изъ  своего  начальнаго  поло- 
жения со  скоростью  V(,  вертикально  кверху.  Уравиен1е  пряиолииейнаго 
лнижен|я  точки  въ  этонъ  случа'Ё  но  §  96  было  бы  сл'Ьдующее: 

У  =  ро  —  щ*  '\-  -2  .'?'^ 

если   моиентъ   1^=И   соотвЬтствуетъ   началу   лвижен1я  (у  =  уа).    Отсюда 
скорость 

"  =  «  =  -"•+•"■ 

сл^д.  она  обратится  въ  нуль,  т.  е.  точка  остановится,  въ  иомеитъ  т  :^  — ! 
а  въ  9тотъ  нонентъ  точка  и  достигнетъ  уровня 


Значешя,  прниниаеныя  постоянною  ^,  опре,>(1^ляютъ  собою  характеръ 
движен1я  точки.  Когда  уровень  у=?  перееЬкаетъ  окружность  (32),  движен1е 
колебательное;  когда  уровень  у  =  Р  касается  окружности  (32),  дви- 
жен1е  асимптотическое;  наконецъ,  когда  уровень  у  =  Р  нроходитъ 
выше  окружности  (32),  движен1е  прогрессивное.  Разберемъ  по^^л'Ьдо- 
вательно  всЬ  эти  три  случая. 

I,  Уровень  у  =  ^  нересЬчетъ  окружность  (32),  если 


Тогда  мы  ноженъ  положить 

?  =--  Кш^.  (35) 
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Уголъ  ^  будетъ  тупой  или  острый  въ  зависимости  отъ  эиака  ^. 
Введенъ  полярный  координаты  р  и  6,  принявъ  за  полярную  ось  вертикаль, 
онуа^енную  изъ  центра  окружности  (32)  винзъ.  Тогда  интегралъ  (33)  по 
(35)  перепишется  тякъ 


(36) 


Сд'Ьлаенъ  шн'Ьву  перек'Ённой,  полагая 


(37) 


Легко  указать  геоиетрвческое  значев1е  новой  переменной  и>.  Изъ 
нижней  точки  А  (Фиг.  62)  окружности  (32)  рад1усомъ  ^4-Р=2Й8т-я- 
опитеиъ  окружность  РВ.  Уровень  РР,  и  будетъ  тогда  уровнеиъ  у  ^  ?. 
Воуьыемъ  произвольное  положен1е  точки  М  на  окружности,  соединииъ  М 
съ  верхнею  точкою  С  окружности  и  продолжимъ  эту  пряную  до  встр11чи 
въ  точк-Ь  В  съ  окружностью  РВ-  Соединимъ  точку  В  съ  А,  тогда  уголъ 


АВС  и  будетъ  со   На  саиоиъ  д'Ьл'Ь,  ^  АСМ= 
сл*д. 


^<АВ  =  АР=2Вз 


,1 


етАВС  =  вт  - 


АС  ^ 
АВ 


1уСооз1е 
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Уравнен1е  (36)  черезъ  новую  перегЬниую  выраантся  такъ: 

Ди(|»ференцируя  равенство  (37),  находимъ 

О  V 

соя  -^  К'  ^  2  8ш  -^  соз  ш  ,  ш'  (39) 

Подрадикалъная  величина  въ  выралсевш  (В8)  ни  при  какихъ  значе- 
Н1дхъ  ш  не  ножетъ  обратиться  въ  вуль,  поэтоку  во  все  вреия  движен1я  ю' 
сохраняетъ  тотъ  знакъ,  который  »та  производная  ин'Ёла  въ  начальный  мо- 
ментъ.  Нетрудно  убедиться,  что  вачальвынъ  значен1енъ  ш,  которое  опредЁ- 
-гяется  лишь  по  своему  синусу  (37),  можно  всегда  распорядиться  такъ,  чтобы 
Шо'  было  больше  нуля  н  сл']Ьд.  въ  (38)  надо  будетъ  сохранить  лишь  знакъ  -)-. 
Пусть  Оо'>-0,  тогда  прилагая  формулу  (39)  къ  начальному  моменту,  най- 

демъ,  что  при  Шо<-2И  Юо'>0;  если  же  %'<С0,  то  беремъ  Юо>  «-'И 
сл*д.  опять  оважется  Шо'  >  О  . 
Итакъ  по  (38) 


1/    1  —  81м'  -^  згп  а» 
ду  пределами  м  =  О  м  »  = 


Интегрируя  между  пределами  (о=0  м  »  =  ш,  по  (24)  им'Ьемъ: 


гд'Ь  ^0  иомеитъ  времени,  соотв^тствующ1й  а)='0.  Отсюда  по  §  135: 

ш  =  ати,  (40) 

если 

«  =  |/|«-«  («) 

По  (37)  уголъ  Ь  окавываетса  такою  функщею  времени: 
8т  -^  =  згп  -^  ■  шпат  и. 
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Диижен1е  аючки,  какъ  иидинг,   11ер10дическое    и    колебательное    съ 
амплитудою  тг  "**  У-'У  ^'  по.!ниП  першд-».  1Т  по  §  135  будетъ  таковъ: 


Пол  у  11  ерю  дъ  Т  даетъ  время,  по  истечен1и  котораго  точка  заникаетъ 
положен1е  симыетричмоо  нача.тьнону  относительно  вертикали  (уголъ  О  пе- 
реходитъ  въ  — Ч);  иначе  гопоря,  на  время  Т  инятыикъ  совершить  одинъ 
11аз|1ахъ.  формула  (42)  нока.чыияетъ,  что  дкижен1е  натематическаго  наят- 
нива  не  Н!)0!!роино1>:  першдъ  аавигитъ  отъ  начальныхъ  услов1Й  (отъ ';^). 

Разложниъ  иоя|)йдика.1ьпую  келичину  въ  (4^.)  по  бииоиу  Ньютона 
и  :1ам'11тимъ,  что 


тогла  легко  иаходинь: 

Отсюда  заключаеиъ,   что  движен!е  близко  къ  изохронному    при  ма- 
ломъ  '1^,  т.  е.  при  небольшихъ  раунахахъ. 

2.  Уровень  )/  =  ?  коснется  окружности  (32),  если 

р  =  -  л. 

Тогда  иате1'1тлъ  (33)  въ  полярныхъ  кпо{)ЛИ|1атахъ  иредставится  такъ: 


'•'«2 
гд*  верхней  знакъ  соотв4тствуетъ  в„'>0,  нижн|й  0(,'<0. 

Су1,лЛг;СОО'^1е 
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Интегрируя,  получаенъ: 

/7  *  ~Г~ 

'"  -Г- 

если  мочеатъ  1=(а  соотв'Ьтствуетъ  Ь  =  %. 
Иначе 

Когда  I  безиред'Ёльцо  ноцрастаетъ,  то  при  верхненъ  знаБ1Ё,  т.  е  при 
%">0,  уголь  в  стреиится  къ  прелЬлу  4-1:,  а  при  нижвемъ  знак*,  т.  е. 
при  бо'<;  О  ,  къ  пределу  — тс.  Въ  обоихъ  елучаяхъ  тяжелая  точка  асиипто- 
тически  приближается  въ  верхней  -ючк^  С  окружности  ГФиг.  62). 
3.  Уровень  у  =  Р  пройдетъ  выте  окружности  (32),  когда 

3  <  —  /;. 

Въ  такомъ  случае:  мы  можемъ  принять 

Интегралъ  (33)  въ  полнрныхъ  координатахъ  теперь  будетъ  им'1^ть  ввдъ: 


1*  =  -^1|,' » .1/ 

2  *        "  *   |/     в     (' 


(43) 


Знакъ  въ  выраяеши  (43)  швисигь  лишь  отъ  унака  начальваго  вва- 
чешя  Оо'  в  сохраняется  во  все  время  двиясен1Я,  такъ  какъ  подрадикальнал 
величина  всегда  отлична  отъ  нуля. 

Интегрируя  (43).  находинъ  по  §  135: 

если  ^:=^о  соотв^тствуетъ  в  =  0. 
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Отсюда 


:V^^^- 


(44) 


(46) 


Такъ  какъ  Ь'  не  дгЬняетъ  своего  знака,  двияЕен!е  точки  прогрессивное, 
т.  е.  идуп1,ев  йезъ  остановокъ  въ  одну  и  туже  сторону.  Всю  окружность 
точка  оробЪгаетъ  по  (44)  и  (45)  за  промежутокъ  времени 


13аЬкенся  теперь  опрел'Ъ.1ен1енъ  величины  1>еак1ии  окружности  и» 
точку.  Положииъ  сначала,  что  связь  позволнетъ  точк^  приближаться  къ 
цевтру  окружности:  наятникъ  представдяетъ  собою  тяжелое  т'Ёло,  подв-Ь- 
шенное  на  нити.  То1'ла  уравнеше  связи  по  усллв1ю  §  118  будо1'ь 

дг  _  3-2  _  ^,:  >  о.  (46) 

Уравнения  движен1и  въ  декартовыхъ  координатахъ  при  выбраннмхъ 
ВНИИ  осягъ  напишутся  такъ: 

цц:"  =  —  2\х; 

(47) 
шу"  ^  тд  —  Ч\у. 

Для  опред^Ьлетя  II  ди|)*фервЕ1цируеиъ  дважды  уравнен1е  (46): 

ХХ"  +  УУ"  л-  Х'^  +  у^'  =  ХХ"  -1-  уу"  ^V^  =  ^^. 

Вставляя  сюда  шъ  (47)  и  пользуясь  раввнствоиъ  (46),  найденъ  для 
^  В11ражен1е 

^  =  ^г  <.9У  +  "^^  ■ 
Реакщя  N  по  (30)  §  122  опред'Ьлится  иаъ  равенства: 
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За^Ьняя  с"^  няъ  интеграла  живой  силы  (ЗВ),  получаемъ: 

Изъ  (33)  заключаемъ,  что  всегда 

и  >  %■  '4»» 

Когда  3>0,  то  во  (49)  во  все  время  движешя  у>"5"Р>  ^  потому 
при  ^>'0,  т.  е.  когда  маятникъ  въ  своихъ  качан1яхъ  не  ставить  нити 
горизонтально,  1  всегда  положительно  и  сл'111д.  (§  124)  точка  не  можетъ 
сойти  со  связи:  другими  словами  нить  вгегда  иатяиута. 


каетъ  окружность  въ  точкахъ  /*  и  Р, .    Лишь  только  тяжелая  точка  вх 

своемъ  движенш   дойдетъ  до  одной  язъ  атихъ  точекъ,   1  обращается  въ 

нуль  и  зат'^мъ  становится  отрицательнынъ,  сл-Ьд.  зд'Ьсь  нить  ослабляется, 

точка  сходитъ  со  связи  и  падаетъ  по  пйрабол'^>  Р$,  пока  въ  точк'Ё  (^  снова 

не  придетъ  на  связь. 

2  2 

Когда   3  <  О    и   при    томъ  -5-  р1  <  ^  Л.    уровень  у  --  -^  ?  проходить 

2 
цыше  окружности,    сл'Ьд.  у  всегда  больше  -^р!,  а  потому   по  (48)   во  все 

время  движеи1я  нить  натлпута. 

Если  окружность  позволяетъ  точк'б  произвольно  удалиться  отъ  центра — 
тяжелая  точка  катится  но  обручу — то  уравнение  связи  по  ус.тов1ю  §  118 
будетъ; 

х^  ^^  у^  —  Ю  к  0; 

а  потому  новый  уравнен1л  движен1я: 

та:"  =  21а:: 

ту"  =  тд  -^  21у; 
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от.тичаютсл  отъ  (47)  .1ишь  янаконъ  при  X.  Для  этого  нножителя  мы  иай- 
демъ  теперь  выражеше: 


Движен1с  точки  но  связи  возможно  то.1ько  1(Ъ  томъ  случа-Ь,  когда  со- 
б,»юдено  ус?ов1е 


но  по  (Ш)  Р  <  у  и,  крои*  того,  по  (33)  всегда  у  >  —  Й,  ст^д.  -^    ?  должно 

2 
быть   >■  —  /(,    уровень   у  =  -о"?  перес^каетъ  тогда  окружность  (Фиг.  64} 

въ  точкахъ  ^  а  ^1.  Движете  вовмохно  лишь  по  дуг!  сегмента  (^С^г. 
Въ  точкахъ  ^  и  ^1,  если  скорость  направлена  книзу,  тяжелая  точка 
сходить  со  связи  и  падаетъ  по  парабол'^.  Въ  всякихъ  другихъ  положе* 
нихъ  не  на  дуИЬ  ^0^^  .и  при  всякихъ  иныхъ  начальныхъ  услов1яхъ 
(другоиъ  Р)  тяжелая  точка  немедленно  оставляет*  связь. 


Двнмен1е  точки  по  связи  съ  трен^емъ. 

137.  Законы  трен1я.  До  сихъ  поръ  кы  ирининяли,  что  свяаь  оказы- 
вавгьреакц1Ю  ио  дифференщальному  параметру  перваго  порядка  (§122);  эта 
реакц1я  вполий  опред'Ьлнется,  когда  нанъ  дано  аналитическое  уравнен1е 
связи.  Но  можетъ  случиться,  что  связь  окаэываетъ  реакщю  на  иатер|альву1) 
точку  и  въ  плоскости,  перпендикулярной  къ  днфференфальному  параметру; 
тогда  !)аконы,  управлдюи11е  такою  реакц)ею,  не  ногутъ  быть  найдены  только 
изъ  ана.1итическоЙ  формы  связи,  а  должны  быть  оирид'!Ёлены  изъ  другихь 
нсточниковъ.  напр.  при  иомощи  иаблюдешй  и  опыта — другими  словахи, 
реакцЫ  такого  рода  представллютъ  собою,  собствевно  говоря,  задянвыя 
силы.  Къ  нкмъ  принадложигъ  и  такъ  называемая  сила  трен1я. 

Законы  трен1я  относятся  къ  взаимод'Ёйств1ю  двухъ  т-Ьлъ,  соприка- 
сающихся другъ  съ  другоиъ  и  движущихся  другъ  относительно  друга; 
принаиая,  что  натер1а.1ьная  точка  представ.1яетъ  собою  весьма  налое  гЁло, 
хы  иожсмъ  результаты  опытовъ  падъ  трущимися  т^>лами  приложить  и  къ 
катер1ал11Ной  точк-!;. 

Когда  движете  точки  но  данной  поверхности  или  лннж  соировож- 
дается  трен1енъ,  то  поверхность  или  лишя  называются  шероховатыми. 

Законы  трен1я  для  лвижен1я  материальной  точки  по  неподвижной 
шероховатой  поверхности  г.11'Ьдующ1е: 

1)  Си.т  трен1я  направлена  прямо  противоположно  скорости  точки. 

2)  Величина  силы  трен1я  равняется  кN,  1'д11  к  н'&которая  постолнная, 
называемая  коэффнц1е[1тонъ  трен!я,  а  Л"  абсолютная  неличина  нор- 
мальной реакции  поверхности. 

3)  Когда  точка  находится  на  поверхности  въ  поко!;,  сила  трен1я 
равняется  абсолютной  величин'^  проэкц1и  равнод'ЬЙствующеИ  силъ,  при- 
ложенныхъ  къ  точк'Ь,  на  касательную  къ  поверхности  плоскость  и  напра- 
влена пряно  противоположно  этой  проэк1;1и:  но  но  своей  величин'^  сила 
трен1я  не  можетъ  превышать  к1  N,  гдК  к1  н'Бкоторая  постоянная,  назы- 
ваемая коэффшиентомъ  статическаго  трен1Н,  а  .V  нормальная 
реакц1я  связи. 
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Вообще  говоря,  к1>к. 

Для  движен1я  точки  по  ше)к1хомтой  кривой  предыдущие  какоиы 
|131гЬнятся  такъ: 

1)  Сила  трен1я  всегда  направлена  но  касательной  хъ  кривой  пряхо- 
■цютивоположно  скорости  точки. 

2)  По  сво'^й  величин'6  сила  трен1я  равняется  кК,  гд*  Акоэффиц1ентъ 
трея1Н,  а  N  абсолютная  величина  норнальнов  ртакцш  кривой. 

3)  Когда  точка  находится  въ  пок&к  на  кривой,  то  гнла  трен1я  равна 
н  нрянонротивоположна  нрлэкц1и  равнодействующей  силъ,  приложенныхъ 
къ  точк'Ь,  на  касательную  къ  кривой,  но  не  можетъ  быть  больше,  ч^^мъ 
кхУ,  гд'Ь  к,  кояффищентъ  статическаго  грен1я,  а  Л^  абсолютная  неличння 
реакЦ1и. 

138.  Днфференц1яльння  уравнев1я  движен1я  точкш  по  шерохо- 
ватой поверхноетя.  Пусть  уравнен1е  данной  поверхности 

(\х,  ц.  г)  =  0.  (1) 

Тогда  но  §§  126  и  137  уравненЫ  движен1я  точки  массы  т  въ  де- 
картовыхъ  коордииатахъ  будутъ: 

т:с"  =   X  +  14-  ^-  *^Д/"  -  ^ 
дх  о 

тг"  ^  г  -\-  I   ^  ^  кХ^Г  7* 

Зд*сь  к  коэффищентъ  трен1я,  V^=-\■  \'х''^  -\-  у'^  -\-  г"^ ;  проч1я  обозна- 
ченхя  т*же,  что  и  въ  формулахъ  (2)  главы  XV.  Знакъ  при  к  вротивопо- 
.юженъ  знаку  у  )1. 

Бели  же  отнести  уравнен!»  движеы1я  къ  подвихнынъ  осямъ  фор- 
мулъ  СП)  главы  XV,  то  Н|1и  тЬхъ  же  обозначен1ихъ  получимъ 

а1 

'"  "Ж  ^  ^'^о«*^'  ">  +  -'^' ;  '3) 

И  зд'^сь  ннакъ  ири  к  противоволоженъ  знаку  реакцш  У 


1уСооз1е 
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139.  Двнж«н1е  тяжелой  точвн  по  шероховатой  наклоккой  плос- 
коетм.  Воэьмем'ь  начало  координатъ  на  данной  нлосееости,  наклоненное! 
подъ  угломъ  ,7  къ  горизонтальной.  Напрнвимъ  ОХ  горизонта.1ьнп  но  той 
же  нлоекости,  а  ОУ  проиеденъ  книзу  по  линш  главнаго  ската,  т.  е.  пер- 
пендикулярно къ  .1ин1янъ  перес'Ъчен]л  данной  плоскости  горизонта льныин. 
Разсмотрим-ь  лвнжен1е  тяжелой  точки  по  взятой  наклонной  плоскости, 
предполагая,  что  носл^дпям  шероховата.  При  вмбранныхъ  осяхъ  урявнен1е 
плоскости  будетъ; 

.г  =  II.  (4) 

УравЕ1ен1л  движен!»  но  (2)  и  (4)  напишутся  тйкъ: 

тх     =  —  М —  ; 

ту"  =  П1((  я>п  ,7  —  Л*   _  ;  (5) 

П1х"   :=  о  ^^^  —  ни/ соя  ^  4"  '^■ 

О/ наврав.1ена  по  нормали  къ  плоскости  кверху;  д  ускореш'е  тяжести. 
И.чъ  П0С.Н1ДНЯ1Ч1  уравнен1я  (5)  находимъ 

)■  =  пи/гоз.Т. 

Иодставлля  вь  первый  два  уравиен1я  (5)  и  сокращая  на  массу,  им'Ьемъ 

,, к  ц  гоя  >/    ,  _ 

к(|см^  , 

у    =  г/ят  ■]  —  — = — ; у  . 

Для  сокр81ден1я  иолагаемъ: 


При  такихъ  обояначвн1яхъ   уравнент   движен1я  перепишутся    слЬ- 
дующинъ  обраяомъ: 

■г    =  -  Лу  -; 

.V"  =  Т  (1  -  А-  I)  - 

0,д,1|гес1оуСо0^1е 
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Означинъ  черезъ  ?  уголъ  скорости  V  съ  ОХ.  т.  е.  положинъ: 

д;  =  ^  =  ссо8(р;    у  =-зг  =  "«""Р-  (^.* 

Тогда  окалется 

Подставляя  отсюда  в'ь  (8),  найденъ 


рок<р  —  ()8(п1р  -^  =  —  ЛСтс'м<р: 


—  «111  9  +  г  С08  11  -I  =  к  (1  -  А  .4»  '^^ 


.^Ё.!?». 


ТГ  С(18  ?  . 


Изъ  этихъ  уравиетй  выводинъ: 

Ивтегрируя,  находнмъ: 

(оуг)  =  —  1оусиз<^  -\-  К1од1()[-т  —  о  )  "^  'оу  26', 
гд1  ^'  ироизвольное  аостоянное,  или 


1Я 


Пусть 


(10) 


:  2С  -       '-         -    ■  (11) 


(12) 
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С08  (р  г=  5Ш  2  I 


1\  _  _  ?ч_ ,. . 


2/        1+4'' 
9  =  |.-2оге(4гг,;  (18) 

и  сл*д.  по  (11): 


№ъ  (13)  вытекаегь: 


"■р  =  -  ,^,, ;  '>») 


поэтому  Д.1Я  опред'Ёлен1я  (  до  (10)  игЬекъ  уравнен1е 


и  следовательно: 


|16) 


гд'Ь  ^1  яроизвольняя  постоянная. 

Чтобы  окончить  задачу,   остается    еще    найтн    х  »  р  клкъ  функщи 
огь  Ч-  Изъ  (9)  и  (10)  им'бемъ: 

2^2     2К—2 

г1х  =  (;  кол'  |р  й(  ;= »]  1 1  +  Т)')  (й-,: 

г/(/  =  п  зш  (р  Л  =  —  - —  ч  (1  — 11*1  Л1: 

Отсюда,  интегрируя,  находиыъ: 

■>С'  I       ч'^-'  г,^"'^ 

•»-'•■'-- ^1,  2Л:-1      +   2,К+1    7'  "" 

,  2  к— 2  2Д+2 

''-"■  =  -т(  2-^-2       +    2^+2      )■■  "8) 


ГА'^.  X,  и  у1  ностояяныя  нроизвольныя. 
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Пусть  п(кггоянн8я  К,  1)авная  кео{1/7  по  (7),  больше  единицы: 

К  >  I.  (19) 

Тогдавидимъ,  что  у  по  (14)  обращается  въ  нуль  для  7)^0.  Случится 
это  по  (16)  въ  моиентъ  ^  =  (1,  когда  точка  придетъ  въ  положен1е  х^Х1 , 
у:=У]  по  (17)  и  (18).  Нормальная  реакщя  связи  N  по  (5)  равняется 
тдеоз^,  а  пр09КЦ1Я  равпод'б&ствующей  на  плоскость  равва  те/ ят  >7, 
ел*д.  отношен1е 

п1цзт.Т         .    т  ^  ъ 
у  —   =  Ьц  ^  <-  к, 

по  (19);  а  потому  движущаяся  точка   въ  положен1и  (а;,,  у^)  останетсд  въ 
поко'!Ь  (§137)  и  сл'Ьд.  въ  хоненть  ^^(^  двнжев1е  пр1остановится. 
1<к:ли 


то  для   Т):=0  находинъ  <:=со,   ни  х^^хх;   сл'Ьд.  двихен1е    не    прекра- 
щается, но  траэктор1а  и1ГЁетъ  асимптоту,  пара.1лельную  ОУ. 
Наконецъ,  при  услов1и 

2 


■  >  К, 


движен1е  нроисходитъ  беаостановочно  и  тра9Ктор1я  асимптоты  не  ии%егь. 

140.  Двнжен1е  точки  по  шероховатой  иоверхноетн  по  инерц1н. 

иоложниь,  что  материальная  точка  движется  по  шероховатой  поверхности 
беаъ  прнложенныхъ  снлъ.  Прим^Ьняа  сюда  уравнен1я  типа  (3),  ваходимъ: 

»  !|  =  -  *г»;     =^  =  Л:     "-^  =  0. 

11осл'{1днее  уравнен]е  опредЬляетъ  собою  траэктор!»:  она  оказывается 
геодезическою  лиы^ею,  какъ  к  для  поверхности  гладкой.  Исключая  изъ 
первыхъ  двухъ  уравнен1Й  реакщю  Д  им'Ьеиъ: 

(И  в. 

Зам'Ьчаемъ.    что  V(^^  =  <^я,  если  ^/5  злементъ  дуги  траэктор1и;    стйд. 
■2  у,Л<; 


.2*^. 


),Соо'^1е 
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Отсюда,  интегрируя: 
гд'Ь  С  произвольная  иостоянная.  Ииачо 

если  Со  начальная  скорость,  соотв'Ьтствующан  дугЁ  ко- 

141.  Дмфференщальныя  }-равнеи1я  движен1я  точки  по  шерохо- 
ватой кривой.  Возьмент.  дифференщальныя  уравнения  двнжен1я  точки 
по  кривой  въ  фори^  (10)  ^  182:  тогда  по  §137  при  црежнихъ  обозначе- 
Н1ях'ь  найдрнъ: 

юу  =  Ь^V08^I•■^)-{-N^оя(Щ);  (20) 

•Знакь  у  Тс  противоположеиъ  знаку  при  Ж 

Когда  кривая  плоская  и  сила  1"  лежнт-ь  въ  той  же  плоскости,  по- 
сл1Ьд11ее  изъ  уравнен1й  (20)  показываетъ,  что  вся  реакщя  направлена  по 
рад1усу  кривизны  р. 

142.  Двнжен1е  тяжелой  точки  по  вертикальной  шероховатой 
цнклоад-Ь.  Пусть  тяжелая  точкя  движется  по  вертикальной  шероховатой 
ЦИКЛОИД'^,  обращенной  вершиною  книзу.  При  соотв1^тственно  выбранныхъ 
осяхъ  уравиеи1е  циклоиды  но  (16)  §  134  иожеыъ  написать  такъ: 

X  =  1Ц-2^  -1-  Нп2<^): 
у  =  /а1  +  №8  2+): 

если  въ  формулахъ  (16)  §  134  положимт.  ш^=2^.  Парал-чельно  съ  этииъ 
иэъ  того  же  §  134  ии'Ёенъ  выражен1я 

8  =  4:}{яш^,    р  =  4Асо8<|.;  (21) 

зд'^Ёсь  р  рад1усъ  кривизны,  а  а  длина  дуги,  считаемая  отъ  вершины,  т.  е. 
самой  нижней  точки  кривой. 


^уI,.е^.^V..лОО^IС 


(22) 
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ТТредположннъ,    что  движете  точки   началось  нзъ  1;остоян1я    повоя; 
тогда  про:^к1({я  скорости  V  на  касательную  въ  сторону   Д11ижен1я    (книзу) 

будетъ   —  —  ,  такъ  какъ  дуга  5  убыва('тъ,  а  потому 

</и   _  _  ^  _  _     „ 

Ж  ^  ~  Ж-  ~  ~  " 

н  сл%д-  уравнешя  (20)  въ  наш(>ыъ  случае  даютъ: 
~  =  —  ч-  '=г/8шф  —  кН: 

7 

Зд*сь  II  ускореше  тяжести,  У(  =  —  .V. 

Иск.1ючаа  изъ  (22)  реакфю  Е,  сшлучаемь: 

„       А    „ 
,9    =  —  Я-  —  и(8*и'>  ■ —  ЛСОЯ<Ь|. 

р  .V  г 

Вставляемъ  сюда  !1начен1я  для  1  и  р  изъ  (21)  и  полагаемъ 

Въ  тавонъ  елуча*  им+>ем'ь: 

'     ■      '  гобХ  т  С'«  А 

Вводинъ  новую  перем'^Ьнную  <(>,  принимая 

'■Р  =  ф  —  а:  (24) 

тогда  но  разделении    на  сояХ  легко  приведенъ  предыдущее  уравиен1е  къ 

виду: 

-сов(р  .(р"  +  к(?л(|.А-.'^"  4"  Я'"?  -*р''  4"  2Я-со5»  ,'^'5  —  А'яЬлр  .  ^'*  ^^ 

ч 

-ь 

Унножаемъ  об'Ё  части  уравнения  на  к       :  видинъ,  что  оно  иохетъ 
'^ыть  прео(1разовано  такъ: 


я/м  ^  =  0. 
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061Ц1Й  янтегралъ  этоп)  уравненЕя  легко  находится  нъ  вид1'.: 

—  *т 

е       вт'^^  Асоз (•{*  Ч-  В), 
гдЪ  А  а  В  110СТ0ЯНЫЫЯ  ироиввольныя,  а 

^         ЧсозХ  У    И 

Такъ  как'ь  ио  услов1Ю  въ  начальный  нонентъ  (.'^0)  точка  была  въ 
ноко*  (<ро'  =  0),  то  [шстоянная  В^О;  и  сл^д.  интегра^тъ  въ  окончательной 
форм'Ь: 

е    .    зЫ'^  =  А  ^о8^^^. 

Но  И1'течен1и  времени 

топка  цридетъ  ьъ  положение  <^  =  0  со  скоростью  9'=^-^У'  Такъ  какъ 
ироиожутокъ  Т  не  зявиситъ  отъ  начальыыхъ  ус.тов1а,  движев1е  обла- 
даетъ  свойствоиъ  таутохронности.  Зан^тинъ,  что  въ  положен1и  ^  =  0 
тяжелая  точка  на  кривой  можетъ  быть  въ  равнов*с1и.  На  симомъ  д-Ьл* 
тогда  4"  =  *  110  (24),  и  сл*д.  Л"  но  (22)  равняется  тдсоз1,  такъ  какъ 
г  =  0:  11роэкц1я  равнод'Ьйствующей  ]^  на  касательную  Т  выражается  такъ: 

А  потону  отношение 

Ъ'со8{ГТ) 


Л' 


.  е.  услов1е  >^  137  выполняется. 


^  Ьд\-. 
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Относительное  движен1е  ■птвр1альной  точки. 

из.  Днфференц!альвыя  7равнен1я  итноевтельняго  движен1я 
жатер1&льной  точвя.  Полохинъ,  чти  рязснатриваеная  иатер1алы1ая  точка 
т  движется  одновременно  въ  двухъ  срелахъ  9  и  И,  и  пусть  наиъ  дано 
двишен1в  2  въ  15^,  тогда  движев'е  т  въ  ^  называется  относительнымъ  (§  79). 
Въ  §  79  было  оокаэаво,  какъ  вто  движен1е  находится,  если  И8в'^.^'тны 
движеи1я  абсолютное  и  переносное,  Но  ножно  также  и  непосредственно 
онред'Ьлить  относительное  движете  интегрирован|енъ  дифферен1[1альны]съ 
уравиеы1в  д.1а  этого  движении.  Чтобы  составить  эти  уравнеи1я,  орипом- 
кинъ,  что  положен1е  точки  т  въ  сред'}>  1^  опред^Ьляется  посредствохъ 
координатъ  2,  1),  С  (§  79),  взятыхъ  относительно  осей  А=Г2  нензн^нно 
съ  т'Ёдонъ  X  связанвыхъ;  сл^д.  исконыя  урав|]ен1Я  будутъ  содержать 
въ  се6^1  Ё,  т|,  С,  какъ  неизв^^тныя  функи.!»  времени.  По  теорем*!^  Корю- 
лиса  (§  81)  усБореше  относите,] ьное  й  такъ  связано  съ  ускореншии  «бсо- 
лютнынъ  V.  переноснынъ  ю  и  поворотныиъ  &: 

(й)  =  (V)  —  (^)  -{-  (к).  а) 

Станемъ  проэктировать  эти  векторы  на  АН.  То1-да  по  (6)  §  81:, 

и  С081и  ;)  =  ;", 

Если  про9кц1я  равнодействующей  силь,  приложенныхъ  къ  т,  на 
оси  А2Г2  означинъ  соответственно  2,  Г,  2,  то  по  второвгу  .чакону  Ньютона, 
иыеенъ 

Ь  С08  (у  Е)  ^  —  5, 
т 

]'Д'Ь  т  масса  точки. 

Цереносное  ускорен1е  по  опред4лен110  представляетъ  собою  ускорен1е 

той  точки  твердаго  ткля  2,  которая  въ  разснатриваеный  номентъ  совпа- 

даетъ  съ  дввжу|це1>ся,  сл%д.  проэкцж  этого  ускорения  найдутся  изъ  (4)  §  77: 

юсов(№Е)=а  -(-  ^'-~•^^^''\-р(р^-\-^^^  -)  *-С)  -  5Й', 

0,д,1|гес1оуСо0^1е 
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если  проэкщи  поступательнаго    ускорен1я  иа  оси  А^1'2  означинъ  для  со- 
кращены череяъ  а,  а',  а". 

Навонецъ  ускорен1е  поворотное  по  §  81  даетъ  проэкщю: 

ксо8<к^)  =  2(Г('г  — С'д). 

Собирая  все  нышесказанное,  по  (1)  находимъ: 

С"  —  _  2  __  а  __  'г/'  +  -^г'  —  р(р^  +  дц  '\- 1<)  -\~  ^И"  -\-  2  (ц'г  —  С'*/ 1      (2 ) 
Сюда  арисоединлюгся  еще  два  уравнвии: 

т/'=:1г-а'-ЕгЧ'У-9'р5  +  «^  +  '-:)  +  Ч«=  +  2(!:'р-2'г); 

(2',1 

:"  =  ^  г  -  %" —1\р'-\-^д'  ~г  (р^^-(р,-\-^^)-\-^^V'-{■2^^^—■т^'р). 

Полученный  равенства  (2)  и  представляютъ  собою  искомый  диф- 
<{*еренц1алы1ыя  уравнения  отноеительнаго  движен1л  свободной  матер1а.1ьной 
точки. 

Е(-.1И  точка  не  свободна,  а  лежнтъ  на  связи: 

Г<1  т„  ;.  /}  =  О,  (3) 

то  уравнен1я  (2)  по  §  123  яерейдутъ  въ  сл'Ьдующ1я: 

Г  =  ^  =  -а-:/-т/-^(^=  +  «Ч  +  'ч)  +  5П^  +  2(п''—С'91  +  1|. 

Ч"=1г-а'_ ^'Л,    г  =  12-а"~  ■      +1^.  ,4) 

'яг  '      дГ)  т  '     Л 

Интегрирование  ятихъ  уравнешй  ведетгл  пр1еиомъ,  укаэанвыхъ  въ 
§  123.  Для  исключен1я  неинв'Ьстной  функфи  1  придется  воспользоваться 
равенствонъ 

куда  надо  вставить  значетя  ^",  г,",  С",  изъ  (4);    тогда  Х  и  найдется  какъ 
Функщя  аргументовъ  (,  Е,  1).  1,   5',  г/,  ''. 
Когда  связей  не  одна,  а  дв'Ь: 

/■(Е,  г„  С,  /)  =  0;    Л{;,  1),  :,  I)  =  О, 

^д|,.е.^с^С0Оз1с 
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то  къ  правым-ь  частнмъ  у1М1виен1й  (4)  присоединятся  длены 

1,  ^  ,     X,  !^  .     X.  ^-^  : 

нсключен1е  множителей  Ха  и  X  надо  сделать  по  п|11еху  ^  125. 

144.  Иитегра.1ъ,  ироизволннй  отъ  интеграла  живой  силы.  Пусть 
силы,  при.10жеиныя  къ  тояк'Ь,  им'Ьютъ  по1'ен1(1алъ,  т.  е. 

-  _   ^''        г  _   ''^'         7     _  '^'^ 

--  Ж'  '  ~  ^.  ■■  ^  ^  ж • 

:1  переносное  дви жен  1е  сводится  къ  постомнноиу  врао1ен1ю  около 
оси,  не  изм'1Ьняющей  своего  по.тожен1я  въ  тЬл±  и  движущейся  бевъ 
ускорен1я;  въ  такоиъ  случа*  д.1я  ураннен1Й  (4),  если  связь  явно  не  содер- 
житъ  времени: 

1=0, 

можно  получить  интеграл'Ь,  ана.10гичный  интегралу  живой  силы. 
Лыбираень  нолюсъ  А  ал  оси  вращешя;  тогда  но  ус.10В1ю: 

а  ^  ч'  =  а"  =  0; 

Дал'Ье  р,  <1,  г.  ш  постоянны:  поэтому 

,,■  «  ,'  _  ,■■  =  0. 
Унножаехъ  уравнен1я  (4)  соотв-Ьтственно  на  V,  1]',  С  и  скланШваемъ: 

Коэффиц1ентъ  при  X  обращается  въ  нуль  въ  силу  соотыошеи1я  ыежлу 
относительными  скоростами: 


йг;С0О'^1е 
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и  услов1я  (5),  остальные  же  члены  представляютъ  собою  полный  п1>оиз- 
волнмя  по  времени: 

Если  зам4тнмъ,  что 

р  =  »со8(йе);     ^  =  «со8(ЙГ|);     г  =  Псозф.':.): 
Е  =  рсо«(рЕ);    ц  =  рй08{р11);     ^  =рсоз(рС): 
то  легко  вид1Ьть,  что 

ЙП5^  + 1'  +  -^)  —  (рЕ  +  '/Ч  -I-  '<Я  =  4*^ ^'^ят^{^Щ. 
Интегрируя  (6),  и  опред'^лиыъ  искомое  выряже1ме: 

^  [,(2  _  Ц^^^зт"{Ир)]  =  Г  +  А,  (7» 

гд*  А  произвольная  иостоянная. 

145.  Двнжен1е  тяжелой  точки  по  отношеи1ю  къ  вращающейся 
зеил'Ь.  Въ  вид-Ь  примера  разснотринъ  Д11ижен1е  тяжелой  ыатеркльяой 
точки  но  отношсшю  къ  вращающейся  зенл']^.  Ускорение  д,  сообщаемое 
точк-Ь  ]1ритяжен1еиъ  земли,  мы  приниыаенъ  за  постоянное  относительно 
иодвижныхъ  осей  АНГ2.  Начало  этихъ  осей  взято  въ  тонъ  мЬсгЬ  земной 
поверхности,  близь  котораго  происходить  диижен1е;  въ  большинств*  елу- 
чаевъ  мы  будемъ  нолагать,  что  А  совпадаетъ  съ  начальнынъ  ио10яен1еиъ 
точки.  Сами  же  оси  иеизмйнно  связаны  съ  землею. 

Полное  лвижеше  зенли  состоитъ  изъ  ностуиате.1ьнаго  движетя  съ 
ускорев1еиъ,  зависященъ  отъ  силы  иритяжен1я  къ  солнцу,  и  постояннаго 
вращея1я  съ  угловою  скоростью  Й  около  оси,  идущей  отъ  сЬвернаго  полюса 
къ  южному.  Эта  постоянная  угловая  скорость  й  равна  (§  81) 

0,0000729 ^--     . 

сек.  ср.  вр. 

Бъ  виду  малости  И  мы  будемъ  пренебрегать  членами,  зависящими 
отъ  й',  если  только  коэффипдентъ  при  нихъ  не  очень  великъ,  напр.  не 
солержитъ  радиуса  земли 


^уI,.е.^.^V.^-.ОО^IС 
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Бели  солнце  и  зенлю  првнеиъ  за  сферы,  то  поступательное  уско- 
рение земли  по  Ньютонову  закону  притяжен1я  представится  такъ: 

г,гЬ  М — масса  солнца,  I)  —  разстолн1е  эекли  отъ  солнца,  е^ — постоянная, 
равная  сил^  притлжен1л  между  двумя  массами  но  одному  грамму,  нахо- 
дящимися въ  разстонн1И  сантиметра  одна  отъ  другой.  Направлено  это 
ускорен1е  отъ  земли  къ  солнцу. 

Но  в1Ьдь  и  сама  движущаяся  тяжелая  точка  притягивается  солнцеиъ 
по  закону  Ньютона,  сл-Ьд.  получаемое  ею  отъ  этой  силы  ускорен1е  будетъ: 

гд±  й  разстоян1е  тяжелой  точки  отъ  солш^а.  Въ  виду  громадности  раз- 
СТ0ЯВ1Я  солнца  отъ  земли  въ  сравнен1н  съ  земныиъ  рад1усомъ  мы  при- 
нимаеиъ,  что  вышеупомянутыл  два  ускорения  равны  по  величин!)  и  оди- 
наково направлены;  сл1>д.,  если  бы  полюсъ  Л  лекалъ  на  земной  оси,  то 
посту иательнал  часть  переноснаго  ускореи1я  сократилась  бы  съ  абсолют- 
нынъ  усБорен1емъ  точки  отъ  притяжен1я  солнцемъ.  Когда  же  полюсъ  А 
не  лежитъ  на  оси,  то  для  110лучен1я  поступательной  части  переноснаго 
ускорен1я  необходимо  къ  ускорен1Ю  (8)  прибавить  центростремительное 
ускорен1е  полюса  А,  равное  Ш8,  гд*  8  разетоян1е  А  отъ  земной  оси,  и 
наиряз..1еннос  къ  оси  (§  76).  Вращательное  ускореше,  всл'Ьдств1е  постоян- 
стиа  II,  равно  нулю. 

Принимая  въ  соображе111е  все  вышесказанное,  пишенъ  по  (2)  урав- 
нвн1я  относнтельнаго  движен1я  тяжелой  точки  въ  такоиъ  вид*: 

11"^ЗС05(5>1)— «^Ьсо8(811)—  2($'»-  ~  :'2>):  (9) 

:,"  =  {,со$(д^)  —  ИЧсо8(В;)  — 2(Г|'р— 5'д|. 

Мы  зд:!Ёсь,  по  усювш,  изъ  всЬхъ  членовъ,  содержавшихъ  ^^,  сохра- 
ни ли  лишь  т^.,  при  которыхъ  стоить  множитель  Ь,  такъ  какъ  разстоян1е 
2  при  ннзкихъ  широтахъ  сравнимо  съ  рад|усонъ  экватора. 

Рааснотрииъ  векторъ  й — геометрическую  разность  вектора  д  а  вектора 
а^Ь,  идущаго  въ  земной  оси.  Иначе  этотъ  векторъ  О  (Фиг.  65)  равенъ 
геометрической  сунм^  векторовъ  д  и  41*8,  если  посл11днему  дадимъ  направ- 
лен1е  отъ  земной  оси  (ускоренве  цвнтроб^Ьжное).  Очевидно,  векторъ  О 


.^.^^.^100^Iс 
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представляетъ  собою  видимое  (найдюдаеиое)  ускорен1е  тяжести  на 
венной  поверкаости;  нааравлен1е  О-  совпадаете  съ  иаправлен1е]1ъ  отв'Ьса 
въ  разсиатриваенонъ  нЬсгЬ. 


Оставивъ  прежнее  начало  А,  зимЬнимъ  оси  КаХЪ  осяии  АХУ2, 
прнчемъ  направимъ  А2  (Фиг.  65)  иряионротивонолйжно  С  (къ  зениту); 
ось  АХ  пусть  идетъ  нъ  плоскости  меридЕяна  къ  югу;  тогда  АУ  будетъ 
направлена  къ  западу.  Уголъ  оси  А2  съ  плоскостью  земного  экватора 
называется  астрономическою  широтою  н11ста  А;  означимъ  ату 
широту  черезъ  Л.  Такъ  какъ  ось  .ченли  идетъ  отъ  с&вернаго  полюса  N 
(Фиг.  65)   къ   южному  в  и  лежитъ    въ  плоскости    меридиана    (плоскости 


чертежа),  то,  очевидно,  она  обракуетъ  I 


,  А2   уролъ  -^  +  ^  и  сл1,д. 


^)  =:  а  С08  А;     2  =  0;     г  =  —  й  8ш  Л. 
Поэтому  для  новнхъ  осей  А2УХ  уравнен1Я  (9)  перепишутся  такъ; 


у"  =  2  х'  Й  31П  Л  Ц-  2  й^'  2  соа  А; 


(10) 


Это  и  будуть    уравнен1н    отвосительнаго    движенЕя    тяжелой  точки 
при  нашнхъ  допущешяхъ. 


^уI,.е^::^V^^ОО^IС 
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Выводя  уравнеН1я  (10),  мы  пренебре1'али  членами,  зявисящини  отъ 
и^  съ  тою  же  стененью  точности  мы  ноженъ  нрии1Ьвить  для  интегри- 
ровав1я  этихъ  уравнешй  сл^лув>Щ1й  11р1емъ.  Каждое  иэъ  урквненЕй  (10) 
представляетъ  собою  полную  производную  по  времени.  Интегрируя  и 
о^юнначан  нача.1ьныя  скорости  по  осямъ  для  /=^0  черезъ  Хо\  уо',  Яо\ 
аолучаемъ: 

х'  =  Хо  —  2  у  й  я^и  А  : 

у'  =  уо'-|-  2л;Н5(И  А  -|-  ^гИеоя  \: 

г'  =  г^'  ■-  <Л  --  Чу  и  соз  А 

Начальное  положен1е  точки  взято  въ  начал'Ь  координатъ  А: 
■й.  =  1/0  =  ^0  =  0. 

Подставляя  найленяыя  значенЫ  для  х'.  у',  г'  въ  уравнен1я  (10)  и 
пренебрегая  ч.1енаии  съ  №,  ин']^еиъ: 

х"  =  — 1у^'Из'тК; 

у''  =  —  20Шсо$\  +2а:о'«в'»А4.2го'Исо5А: 

«"  =  —  в  —  2уп'^С08\. 

Интегрироваше  этихъ  уравнен1Й  даетъ  непосредственно: 
х  =  х^  I  —  уо'  ^  *'"  '^  '') 
у  =  у^'(— ^/зЦсовА4-(Ж(,'*имЛ-|-го'со8А)Й/г.  (11) 

»  =  го'(  —  -^^^  —  Уа'й  сох  А  ^^. 
Кавъ  виднмъ,  ускорев1е  по  вертикали 

е    +    2уо"'^С08\ 

завнсигь  отъ  начал ьныхь  условий. 

В'ь  общенъ  случа'!^  траэкторЕя  кривая  не  плоская. 

Когда  точка  падаетъ  безъ  нача.7ьной  ско1Н)сти:  а:)'  =  уо'=^о'-"0. 
уравнешя  (11)  даютъ: 

а;  =  0;     у  =  —  -^Ц  соя  Ар;     з  = г^-- 


1уСооз1е 
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'Граэктор1я  лежитъ  въ  алоскости,  оерпевдикулярной  къ  нерид1ану. 
Тока  падаетъ  не  ио  вертикали,  а  даетъ  уклонен1е  къ  востоку  (</<0>. 

Когда  точка  брошена  вертикально  кверху:  уо'=ха'  =  0,  г'о'=«о  >0; 
изъ  (11)  нн^Ьенъ: 


Движен1е    въ    плоскости,    перпендикулярной    къ    ыерид1а[]у.    Точка 

останавливается   въ  моментъ    ^1 : 

2  IV  „ 
западу:  у,=  т 

кость  г  =  О  въ  хоиентъ  (^^-тг  съ  уклонен1енъ  къ  западу: 


■  3  «2  ■ 

14в.  Наятникъ  Фуко.  ^}адача  о  11аятник1&  Фуко  можетъ  быть  фор- 
мулирована такъ:  определить  относительное  движен1е  тяжелой  точки  по 
сфер*,  неизменно  связанной  съ  вращающеюся  землею.  Беремъ  оси  тЬже, 
что  и  въ  предыдущемъ  параграф*;  пусть  тогда  уравнен1е  связи  будетъ: 

Р-х^  —  р'~г^  =  0. 

Пользуясь  уравнен1яни  (4),  находииъ  въ  иашеыъ  случа'Ъ  таЕ1япри- 
ближенныя  уравнешя  относительнаго  движен1я: 

х"  =  —  2г/'ИзтК  —  21х; 

у"  =  2 х' йзгп  \  -^  2»' Неоз \  —  'Ну;  (12) 

г"=—а~'2у'исоз\  —2Ь. 

Степень  точности  у  нихъ  таже,  что  и  для  уравнешй  (10). 
Если  умножить  ураьиешя  (12)  соответственно  на    х',  у,  г'    и    сло- 
жить, то  получииъ 


откуда,  интегрируя: 

и!=.2А— 2(;г,  (13) 

гд4  л  произвольное  постоянное. 
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Очевидно,  равевство  (13)  представляетъ  собою  ничто  иное,  какъ 
интегралъ  (7),  въ  которонъ  по  принятому  нами  въ  §  145  услов1ю  опу- 
т,ев-ь  <1денъ,  завися1Ц1й  отъ  и^. 

Умножая  первое  изъ  уравнен1б  (12)  на  у,  а  второе  на  :с  и  вычитая, 
легко  находнкъ: 

^у" —  ух"=10^$'тК{_хх'  -\-  уу')-\-  2  й  соя  Л  а/.  (14) 

Вводимъ  нодярныя  координаты,  иола1'ая 

а:  =5  рсоаФ;     у  -=  р51»ф;     г  ^  —  '^Р  —  р^  (15) 

Досустимъ,  что  уклонен1я  каятника  отъ  вертик8-1и  настолько  на.1ы, 
что  иы  ножемъ  пренебречь  высшими  степенями  рад!  уса-вектора  р.  Тогда 
иаъ  (15) 

^  =  -(гг_рг^!=_Л-1р«:  /  =  1рр'.  (16) 

Подставляя  изъ  (15)  и  (16)  въ  ннтегра.1ъ  (13),  получимъ: 
(1  +  ^  Р*)  Р'^  -Ь  9'^Г  =  2А  +  2«  ('  -  I  Р') 
ИЛИ,  ес.1и    пренебрежемъ    -^  передъ  единицею; 

р'2  +  р2ф'2=2Н--^р»,  .      (17) 


Я  ==  Л  +  91. 
Подобныыъ  образонъ  выраженЕе  (14)  даетъ 

в.  й 

—  (ргф')  =  2а8тАр{;'-|-  2у  созАсояфр^р'. 


Отбрасывая  посл'Ьдшй  членъ,  иы'Ъенъ; 

|(р»ф')-22»;„Лрр', 
икуд»!  интегрируя: 


р2ф'=.Й8шЛрг+а  08) 

гд1  с  постоянная  111юизвольная. 
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Отнесет.  лиижен1е  точки  М,  проэкщи  тяжелой  точки,  на  плоскость 
ХОТ,  къ  подвижнынъ  осяи'Ь  САВ  (Фиг.  66),  вращающийся  равномерно 
около  А  съ  угловон)  скоростью  ИмпК  отъ  юга  къ  западу;  тогда 

^  ВАХ  =  и81п\.Г-\-Г, 

гд'!  Г  некоторая  постояннал. 


Если  уголъ  Л1АИ  назовемъ  Н,  то,  такъ  какъ  /.  Л^^<Х=^'.  им'Ьемъ: 

6  -I-  ф  =  И.чтХ.1  4-  Г.  (19) 

Диф<]|>еренцируя,  найдеиъ: 

6'  +  ф'  =  28»»  А.  (20) 

Цодстамля  отсюда  въ  (18),  получимъ: 

рЧ'  =  -  С  =  С:  (21) 

С'  новое  обоцначеше  постоянной  произвольной. 

Интегралъ  живой  силы  (17)  теперь  принетъ  видъ; 

р':_|_рг(е'2_Ой,,;„Л6'-|-1г!8ти)=2Я— ур  = 

или,  если  воснользуемгя  равенствоиъ  (21): 

р'г  +  рП'г  ^  2Я1  -  Рр^  (22) 

гд* 

Я,  =  «-+  С'ИфгК:    А=  =  у  +  Й^зг^  А. 

Сравнивая  интегралы  (21)  и  (22)  съ  ()юр11у.тани  (3)  и  (4)  §  115. 
видииъ,  что  топка  М  на  подвижной  плоскости  АСВ  онисываетъ  цен- 
тральную орбиту,  соотв'Ътствующую  силовой  функцш 

0|д|111ес1оу  Сл0091С 


гл.  КПП  §  14(>.  относиткльнок  движкн!»  точки.  281 

По  (23)  §  111  эта  точка  находится  подъ  дЬйств1емъ  силы  притя- 
жец1я  Бъ  центру  А  прямоиропорщонально  разстоя1]1ю.  Мы  зняенъ  (§  101), 
что  орбитою  будетъ  эллнпсъ  съ  центромъ  въ  точк*  Л.  Произвольною 
аостоявною  Г  можно  всегда  расиорндитыя  тякъ,  чтобы  координатным 
«и  ВАС  совпали  съ  осями  эллинса  (Фиг.  66}. 

Въ  частноиъ  случаЬ,  когда  Ь^'  =  О,  т.  е.  ио  (20): 

млинсъ  обращается  въ  огр+.зокъ  пряной:  Ь  =  сопз/. 

Улли    точка  М   въ    нача.1ьный    моментъ    была    вь   от1 
ппио*,  т  е. 

Фо'  =  0:     ро'  =  0; 

тогда  постоянныя  интеграловъ  (21)  и  (22^  опред'Ьлятся  такт 

С'  =  И. 8т  Л  . р ,!;     2 /^1  =-  к^ ро^  4-  р/ 22 ^^;„1  д 

Ивтегралъ  живой  силы  но  исключен!»  Ь'  легко  привод 


ИзгпА 

р.  ■-  р.  -  ^    • 


Отсюда  зак.1ючаеыъ,  что  для  разсиятриваемаго  случая 
П11П11циш  р  или,  что  тоже,  полуосями  эллипса  служатъ 
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147.  Инпульсъ  силы.   Возьнемъ  дифференфальныя  уравненм  дви- 
жешн  натерхальной  точки,  находящейся  подъ  д'бйствЕеыъ  силы  ^^(X,  Т,  2): 

тх"  =  X;     ту"  =  У\     та"  =  X. 

Нроинтегрируемъ  ати  равенства  по  времени  между  ][ред'Ь.1а51и  /^/^ 
и  {=*;  топа  получимь: 


'=1- 


.о'  =  |: 


(1) 


:      С     2<И, 


ГД*   Хо,    Уи,    Ло'    скорости    ТОЧКИ    ВЪ    МОМОИТЪ    Ь^. 

Если  лвиже[11е  точки  т  намъ  дано,  то  X,  У,  2  представляютъ 
собою  ивв'Ьстныя  функц1и  времени;  тогда  и  опред'Ьленные  интегралы, 
стояи;1е  въ  иравыхъ  частяхъ  равенствъ  (1),  могутъ  (5ыть  найдены  какъ 
функцш  отъ  иремени.  13екторъ  1 ,  координаты  котораго  равн11ются  выше- 
уионянутымъ  иитеграламъ,  носитъ  назнате  импульса  силы  Ж  ^ь.  про- 
межутокъ  времени  отъ  момента  Ь^  до  момента  Ь,  По  сд'Ёланному 
онред'Ьлен1ю: 


.|х.<; 
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^ 

^^  =  ^соя(^у)  =  I  гл;  (2) 

'о 

( 

^,  =  ^со8(^е)  =  \  2ш  . 

'о 

Отсюда  видииъ,  что  иначе  им  могли  бы  оирел'Ёлить  имнульсъ  какъ 
векторъ-ивтегралъ  по  времени  оть  вектора  силы  (§  34). 

Вообще  говоря,  направление  импульса  отлично  отъ  ааправлешм  силы; 
но,  если  сила  постоянна  во  нанравлен1Ю,  то  направлены  инпул1.са 
и  силы  совпадаютъ.  ДМствительно,  пусть 

Х^Га;     У==Г^-     г=^V;     «4-?*  +  ^=  =  !; 

2,  ^,  ■(  постоянныя  величины. 

Тогда  по  (2): 

( 

^I  =  ^еоз(^x)  —  а  \  !■'(}(; 
Ч 

'о 


^. 

=  Усо8{Уя\  = 

^1 

ГЛ: 

Отсюда 

выводннъ: 

1.- 

л 

^д. 

соз  {Ух)  = 

=^== 

;  =  »5(й); 

,(^у)  = 

-^-^ 

=  со. 

НРП 

со${Уг)  =  -^  =.-  т[  =  соа^Рг); 


что  и  доЕазываетъ  выаксказанное. 
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Каждую  изъ  координатъ  импульса,  напр.  .7,,  коженъ  считать  нмпуль- 
сомъ  соотв'Ьтственной  координаты  силы,  въ  нашемъ  случае,  силы  X. 

Если  означимъ  черезъ  К  и  [Хц  количества  движен1я  точки  -  т  въ 
моменты  #1,  и  ^  (§  86)  и  яан^^тимъ,  что 

ни'  =  }1  С08  ( (1  д; ) :     шу'  ^=  |»  по»  ( (1  у) ;     те'  =  1*  соя  (1*  г) ; 

то  равенства  (1)  иож«мъ  аан'Ьнит1>  такими: 

^соа{']?х) —  ^оСоз{]>.ах)  =  ^  со8^^x)■. 

Отсюда  вытекает!.: 

{)*•  —  С}1в)  =  (-7);  (3) 

т.  е.  геометрическое  ирирящен1е  количества  движен!я  за  проме- 
жутокъ  времени  отъ  ^о  до  ^  геометрически  равняется  импульсу  силы 
за  тотъ  же  промежутокъ  времени. 

118.  Теорема  лорда  Кельвина.  Составинъ  выражеиЕе  для  работы 
силъ  за  н'!ЁкоторыЙ  пронежутовъ  времени  черезъ  ел  инаульсъ.  Съ  этою 
ц^^Iью  возьыемъ  равенства  (1).  умножииъ  ихъ  соотв1>тственно  ийх',у',г' 
и  сложинъ;  тогда  нолучинъ: 

(«(■.с'^  +  У'  +  О— »и^'V^-у'V  +  ■г'•го'I  =  •'«^'4-ЛУ^-Ля' 

Если  для  момента  (  живую  силу  точки  означинъ  черевъ  Т,  а  ско- 
рость черезъ  V,  то  предыдущему  равенству  можемъ  дать  видъ: 

Т—  -к  Ы^о'-\-!/'уо'  '\~г'ло')  ='-^^VС0з(^V).  (4^ 

Умножая  (1)  на  ха',  уо,  V  и  ск.1адывая,  найдемъ: 

ш(x'xо'-\'^/'уо'-^^'гй)'->'^^.Са^'\-у^,'^-\-го'^)  =  ^^Xа'-\-^^Уй'-\-^.ео'■ 

Если  и  зд'Ьсь  означимъ  скорость  точки  и  живую  силу  ея  для  мо- 
мента („  черезъ  Ьо  а  Тц,  то  ножеиъ  написать: 

■^  (х' Хо  +  у>о'  +  г' го)  —  То  =  -^ Л'о соз {^Vо}■  (5) 

^уI,.е^с^V.^100^IС 
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Складынал  (4)  и  (5),  находимъ: 

(6) 

Такъ  как1.  по  закону  живой  силы  (§  109)  разность  Т—Тс  или 
прнращен1е  живой  силы  за  ироиежутокъ  времени  отъ  1а  до  ^  раиынетсл 
работе  равнодМствуюи1.ей  за  тоже  время,  то  правая  часть  иы)1яжен|я  (6) 
и  представляетъ  собою  искомое  ныряженЕе  этой  работы  черезъ  соотв-Ьт- 
ственный  ннцульсъ. 

Равенство  (6)  бы.ю  впервые  |[олучено  лордоиъ  Кельвиномъ  и  сло- 
вами ножет'ь  быть  пыражено  такъ:  работа  силы  на  какой  либо  цромежу- 
токъ  времени  равняется  импульсу  силы  ян  тотъ  же  нроиежутокъ.  умно- 
женному на  полусумму  проэкщй  началЕ.ной  и  конечной  скорости  точки 
приложен1я  силы  на  на[|раилен1е  им|[ульга. 

149.  Мгиовеиныя  силы.  До  сихъ  т))>7.  мы  рацсматривалн  лишь 
так1л  движен1я,  въ  которыхъ  скорость  точки  изм'1>ннетъ  свою  величину 
и  свое  направлен1е  сплошнынъ  ойразомъ.  Но  иногда  приходится  [Трини- 
иать  въ  разсчетъ  и  так1я  движрн!»,  въ  которыхъ  скорость  точки  изме- 
няется скачкоиъ.  Для  того,  чтобы  и  подобный  движен1Я  подвести  подь 
общую  механическую  сх(.<му,  мы  виодинъ  понятие  о  такъ  назынаеныхъ 
мгновенныхъ  силахъ. 

Мгновениою  называется  сила,  которая  д'Ьйствубтъ  въ  течен1е 
безкоаечно  мала  го  промежутка  времени,  но  имЪетъ  б  е  в  к  о- 
нечно  большое  нап)111жен1е,  такъ  что  импульсъ  ел  за  время 
д'|1Йств1я  оказывается  величиною  конечною. 

Посиотрнмъ,  кашя  сл^дств!»  вытекаютъ  изь  сдФ>ланна1'о  опре;('Ьлен1л. 

Прежде  всего  замЬтииъ,  что  эффектъ  д'Ьйств1я  мгновенной 
силы  на  матер1а.1ьную  точку  выразится  въ  ыгновенпомъ  конечноиъ 
нзи^ненЕи  скорости  точки    ДЬЙствительно  но  (1)  и  ("2): 


I,: 


«1^1    —  т,  _ 

I, 
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если  мгновенная  сила  (X,  У,  2)  начала  д'&вствовать  въ  нонентъ  1„,  а 
кончила  нъ  нонентъ  ^1  =  ^а  ~1~  ^<  ''Л^  ^  беаконечно  малая;  скорости  со 
эначкомъ  О  относятся  къ  моменту  ^о  т  а  со  значкомъ  1  къ  моменту  ^1 . 
Интегра^ты,  стоящ1е  въ  правыхъ  частяхъ  равенства  (7),  прииимаютъ  не- 
оиред'^Ьленный  видъ,  такъ  какъ  подъннтегральная  функц1я  обращается  въ 
бесконечность,  а  ирел'Ёлы  беяконечно  близки,  но  по  сделанному  нами 
угловш  они  конечны,  сл'Ьд. 

(тьх)  —  (тьй)  ■■=  (^), 
гд*  ^  конечно,  что  и  иодтверждаетъ  сказанное  выше. 

Однако,  перем'Ьститься  за  время  д'Ёйств1а  мгновенной  силы  точка 
не  успеет ъ.  Чтобы  убедиться  въ  этоиг,  возьмемъ  уравнен1я  (7)  для 
верхняго  пред^Ь-т  /,  если  ^  <  (  <  ^  : 


'о 

( 


'о 

зд'Ёсь  ^'  означаетъ  нмпульсъ  мгновенной  силы  за  нромежутокъ  отъ  ^ 
до  (.  Интегрируя  предыдущ1я  равенства  между  пределами  /о  "  ^='о-|-^- 
получаемъ: 

»).Г1  —  тхо  —  тхо  '*  =  \  ^х  <"; 


=  Р 


Р 


тг/1  —  муо  —  »1у„'  '^  ^  \  <^*  <Щ 
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Разсмотрннъ  первый  изъ  ивтеграловъ,  стоящйхъ  въ  правыхъ  частяхъ: 

С  1х  <И  ■    Мы    ноженъ  по  изв^ствой    теорем'Ь    интегральваго    нсчислеи1я 

к 

дать  ему  вндъ: 

*о  +  *  'о  +  ' 

I  .Л'(?(=  (средн.  знач.  ^/)  I  (?/  =  {средн    анач-  Л')в; 

'о  'о 

причекъ  по  условш  среднее  значен1е  ^x'  величина  конечная.  Тоже  снное 
ноженъ  сказать  и  объ  остальныхъ  интегралахъ. 

Полагая  въ  пред^л^  О  равнынъ  нулю,  нахпдимъ: 

■Г1  =  з-о;     1/1  =  »о:     ^1  =  го: 

т.  е.  точка  осталась  на  1г1;ст4'>. 

Работа,  совершенная  игновенвою  снлоы,  ии^етъ  конечную  ве- 
личину, какъ  это  вытекаетъ  изъ  теоремы  лорда  Кельвина  (6)  и  сд'блан- 
ваго  нани  услов1я  о  величин']^  импульса. 

Ес^1и  одновременно  съ  мгновенною  силою  при.тожена  къ  матер1а.1ьной 
точк'Ь  и  сила  конечнаго  нанрнжен1я,  то  инпульсъ  послЦней  аа  время 
д^йств1я  мгновенной  будетъ  безконечно  налъ,  и  слЪд.  въ  п^дйл!!  исче- 
заетъ.  На  саиомъ  д*л*,  пусть  сила  (=,  Г,  2)  конечна;  тогда  для  импульса 
ея  по  оси  ОХ  ин'1^емъ  иыражен1е: 


^^=  \  а  (7/  =  (средн.  знач.  2) .  О, 


что  въ  прелЪл']^  обращается  въ  нуль.  Сказанное  справед.1иво  и  для  инпуль- 
совъ  по  двуиъ  другинъ  ОСЯНЪ- 

150,  Ударъ  натер]альной    точки  о  свявь.    11оложимъ,    что    нате- 
р1альная  точка  массы  т  подчинена  неудерхивающей  связи: 

1'{х,  у,  е,  О  >  0.  (8) 

Пусть  связь  'лтй  ослаблена  (^  118): 

Р{х^  у,  .',  /)  >  О 

0|д|111ес1оу  Сл0091С 
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и  точка  дяижетсл,    какъ   свободная,    сообразно   съ  такими    ур'^внешяыи 
движен1я: 

^  =  Л№:     У^ГгОУ-    ^  =  ГзИ).  (9) 

Тогда  можетъ  случиться,  что  точка  снова  придетъ  на  свявь,  т.  е.  въ 
некоторый  моментъ  т  координаты  ен  обратятъ  л^вую  часть  выражен!»  (8) 
въ  ну-ть.  Условимся,  что  за  начало  временъ  вяятъ  нами  какой  либо  мо- 
ментъ нэъ  того  промежутка  времени,  когда  точка  двигалась,  какъ  сво- 
бодная; тогда  иоиентъ  х  прихода  точки  на  связь,  очевидно,  найдется, 
если  мы  опред'Ьлимъ  наиненьш1й  положительный  корень  урав- 
вен1Я 

п^^^^)^  Г2Ф,  Гз(0,{]  =  0.  (10> 

Если  такого  корня  не  окажется,  то  значитъ  во  все  свое  дальн1!Йшее 
движение  точка  никогда  не  встретится  со  связью. 

Но  пусть  корень  т  найденъ;  тогда  въ  иоментъ  т  точка  иридетъ  пъ 
11оложен1е: 

хо  =  Л  (т):    уо  =  /"г  (т ';    ^0  =  /"з  ('). 

лежащее  на  связи  (8),  со  скоростью  го(хо',  уо',  го'),  если 

^^о'  =  Щ<:о8^Vа,x)=/'^'(1)■,     (/о'  =  ^г'(т);     г'о' = /а' (т)-  (И) 

Но  ны  знаемъ  (§  121),  что  точка,  находящаяся  на  неудерживаюн^ей 
связи  (8),  не  можетъ  ям^ть  произвольной  скорости,  а  должна  подчиняться 
ограниченш,  выражаемому  равенствомъ  (17)  §  121: 

^ЙО.  ,..2, 


■т- х' -]- ^- у  +  ^- г  -Ь-гг^О.  (15) 

дх  ду  де  д*  ~ 

Прин-Ьняя   это  неравенство  къ  моменту  х,    находимъ,    что   скорости 
-(^о''  Уп\  'о'  должны  выполнять  услов1е: 
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Значекъ  О  показываетъ,  что  ъъ  соотв']^тст11(;нной  функцш  вм'Ёсто 
г,  у,  г,  х',  у,  г',  {  вставлены  Хц,  уо.  ■«о.  я^о'.  Уй\  н'<  ^■ 

Когда  скорость  точки  т  въ  монентъ  т  такова,  что  л^вая  часть  вы- 
ражения (15)  положительна,  тогда  (§  121)  точка  т  въ  одинъ  изь  сл^- 
лующихъ  нокентовъ,  снежныхъ  съ  т,  снова  покинетъ  связь. 

Когда  скорость  точки  т  въ  моменгь  т  такова,  что  Л'11вая  часть 
|1Ы|>ажен1Я  (15)  обращается  въ  нуль,  тогда  въ  зависниости  отъ  величины 
11  направлензя  ускорения  точка  т  или  остается  на  связи,  или  сходить 
съ  нея 

Но,  ег-ти  скорость  г;,,  точки  т  такова,  что 

то,  чтобы  согласить  :4то  неравенство  съ  услов1ехъ  (12),  мы  нринииаеиъ, 
'[ТО  счязь  (8)  оказываетъ  мгновенную  реакцЕю  на  точку  и  эта  реакцк 
|их%няетъ  скорость  го  въ  некоторую  другую  01(х2,  у2,  г^'),  удовдетво- 
|)|[юп;ую  услои1|п  (12):  ироисходитъ  такъ  называемый  ударь  точки  о 
1.'пнзь.  При  тонъ,  чтобы  нодпести  возможно  большее  число  наблюдаеиыхъ 
]11иен1Й  нодъ  нашу  схему,  мм  нриннмаемъ,  что  въ  общемъ  случае  скорость 
'1  удовлетворяеть  условш  (12)  со  знакомь  неравенства. 

Если  л,тя  момента  т  точка  нокидаетъ  связь,  то  мы  должны  изсл^Ь- 
ювать  въ  томъ  же  отношен1и  сл'(1дуюп11Й  по  величин*  положительный 
корень  уравнен1я  (10)  и  продолжать  такинь  образонъ,  пока  не  переберень 
нсЬхъ  корней  или  не  дойдемг.  до  такого,  при  которомъ  точка  остается 
на  связи  или  при  которонъ  происходить  ударь. 

Итакъ,  нусть  для  момента  т  соблюдается  неравенство  (16).  Такь 
какъ  мгновенная  реякц1я  связи  отнесена  вами  къ  разряду  нгновенныхь 
|'н.гь,  то  по  §  149  мы  нривинаеиь,  что 

I)  время  д4йств1я  ея  или  продолжительность  удара  в  безковечно  нала: 
И)  за  время  удара  ни  точка,  ни  поверхность  (8)  не  усн4ютъ  изм  II- 
нить  своего  положения; 

ПП  за  время  удара  импульсъ    всякой   конечной  силы  равенъ  нулю. 

Пусть  ударъ  кончается  въ  моменть 
т,  _  1  +  Ч: 
т>1М,а  по  услои1ю  въ  общемъ  случа(1 


0|д|1|ге^ 


с^Соо^1е 


уддръ  точки  о  связь. 


ВсЬ  коэффищенты,  какъ  показывяетъ  зиачекъ  О,  здЬсь  постоянны. 

Полагая,  что  во  время  удара  скорость  точки  изм*аяется  сплошнынъ 
образоиъ,  мы  иаъ  (16)  й  (17)  заключаенъ,  что  для  н'бкотораго  промежу- 
точнаго  номеита  г,,  т.  е.  если 

Т      <      Т,     <     Т;, 

точка  №  прюбр'Ётаетъ  такую  скорость    Г]'*!',  уЛ  .?('),    что    для  Г1  соблю- 
даепн  равенство 


(19) 


Прокежутокъ  вреиени  отъ  нонента  т  до  Т]  нааовеиъ  первыиъ 
актоиъ  удара,  а  цромежутокъ  отъ  Т]  до  Т2  вторынъ  актомг.  Въ  част- 
нонъ  случае  ударъ  ножетъ  ограничиваться  только  однинъ  первыиъ  актомъ 
(ударь  неупру Р1Й). 

Скорость  «о,  съ  которою  точка  нрнходитъ  на  связь,  обыкновенно 
называется  скоростью  палеВ1я  точки,  а  скорость  V2,  съ  которою  точка 
покидаетъ  связь,  скоростью  отражен1я.  Уголъ  Ьо  съ  отрицательыыыъ 
направлетенъ  нормали  къ  поверхности  (8)  носитъ  назван1е  угла  падея!  л. 
а  уголъ  ^2  съ  положительвымъ  иаправлен1енъ  той  же  нормали  носить 
на9ван1е  угла  от  ражен!  я. 

Мы  нрннинаенъ,  что  и  мгновенная  реакция  направлена  но 
днфференц1альиому  параметру  перваго  порядка  или  но  поло- 
жительной нормали  къ  поверхности  (8),  стЬд.  косинусы  угловъ  ея  съ 
осями  пропорцюнальны 

(й?,).'    (й^)/    (й), 

По  услов1ямъ  I  и  II  эти  величины  во  время  удара  постоянны, 
сл'&д.  по  §  149  нанравленЕе  импульса  совпадаотъ  съ  на11рав.1ен1еиъ  самой 
реакщн,  т.  с.  идетъ  тякже  но  положительной  нормали. 


^уI,.е.^.^V.^-.ОО^IС 


гл.  их  §  150.  уддръ  точки  о  связь.  291 

Возьиемъ  какой  .1ябо  моментъ  (  между  Т!  и  т^;  пусть  для  него  точка 
ш  ия*егь  скорость  V(x',  у',  г')-  Если  импульсъ  мгновенной  реакцш  за 
пртиежутокъ  между  моментами  ^1  н  ^;  условимся  ознядить  такъ 


то  ао  §  147  для  момента  ^  моженъ  написать  равенства: 


""''>' -"^.М',\дх); 


У.Ат-^  с^') 


-'  ' .  /^'1 . 


!  ДЛ  \()<  I' 


■""-^=^(^):+(1):+(^): 


Въ  зтихъ  уравнен1яхъ  мы  приняли  во  внииан1е  устов1е  III  и  пропу- 
стили поэтому  импул1>съ  равнодействующей  конечныхъ  снлъ,  приложен- 
ныхъ  къ  точк'б  т.  Шъ  ваписанныхъ  уравнен1й  непосрественно  витекаетъ 


■V  —  Уо 


/^"\         (^Л\         (^\ 

\^^)с  и].  \^'}о 


(22) 


т.  е.  ириращен1е  скорости  точки  за  любой  нромежутокъ  времени  въ  течвН1Р 
удара  параллельно   положительной   нормали.   Другими   словами,   если  бы 
мц  П0СТ1ЮИЛИ  1'Одографъ  скорости  за  время  удара,  то  получили  оы  отр'Ь- 
зоЕъ  ирямой,  параллельный  нормали. 
Положинъ  для  сокращен!»,  что 

тогда  ./,  будетъ  им11у.1ьеъ  реакцЕи  за  первый  актъ  удара,  ^2  —  за  второй 
актъ  удара,  ^  —  за  весь  ударъ. 

Иаъ  уравнешЙ  (21)  при  (=«Т1,  получаемъ: 


г      1    /^-^Л 
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Для  1=^2  изъ  тЬхъ  же  уравнен!!!  ии'Ьенъ: 


■"■«'■-'М^Ь  '^> 


4Г.  I  да    , 


Наконецъ,  вычитая  равенства  (23)  изъ  ('24)  находвнъ: 

Задача  объ  удар'б  состоитъ  въ  онрел'^^ленш  скорск'ти  отражен1я  но 
даннымъ  т,  370,  уо.  'о  и  скорости  наденЫ. 

Раэснотрлмъ  сначала  частный  случ!1Й,  а  именно  допустимъ,  что 
ударъ  неунрупй,  т.  е.  ограничивается  о^нимъ  иервммъ  актоиъ.  Тогда 
искомою  будетъ  скорость  «1.  Для  нахожден!я  ея  хм  ин'^емъ  уравнен1я 
(23)  и  (19)— всего  четыре  уравнен1я  для  опред'Ьлени  четырехъ  неизв'Ьст- 
ныхъ  XI',  у,',  «1   и  (Г].    Чтобы   найти    иниульсъ  ^,  ,  улножаеиъ  соотв'Ьт- 

ственно  гравненш  (23)  на  —  Н^  1  ^    —    -г-  1  ■     —  ^-     и  складываеиъ: 

т\дз:1^      т\ду /^      т  \де /^ 
тогда  цаходинъ: 

(дГ\     ,,(дГ\     ,.   (дР\     ,      {дЪЛ     .      [дР\     ,      /дГ\     , 

(5^)/-  +(*)/'+(^)/''-(5?Ь-и)/--и)."  = 

т 
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и ).   и^ , 


01'куда  но  (19)  для  ^|  получаенъ  11ыражеи1е: 


Подстямнл  :по  значен1е  вм*сто  ^^  въ  (23),  непосредственно  нвхо- 
дим'ь  XI',  у/,  «■]',  что  н  р'Ьшаетъ  задачу. 

Для  ||-Ёшен1я  обща1'и  случая  надо  обратиться  или  къ  уравнен1яыъ 
("24)  или  къ  груп1||;  уравнен1Й  (23),  (25)  и  (19).  Въ  томъ  и  другомъ  случа*]^ 
легко  вид'^ть,  что  число  неизв^сткыхъ  на  единицу  превышаетъ  чисю 
уравнен1й:  въ  первомъ  случа*  иеизв'Ъстныхъ  4:  х%',  уг,  ^з',  /,  а  уравнен|й 
всего  3;  во  второмъ  неизвЬстныхъ  8:  аг,'.  у,',  «1',  х^',  уг'.  ^г'.  ^ь  ^г.  а 
уравненШ  всего  7. 

Если  бм  мы  прим'Ьнили  къ  онрел'!Ён|ю  <7  ияъ  (24)  тотъ  же  ор1емь, 
который  далъ  намъ  выражен1е  для  /],  то  нашли  бы: 


-й{Ш=-(^)]' 


(27) 


гд(  въ  правую  часть  опять  вошли  бы  неиав^стныя  х^',  у^,  х^.   Бычиткя 
(26)  иаъ  (27)  или  непосредственно  изъ  уравнен!^  (25),  11Н'11енъ: 

Недостающее  наиъ  восьмое  уравнеи1е,  связывающее  неизвестный, 
берется  И8ъ  опытовъ  и  наблюлен1й  надъ  т^^ни  явлен1ями,  которыя  жела- 
тельно подвести  подъ  разбираемую  механическую  схему.  А  именно  Ньютонъ, 
изм'!&ряя  углы  паден1я  и  отражен1н  соударяющихся  т^лъ,  пришелъ  къ 
такому  опытному  .закону:  отношение  импульса  за  второй  актъ  удара  къ 
импульсу  за  первый  ак1'ъ  удара  не  зависнтъ  отъ  скорости  паденхл,  а 
только  от-ь  состава  соударяющихся  тЬлъ;  это  отношен1е  е,  называемое 
коэффи1;1ентомъ  возе  танов  л  ен1  л,  правильная  положитель- 
ная дробь: 

О  <  (  ^  1. 


0|д|111ес1  оу 


Соо'^1е 
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Формулою  положение  Ньютона  выразится  такъ: 

.7г  =  г^^,  г2Н) 

или  по  (26)  и  (28): 

Чтобы  дать  себ^  отчегъ  ьъ  тонъ,  кякииъ  обря»омъ  при  иоыоиш 
ици^ре|]1я  угловъ  пвден|н  и  отрал(ен|я  можно  найти  отношен1е  между  ^:> 
и  ^^,  остановимся  на  нрост11Йшемъ  случае,  съ  которымъ  собственно  и 
производились  опыты,  а  именно,  когда  связь  неподвижна: 


Изъ  (26)  и  (28)  им*емъ 


■"^        0.  (31, 


Такъ  какъ 


[-7—  1    =  ДР'(,С08(ДР'о,  Х)  =  ^РйСОВ{П,  х)\   ....•■, 

хг  =  Vг сов (ч; ,  х)\    Хо'  =  РаС08(ьо,  X);  .  .  .  .  ; 
гд4  н  напрамеше  положительной  нормали  къ  (8),  то  при  (31)  по  (14)  и  118': 


ГА= 


ДТ'О  .  Г2  С08  (V;  ,    н)  ; 

^Р^ .  %  соз  («о ,  »)  ■. 


и  следовательно 


^2     И;  соз  (У2  >  ») 

^^  VаС08{Vо,  и) 


т 


Кром'Ь  того  по  (19): 

V^со8{V^,  п)  =  о. 


1уСооз1с 


IX  Х1Ж  §  150 


УЛАРЪ  точки  о  свизь. 


29» 


Пусть  (фиг.  <)7)  М  точка  иоверхЕшсти,  въ  которой  происходить  ударъ; 
3[со  —  скорость  11ален1я,  Мо2  —  скорость  отражен1я;  угли  (  и  г  —  углы 
11алев1я  и  отражешя;  Мп  —  положительная  нормаль  Тогда  по  (22)  пряная 
Vа  (7;,  параллельная  Мп,  представитъ  собою  годографъ  скорости  за  времн 
удара,  и  сл'1'.д.  по  |33)  векторъ  Мо1  изображаетъ  собою  скорость  ку,  если 
'уголъ  к  Л/г,  пряной.  Но 

сгС08(1'2,  и)  =  VI  4'г  =  ЗГоу .  Ыдг  =  о,  .Ыуг: 

а  потому  изъ  (32): 

^^  со1у  I 

т.  о.  отнои1ен1е  между  импульсами  равно  отношен!!»  между  котангенсами 
угловъ  отрая1ен!я  и  паден!»,  что  и  желали  показать. 


Съ  прибавлен  1енъ  уравнев1я  (29)  или  (ЯО)  къ  уравнен1ян'ь  (24)  или 
къ  группе  уравнетй  (23),  (25)  и  (19)  задача  становится  виолн1Ё  опреде- 
ленною. Найдя  импульсъ  ^,  (26)  укязаннымъ  выше  ир1емомъ,  мы  теперь 
по  (29)  ны^емъ: 

и  сл'Ьд.  скорость  отражен1я  найдется  нэъ  уравнешй  (24): 


-  тзго'  =  ^^(^  -\-  е) 
■  тро'  =  М^  +8) 


(34) 


1уСооз1е 
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гд*  ^x  дается    ряввнствомъ   (26).    Коэффи1иентъ   1юнстаноь.1еы)л  долясенъ 

быть  дань  намъ  напередъ;   если    е  =  0,   ударъ   нетирупй  и  второго  акта 

вовсе  п*п.;    если  е=^1,    уда|1Ъ  иязывается  вполне  упругимъ, 

15 
Ньютоиъ  *^  нашелъ,  что  при  соударенж  стекла  Фъ  стекло  6=1-11.   "1>и 

5 
соуларен1и  мячиковъ,  набитыхъ  шерстью,  8  =  й;    пр"  соудяренш    же.гЬза 

5 

зйконъ  (29). 

ПримЬр'г.:  Точка  массы  =  1  дннжется  согласно  съ  урпвненшми 
х  =  о/:     ,,  =  |(^    2  =  V/: 
гд11  а,  %,  "К  ПОСТОЯННЫ)!,  и   подчинена  неудерживающей  сняяи; 

у=  цг  —  (.,-  _  А-/(!  -  у^—  г^  >  О, 

ГЛ'Ь  А  и  ^  новы;1  постояннын. 

Для  ^^=0  точка  не  на  связи,  момент ь  т  прихода  ея  на  связь  найдет. 
р'Ьшая  уравнен1е: 

1С-  -  ((а  —  А-)2  +  ?*  +  ■(=]/=  =  0. 
следовательно 

А* 

гд^, 

Иъ  зтотъ  моменгъ  точка  зпйметъ  положен1е: 

П  =  зт;     ?/о  =  рт;     го  =  г; 
а  СК0110СТ1.  ладен1Я  опред'к1итс}|  равенствами: 

а^о'  =  я;     »/о'  =  Р:    г^  =  •;. 
Дифференцируя  уравнен1е  связи,  находнмъ.  что 

сл'Ьд.  произойдет!,  удяръ. 

*)  'ПюшБОи   апй  ТаИ,  КаШга!  1'Ы1о8орЬу  вес!.  300. 

^д|,.е.^с^С0ОзIе 
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Ънчцслян  Д^'с,  нахолимъ, 

Д?-о  =  2гт; 
иштому  инпулы'ъ  ./^  зя  первый  |»язъ  удара  но  (26)  будетъ 

^1     =    В. 

Ес.1и   коэффифентъ   иозстанонленйя  е,    то   ио  (341  скорость  отра- 
жен1я  опред'Ьлится  такх: 

.Г;'  =*;—  в(а~-!с):     уг  ^^  —  Ф     ?;'  =  —  еу. 

151.  Изн'Ьнен1е  живой  смлы  н»тер1альной  точви  аа  вренн  удара. 
Предварительно  замЬтимъ,  что  ио  предыдущему  1;ъ  одной  стороны: 

(?■).   =  л.,,-.»и...»)+(^)^; 


->^т: 


а  съ  другой  стороны  на1|равлен1е  иипулка  совпадаетъ  съ  наиравлен1е11ъ  п. 
11рин1няемъ  теперь  теореиу  лорда  Кельвина  (§  148)~  сначала  кь  проме- 
жутку времени  между  ыонентани  т  и  т^,  а  зат'Ёнъ  между  моментами  Тх  и  Тг ; 
при  чемъ  живую  силу  точки  для  номентовъ  т,  Т1  и  т^  означимъ  соответ- 
ственно То,  Тг  и  Г..  Тогда  получииъ: 

Т1 —  То='-^  ^^  [V^СОЗ{V[,    и)  -^-  СоСОв(го,   п)]  = 

2  4ДЦ*^„  [<>'  1,1' 

-'2и:[[л),     'иол 

Когда  связь  неподвижна,  т.  е. 


*-»■ 


),Соо'^1е 
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яы  можемъ,  пользуясь  (26)  и  (28),  переписать  прелылущ1я  равенства  та  къ: 

^.-^.--^■'■''  ^>-^'-^''='- 

Отсюда  »аключаеиъ,  что  тогда  ва  первый  актъ  удара  хнваи 
сила  точки  уменьшается,  ааа  второй  актъ  увеличиваете  и. 
Складывая  полученныя  ныше  выражешя,  им'беиъ  по  (29) 


ел'Ёд.,  ва  оба  акта  удара,  вообще  говоря,  живая  сила  точки  уменьшает<-н 
я  только  при  вполн'Ё    упругом'ь   ударф>    (е  =  1)  остается   безъ  перемены. 


1уСооз1е 


Двваиака  систеиы. 


1&г.  Сметена  натер1альныхъ  точекъ.  До  сихъ  поръ  мы  говорили  о 
Д1111жен1и  одной  иатер1а.1ьноЙ  точки;  теперь  перейдет,  къ  раэснотр^Ьш 
одновреиеннаго  движетя  ныогихъ  точекъ.  Собран]*!  и'Ъсколькихъ  мате- 
р1альныхъ  точекъ  (въ  конечнонъ  или  безконечно  болынонъ  числ-Ё)  мы 
будеыъ  называть  системою  матер1альныхъ  точекъ,  если  движете 
каждой  и»ъ  нихъ  зависитъ  отъ  движен1я  или  ноложен'я  остальныхъ 
Прежде  ч'Ьнъ  заняться  раябороиъ  того,  какинъ  обраяонъ  движен1е  одной 
хатерЕальной  точки  или  массы  вл1яетъ  на  движен1е  другихъ,  мм  посвя- 
тимъ  дв^^  главы  такъ  называемой  Геонетр1и  нассъ,  т.е.  разснотрии'ь 
свойства  нЫюторыхъ  геометрически хъ  образовъ,  т1;сно  связанныхъ  съ 
рас11рел'^^лен1енъ  массъ  въ  пространстве. 


Геонетр1я  нассъ 


Центръ  массъ  или  центръ  инерц|и. 

153.  Координаты  центра  ■нерц1я  или  центра  маесъ.  Положимъ, 
мы  им'Ьеиъ  н  нятер1альвыхъ  точекъ  съ  массами 


и  координатами: 

^ь  Уь  гхХ     Х2,  1/2.  ■?!;...  зп,  у^,  гс,  .  .   .  х.,,  у»,  ;)». 

Разсмотримъ  точку  С  съ  координатакн  Хе,  у,,  г,,  такъ  связанными 
съ  коордииатани  данныхъ  массъ: 


^у|,.е.^с^^00^1с 


ЦКНТР'1.    ИНЕЕ>Ц1И. 


,.  =  '--1.  -    -  ■       _  1=Л .  I  .-  '-1 

.'  =  1  1  -  1  (  -  1 

»(  «  и 

1  =  1  ;^1  ;^1 

Л/  —    ^    1», 


(и 


13; 


означаетъ  массу  всей  системы  иатер1альыыхъ  точекъ. 

Полученная  точка  С  носить  назван1е  центра  ииерц1и  данной 
группы  точекъ  или  центра  данныхъ  иассъ. 

Заи'Ътииъ  иежлу  нрочиыъ,  что  формулы  (1)  и  (2)  для  коордннатъ 
центра  инер1;1и  ногутъ  быть  распространены  и  на  точки  съ  фиктивными 
отрицательными  массами,  только  тогда  при  суммирован!»  въ  чнслител'Ь  и 
знаменатель  (1)  надо  брать  массы  съ  ихъ  соопИЬтственными  знаками. 

1&4.  1[ростЪйш1я  свойства  центра  ■нерц1в.  Инъ  опредЪлен1я 
центра  инерши  вытекаютъ  сл^дуюи(1я  слЪдствтя: 

1 )  Положен!е  центра  инерщи  эависитъ  лишь  отъ  распре д'Ьлен1а 
массъ  въ  л1)остранств'[1  и  вовсе  ие  вависитъ  отъ  выбора  системы  осей 
коордннатъ. 

Чтобы  убедиться  въ  этомъ,  зам^^нииъ  оси  О  X  1^2  осями  А5Г2; 
тогда  между  новыми  и  старыми  координатами  игЁенъ  сл'Ёдуюиця  зави- 
симости {§  57); 


Составимъ  внражеше  для  координаты  Е»  центра  инерцж  Л'  по  отно- 
шея1ю  къ  новой  систем']..  По  (2)  им'&еиъ: 


1  =  1  ?  =  1 

0,д,1|гес1оуСо0^1е 
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или  по  13),  (2)  и  (4): 


ЖЕ,  =  1.  (  У  »!»!  -  Мх,]  +  ',  (  У  '"!№  -  ■1'!'.,)  + 


-  ЛГг,] 


=  ^[^Ки-x_,)-\-У,^!,с-.V^^)+^.^г.-^^^}. 
Откуда  по  шкра1цен1и  на  М: 

?.  =  (о.-,  —  л■^)К-\'^!/^  —  у^)  к,  -Ь  .'.-с  —  г, I X,  ; 
т.  е.   цо  сравнен1Ю  съ  (4): 


если  Е(  озна'1аетъ  соответственную  координату  относите.1  ьно  новыхъ  осей 
прежней  то'1ки  С- 


Подобнынъ  обряяомъ  найдемъ: 


что  и  доказываетъ  наше  по.южеше 


2)  Формулы  (1),  даюиця  нряноугальныя  координаты  цент1>а  инерцш, 
(■охраняютъ  свой  видъ  и  идя  коордннатъ  восоугодьныхъ. 


На  сдиоиъ  д^Ь-Л,  пусть  вмЬсто  02  мы  йеремъ  за  координатную  0С1. 
пряную  0  2  (Фиг.  68),  образующую  съ  плоскостью  ХОУ  уголъ  а.  Тогда, 
очевидно,  координаты  С^  и  /(  какой  либо  точки  )«(  будутъ  такъ  связаны 
другъ  съ  лругомъ: 

21  =  С)  8ё«а.  (5) 


0,9,1,гейсуСоОз1е 
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Въ  частнонъ  случа-Ь  для  центра  инерши  по  1): 

^е  =■  ^^.вша.  (6) 

Но  координата  Хс  дается  формулою 

Разделяя  о(ж  члена  на  Я}пг  и  по;1ьяуясь  {-^1  и  (6),  находимъ: 

ЛГч  =  У  ш^^,  (7) 

что  и  желали  получить. 

3)  Если  массы  рясаоложены  гниметрнчно  отиоси'П^льно  какой-либо 
плоскости,  то  ихъ  центр*  инер|[1и  лежитъ  въ  этой  плоскости. 

Беремъ  плоскость  симметр1и  за  плоскость  X  О  Г,  тогда  въ  сумн1; 
5]  '^п^ж^  каждой  массЁ  №(  съ  координатою  м\  соотв'Ьтствуетъ  равная  масса 

^«^  =  пц  съ  координатою  гу  =  ~  г\  за  исключен1еиъ  гЬхъ  массъ  »ц , 
которыя  лежатъ  въ  самой  плоскости  синметр1и,  но  для  1'якихъ  массъ 
21  =  0.  Сл*д.  въ  нашеиъ  случа*  ^  Ш!  2(  =  0,  а  потому  по  (1)  и  гс=-0, 
т.  е.  центръ  массъ  лежитъ  нъ  плоскости  снн11етр1и. 

4)  Если  массы  расположены  симметрично  относйтв.1ьно  двухъ  плос- 
костей, то  центръ  иверцш  лежитъ  ва  лиН1н  ихъ  перес*чен1я. 

5)  Если  массы  расположены  симметрично  относительно  трехъ  плос- 
костей, то  центръ  инерц1и  лежитъ  въ  точкЬ  ихъ  встречи. 

Оба  эти  положены  непосредственно  вытекаютъ  изъ  3). 

6)  Если  данную  систему  массъ  раэобммъ  на  н'!Ёсколько  групиъ,  то 
цоложеше  центра  всЬхъ  массъ  найдется,  если  оп1)ел'Ьлимъ  центры  ннерщи 
отд'Ьльныхъ  1'руипъ,  припишенъ  каждому  такому  центру  соотв11тственную 
массу  и  зат^Ьнъ  опрел'Ь.тимъ  общ1Й  центръ  инерцж  этихъ  воображаемыхъ 
точекъ. 

Пусть  напр.  систему  изъ  N^п-\;-п^-{-пгI^лссът  0  =  \,  2,.  ..  ^) 
мы  разд'И^лили  на  три  группы:  изъ  п  массъ  ((^=1,  2, . . .  п),  изъ  П|  массъ 
(1^и  +  1,  п-|-2, . . .  и-^м,)  и  изъ  «г  массъ  (г  =  м-^»1  -|-1, . . .  Л'). 
Координаты  центра  инерцш  (?!  первой  группы  озвачинъ  черезъ  ^1, 1]],  С], 
координаты  центра  инерцш  С;  второй  группы  означнмъ  черезъ  ^1,  з]^,  '^ 
и    координаты    цент!*    инерция    Сз    третьей    группы    черезъ    5з.  Чз.  '■з' 


^уI,.е.^.^V.^-.ОО^IС 
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координаты    цент1)а    инерщи    всей    системы    пусть  будугь    по  прежнему 
■'^с.  уг_,  г.. 

При  нашихъ  обозначешяхъ  по  (\)  имЬемг: 

п  п  м  +  «,  «  +  «, 

Е].  \    яй  =  \  »И|ЗГ,;    2г.    \     и,  =;    \     пцх\\ 


(8) 


)=»+и,+1    г=Н-я,+1  '=1  '  =  1 

Припишешь  точвамъ  С,,  6'г,  Сз  соответственно  нассм 

N 


ЛГ,    =^„„;      Л/г=    V 


Тогда  координата  2с  нхъ  общаго  центра  инерцш  буле1'ъ: 

( М,  +  Л/г  +  М, )  а,  =  Ж1 31  +  Ж,  ^2  +  Мз  %з . 

Отсюда    иользуясь    выраженный  С8)  и  соединил    отд'Ьльныя    суммы 
въ  общую,  по.1учаеиъ 


...  У,.,^^  „„.=..  V»,, 


2с  =   1е. 

Подобнымъ  образомъ  окажется,  что  и 

Чс  =  Уо\     С,  =  «■„. 

Иной  разъ  представ.1яется  удобнымъ  разсматривать  данную  систему 
массъ,  какъ  часть  н1;которой  другой  большей  системы  Пусть  напр.  данная 
система  изъ  п  ияссъ  входитъ  какъ  часть  аъ  систему  инъ  Л'^п-Ь»! 
массъ.  Тогда  11оложея1е  центра  инерц|и  данной  системы  найдемъ,  разсиа- 
тривяя  её,  какъ  сложную  изъ  Уположительныхъ  массъ  1/1((1=1,  2, ...  Л'') 
и  «I  отрицательныхъ  {г'=пА^\,  и -1-2,...  и-1-М1>, ' 

0,Э,1,ге^с^СоОз1е 
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Озяйчииъ  координаты  центра  инерщи  С|  для  Л'  положительных  ъ 
маесъ  черезъ  Е,,  1)1,  С1:  означимъ  координаты  центрп  инерц1и  Сг  лля  «, 
отрнцате^тьныхъ  «ассъ  черезъ  Ег-  Ъ>  -г^  а  координаты  центра  инерцш 
С  данныхъ  массъ  аусть  будутъ  Хс^  >/с,  г^.  Тогда  по  нредыдущему: 


N  У  п±п,  п±», 

(■■ 

+1 


1  =  1  »■  =  1  1=»-|-1 


ИЛИ,  соединяя  отд'1Ёльны11  <;умиы  въ  одну  общую: 


1  =  1 

л- 

ирипишемъ  точк'Ь  С'|  положительную  массу    5]«'!.  а  точкЬ  б'г  отри- 
1=1 
«  +  и, 
нательную    массу:    —  ^  пи.  Тогда  о6щ1й  ихъ  цент]1'ь  инерфи  7'будетъ 
1=п1-1 

ин1:ть  такую  координату  2»: 

ЛГ  Л--  N  N 

ныл  суммы  въ  одну  общую: 

п  п  п 

5,  у  пи  =У   >щ.г>  =  X,  V  ПН, 
1^1           I  =  1  1^1 

что  и  даетъ: 

Иодобнымъ  об[  аиомъ: 

Ч,  =  Ус.    V  =  г. . 

7)  Центръ  ннерц1и  двухъ  натерЕальныхъ  точекъ  лежитъ  на  криноЙ 
ихъ  соединяющей,  и  д'^нтъ  рв8стоян1е  между  этнии  точками  обратно 
пропорцшнальио  ихъ  нассамъ. 

Это  непосредственно  вытекяетъ  иэъ  фо|)му1ъ: 

^  т,Х1-\-тхХ1  _         ^  '"[.У!  ^^гУд  ,     ^  ^    *"1  ^1  +  »'г ^г  . 
"  «1  +'«1       '  »'1  +  '"2        '       '  "'1  +  »*г 

^уI,.е^с^V.^100^IС 
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Ирименъ,  прямую  соединяющую  доб  данный  точки,  за  ОХ;  тогда 
?!  =  Уг  =  ^1  =  «г  =  О,  и  сгЬд.  ус  =  г^  =  О,  т.  е.  центръ  инерЦ1н  лежитъ 
на  той  же  оси.  Зат^нъ  беремъ  центръ  инерщн  за  начало  координатъ, 
въ  тйконъ  случае 

«11  XI  -{-  т2Х2  =  О , 


156.  Форвулы  для  цевтра  В1ерц1в  еплошвыхъ  васеъ.  Когда 
массы  расноложены  сплошвыиъ  обраэонъ,  то  суммы  въ  выражен1яхъ  (1) 
зам'1Ьняютс11  ннтегралаии. 

1)  Пусть  ин^емъ  сплошное  иатер1альное  т^-ао.  Газд'Ьлииъ  его  коор- 
динатныни  пиверхносгяни  на  бе.чконечно  малые  объемы;  пусть  масса 
внутри  какого  либо  элемента  объема  [)йвнлется  ^т.  Тогда  наоса  тЬлв. 
представится  тройнынъ  интегралоиъ:  \\\^т,  а  координаты  центра  ннер- 
■ии  найдутся  ао  формуламъ  типа: 

X,      ({У  <1т  =  {УУ  х^т,  (9) 

при  ченъ  интегралы  распространяются  но  всему  объему,  занятому  тЬлокъ. 
Обыкновенно  въ  оредыду1Ц1я  выражения   вводятъ    плотность  а  тЪла 
въ  данной  точк*.   Тогда  йт^з.<^V  (§  85),    если  Но  элеиентъ  объема  и 
вместо  (У)  ин'Ьемъ: 


ЛГс    =    -  ^    ■ 

Наприм1Ёръ,  въ  декартовыхъ  координатахъ: 
въ  сферическихъ  координатахъ  (§  39): 


(10) 


а1) 


(12) 
^д|,.е.^с^С0ОзIе 
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Въ  первонъ  случа'Ь  плотность  в  должна  быть  известна  какь  сЕ|увкц1я 
отъ  X,  у,  е;  во  второнъ  случае — какъ  функц1я  отъ  р,  <р  и  ({л. 

Когда  тЬло  однородно  а  сл'бд.  плотность  его  постоянна,  то  можно 
вывести  въ  выраженга  (10)  плотность  а  за  анакъ  интеграловъ  н  на  неё 
сократить;  такнмъ  образомъ  нзъ  (10)  нсчезаетъ  всяк1Й  слбдъ  нассы;  поятому 
принято  тогда  говорить  для  сокращения,  что  приведенныя  формулы  пред- 
ставляютъ  собою  координаты  центра  инерц1н  даннаго  объема  (в1I^кто 
словъ — центра  инерц1и  однороднаго  т^а,  заполняющаго  данный  объенъ). 

2)  ВсяБЕя  ыасса  должна  нецреи^нно  запинать  некоторый  объеиъ, 
но  иной  разъ  приходится  говорить  о  нассахъ,  распред^енныхъ  но  данной 
поверхности  или  по  данной  лин1и.  Такого  рода  распред'1^ен1е  иассъ  иы 
принимаемъ,  какъ  н^^которое  вспоиогательпое  геонетрическое  построеню, 
или  подразум*ваемъ  при  этомъ,  что  одно  либо  два  изнгЬретя  разсматри- 
ваеиыхъ  иассъ  настолько  налы,  что  иы  считаемъ  себя  въ  прав'Ь  не  прини- 
мать ихъ  въ  разсчетъ. 

а)  Пусть  масса  распред'1Ьлена  по  поверхности.  Въ  такомъ  (муча!; 
беренъ  на  этой  поверхности  точку  Л  и  строинъ  контуръ,  выр^зывающ1Й 
И8Ъ  поверхности  часть  ея  Л^  такъ,  чтобы  А  была  или  внутри  контура 
или  на  немъ.  Пусть  масса  части  поверхности  ДЗ'  равна  Дт  (собственно 
масса  весьма  тонЕаго  натер1а.1ьнаго  слоя  на  Д6^,  если  поверхностная  масса 
им'^^етъ  реальное  значение).  Загбмъ  разсмотримъ  нред'ктъ  отношен1я 

Д}ц 

Д5 

въ  томъ  предпо.10пен1и,  что  контуръ  стягивается  въ  точку  А    Ес.»и  этотъ 
пред*лъ 

Г4»1  (13, 


существуетъ,  то  онъ  носитъ  назван1е  поверхностной  плотности  въ 
точкб  А.  Изъ  (13)  вытекаеть,  что  ^т  =  Я1.^з,  если  йя  элементъ  поверх- 
ности. Масса  всей  поверхности  представится  двойныиъ  ннтегра.1оиъ 
И  (2т  "^  А  (  а^  (2$.  Координаты  центра  инерц1и  материальной  поверхности 
найдутся  по  формуламъ  типа: 


(14) 

1уСооз1с 


115) 
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Напрн1I^Ьръ,  если  координаты  декартовн: 

Г  ^  Зхаг  )/1  4-  Р*  +  2^  ■  ^х  '^У 

Хс  =    -1± -— — , 

гд* 

а  уравнен1е  поверхности: 

<р(а:,  у)  ~  я  =  О 
Плотность  О]  должна  быть  изв'Ёстна  кахъ  фунвц1н  отъ  х  л  у. 

б)  Навонецъ,  когда  нассы  распред']&лены  по  данной  лин1и  (два  изн'К- 
рен1я  весьма  калы,  если  лин1я  эта  ин'Ьетъ  реальное  значен1е),  тогда  коор- 
динаты центра  инерц1и  этой  натертальной  линж  представятся  череаъ 
одиночные  интегралы: 

-    ^'"^  (16) 


I  а,  Л 


Наари|г1>ръ,  для  декартовыхъ  координатъ: 

причеиъ  9)  должно  быть  известно  какъ  функц)Я  отъ  х. 

Если  плотность  01  или  9;  ностоянна,  она  снова  нропадаетъ  изъ 
фориулъ  (14)  или  (16),  и  мы  получаеиъ  выражешя  для  координатъ  центра 
ииерц1и  данной  поверхности  или  лиши  (для  сокращен1я). 

156.  Пршн'Ьрн  на  центры  ниерц1н  лнн1й  н  илощадей. 

1)  Цеатръ  иверфи  дуги  круга.  Пусть  (Фиг.  69)  точка  О  служить 
центромъ  дуги  .4В  рад1уса  В;  пусть  ■^гозъ1)ОВ=-^  ^  ЛОВ^л.  Центръ 
инераДи  дуги  АВ,  очевидно,  лежитъ  на  прямой  ОВ.  Направинъ  ОХ  во 

^уI,.е.^.^С0ОЗIе 
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ОВ,  тогда  00  (16)  будемъ  ик'Ёть 
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Введеиъ  полярныя  координаты,   прннявъ  ОВ  за  иолярную  ось.  Иь 
такомъ  случа*  Ш  =  КА^,  х=  К  соз  О,  а  потому 


|.. 


Я.  2 Е 8т 2  (11ад1усъ)  (хорда) 

2Ла        '~  (дуга) 


(18) 


2)  Центръ  инерщи  треугольника.  Разд'^ляя  площадь  треугольвика 
иряиыни  параллельными  одной  изъ  его  сторонъ  на  безконечно  тоншя 
полосы  и  зан'Ъчая,  что  центръ  инерфи  каждой  такой  полосы  лежитъ  въ 
ен  середине,  легко  видииъ,  что  центръ  инерщи  треугольника  находится 
въ  точк%  встречи  трехъ  1(вд1анъ.  Иначе  центръ  инерщи  лежитъ  на 
мед1ан1Ь  въ  разстоянш  двухъ  третей  е»  отъ  вершины. 

3)  Центръ   инерЕцн    сектора.    Центръ    инерц1н  безконечно  тонкаго 

сектора  ММ'О  (Фиг.  6!))  съ  угломъ  растворен1я  йО  лежитъ  въ  точк*  т, 

2 
отстоящей  (но  2)  отъ  О  на  ^  й.  Отсюда  вытекаетъ,   что  центръ  ннерц1и 

сектора  ЛОВ  совнадаетъ  съ  центронъ  инерцт  дуги  а^Ь,  оинсаныой  изъ 

2 
О  рад1усо11ъ  =-^  Л.  Повтому  но  (18); 


2  (рад1усъ)  (хорда) 

"  ~  3  (дуга) 
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4)  Центръ  инерц1и  сегиента.  Дополняеиъ  (фиг.  69)  еегментъ  ЛОВЕЛ 
треугольникомъ  ОВЛ  до  сектора  и  пользуясь  свойствомъ  центра  инерцш, 
указаннынъ  въ  конц1|  6)  §  154,  легко  находинъ: 


5)  Центръ  инерцт  траиец1И.  ИсконмК  дентръ  О-  долженъ  лежать  на 
лин1и  ЕЖ  (Фиг,  70),  соеднниющей  середины  иараллельныхъ  сторонъ.  Съ 
другой  стороны,  если  д1агональю  ЛС  разделить  трапец1Ю  на  два  тре- 
угольника ЛВС  и  ЛВС,  то  ясно,  что  искомая  точка  должна  лежать  на 
нрякой  КЬ,  соединяющей  центры  инерц1и  Ки  Е  этихъ  треугольниконх. 
Пусть  ЛВ  =  а,  ВС=^Ъ,  тогда  легко  показать,  что 

1^  _   а  +  2Ь 

6Е  ~    Ь-\-2а  ' 


157.  Центры  инерщн  объеновъ. 

1)  Пусть  ин'беиъ  сылошное  однородное  т'бло  (Фиг.  71),  ограниченное 
двумя  плоскими  параллельными  основан1ями  и  такою  боковою  поверх- 
ностью, что  пло]дадь  с'1чен1я  ея  какою  либо  плоскостью,  параллельною 
освОБан]лкъ,  выражается  есёлою  квадратною  функ1[)ею  отъ  разстоян1н 
негду  плоскостью  с^чеН1я  и  однимъ  изъ  основав1Й.  Пусть  площадь 
иижняго    основан1я    т^ла    равна   Р^,   верхняго  —  Рг;   площадь    средняго 


.^.^Соо^Iе 
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<уЬчен1я,  т.  е.  равноотстолщаго  отъ  верхвяго  и  нижнего  основан1Й,  пусть 
будетъ  р1,  разстоян1е  центра  инерц!)!  т^лл  отъ  нижняго  основан!я  назо- 
вемъ  Хс,  высоту  ткхй  —  к;  тогда  жожно  показать,  что 


(19) 


Приненъ  плоскость  нижняго  основан1я  за  плоскость  ХОУ;  по  усло[11ю 
площадь  Р  какого-либо  с11чен1я  тЪлл  плоскостью,  параллельною  ХОУ, 
выразится  такъ: 

Р  =  а  -^  Ьх  -\-  сг',  (20) 

гд^:  а^  Ь,  с  н'Ёкоторыя  постоянныя,  а  е  разстиян1е  плоскости  сЪчен'я  отъ 
нижняго  основашя. 

Изъ  (20)  вытекаетъ,    что 

Ро  =  а;    Р1  =  а-\-Ь~-\~с^:    Рз  =  а -{- ЬН  +  ск\  (21) 


По  предыдущему  ин^еыъ: 


'■=^\' 


ес.1н  Ж  означаетъ    объенъ    даынаго    тЪла.    Подставляя    сюда   изъ   (20), 
инте1'рируя  и  пользуясь  (21),  находинъ: 


Съ  другой  стороны: 


(22) 


:-^|(/,-«)Р*=^(з»+6*  +  4)^ 


=  ^(Р.  +  2Р,).  (23) 

Разделяя  (22)  на  (23),  и  получасмъ  (19). 

Доказанная  теорена  ин^етъ  иного  приложений:  съ  ея  помощью 
ыожно  определить  положен1е  центра  инерщи  гЬлъ,  ограниченныхъ  поверх- 
ностью второго  порядка  или  некоторою  многогранною. 


^д|,.е^с^V.^100^IС 
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2)  Центръ  инерцш  конуса.  Площадь  ^  (Фиг.  72)  какою  либо  с'Ьчен1я 
контса  плоскостью,  параллельною  его  основая1Ю,  представитса  такъ: 


«  = 


(24) 


если  е  озиачаетъ   разстоян1е   плоскости    <^  отъ   вершины   конуса  А,  Ь— 
высоту  конуса,  ^о — площадь  основания. 


Формула  (24)  повазываетъ,  что  въ  разснатрнваемонъ  случа'Ь  прила- 
гается творена  1).  Повтожу,  прининая  вершину  А  эас&чеше  съ  площадью, 
равною  нулю,  и  заи^чяи,  что  площадь  ^|  средняго  сЬчешл  равна  -т$«> 
легко  находимъ: 

Л  Ле  ' 

3 
т.  е   2е  =  ~  л.  Такъ  какг  кроы'Б  того  искомый  центръ,  очевидно,  лежитъ 

на  пряной  соединяющей    вершину  А  съ  центроиъ  инерц1и  основашя,  то 
иоложен1е  искомой  точки  найдено. 

ут  Фмг.  78. 


3)  Центръ  инерц1И  полуэллипсоида,  отр^заннаго  одною  и8Ъ  главвыхъ 
плоскостей.  Пусть  (Фиг.  73)  данъ  яллнвсоидъ: 


■4-  ^  4-  —  =  1 
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и  мы  желаемъ  ооред'Ьлить  центръ  инерщи  половины  этого  эллнпсоила, 
отр'ЬзанноЙ  тою  главною  нлоскостью,  которая  проходить  черезъ  среднюю 
и  малую  оси, 

СЬчеше  элипсоида  какою  либо  плоскостью,  отстоящею  па  разстояши 
€  отъ  главнаго  с^чевгя  съ  площадью  пЬс,  будетъ  эллипсъ,  представ- 
ляеиый  уравне111е1съ: 

Следовательно,  цлощадь  Р  этого  с'6чвн1я  представится  такъ: 

Мы  видииъ,  что  теорема  Г)  опять  прилагается,  и  заи'Ёчая,  что  по 
(25)  площадь  Р,  среднего  с'1'>чеи1я  равна  ^  тг&с,  легко  находинъ: 

хс         г  3 

=  -г    или    л^с  ^  -?^  а. 

а  —  Хс         Ь  8 

4)  Пусть  боковая  поверхность  у  т*ла,  разсмотр^нняго  въ  I),  много- 
гранная. Тогда  с11чен1е  этой  поверхности  плоскостью,  парал.1ельною 
основан1яхъ,  будетъ  н'Ькоторыа  нногоугольникъ.  Вершины  многоугольника 
служатъ  точками  встречи  реберъ  боковой  поверхности  сь  плоскостью 
с4чешя.  Пусть  нижнее  осно[1ан!е  лежитъ  въ  плоскости  ХОУ,  а  у1)авнен1я 
какого  либо  ребра  пусть  будутъ: 

дг^аг  +  Ё';     !/  =  ^-^^-     '  (26) 

Разобьенъ  разснатриааемый  нногоугольникъ  на  треугольники;  пло- 
щадь какого  либо  изъ  нихъ  выразится  твкъ: 

—  2  \(У»  —  !/ь)(^с  —  хь)  —  (!/1—рь)*х,'~хь)}  , 

гд4  Ха,  уа,  Хь,  уь,  Хс,  Ус  координаты  вершинъ.  Если  с'Ьчен1е  сд-Ьлано  на 
высот'Ь  е,  то  изъ  (26)  ясно,  что  шющадь  треугольника,  а  сл^Ьд.  и  пло- 
щадь Р  многоугольника  представится  хсЁлою  квадратною  функщею  отъ  г: 

Р=  Л  -{-  Ве  -{-  Сг\  27) 

Такнмъ  образоиъ  теорема  11  прилагается  и  сюда,  если  только  фор- 
мула (27)  годится  для  с1Ьчен1я  на  любой  высот-Ё,  т.  е  если  боковыя  ребра 
идутъ,  не  прерываясь,  отъ  верхняго  основан1Я  до  нижняго. 


0,Э,1,ге^с^^.^-.ОО^1С 
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Прилагая  полученный  резульгатъ  къ  полной  пиранид'Ё,  находииъ, 
что  ея  центръ  иверЦ1И  отстоитъ  отъ  основанхл  на  четверть  высоты  пн- 
{■акнды. 

§  158.  Теоревы  Рарраа-0|1М1п*а.  Непосредстиенно  пользуясь  лыря- 
же11]Я]1и  для  координатъ  центра  инерцхи  данной  кривой  или  данной  пло- 
щади, легко  у&Ьждаенсл  въ  справедливости  сл'1^дующихълбух'ь  теоремъ: 

1)  Если  плоскую  кривую  повернуть  около  какой  либо  оси,  лежащей 
иъ  плоскости  кривой,  на  некоторый  уголъ,  то  величина  части  поверх- 
ности вращенЕя,  оннсанной  кривою,  равняется  длнн1{  кривой,  умноженной 
аа  .иину  пути  ея  центра  инерцхи. 

2)  Если  какую  либо  площадь  повернуть  на  некоторый  уголъ  вокругъ 
оси.  лежащей  съ  данною  площадью  въ  одной  плоскости,  но  не  встр!.- 
чаюи1ей  ея  периметра,  то  обьемъ  части  гЬла  враще{11я,  онисанняго  пло- 
щадью, равняется  произведен1ю  величины  площади  на  длину  пути  ея 
центра  инерщи. 
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159.  Квадратичный  ноиевтъ.  Кпадратичаынъ  нонентоыъ 
данной  системы  11атер1альныхъ  точекъ  вокругъ  даанаго  полюса  называется 
сукна  произведец1й  иассы  каждой  точки  на  квадратъ  ея  разстоян1я  отъ 
взятаго  полюса.  Пусть  полюсъ  служитъ  началожъ  координатъ;  рад1усъ 
векторъ  кавов  либо  точки  массы  Ш!  съ  Еоординатани  Х1,  у\,  г\  означинъ 
черезъ  р|;  тогда,  если  число  точевъ  равно  м,  квадратичный  нонентъ  К 
данной  системы  представится  такъ: 

К^У  ш, рг  =  У  «I; (з:,* -1- у?  +  г?).  (1) 

1=1  г=\ 

Найденъ  зависимость  между  квадратичныиъ  ноневтомъ  системы  около 
любого  полюса  (напр.  начала  координатъ)  и  квадратичныиъ  моневтомъ 
Кс  системы  около  ея  центра  инерции  С.  Съ  этой  ц'Блью  крон'^  осей  коор- 
динатъ ОХУЖ  введемъ  еще  оси  СНГ2,  параллельныл  прежвииъ,  но 
им41ЮЩ1я  начало  въ  центр^Ь  инерфи  С  (х^,  уе,  ^Л-  Координаты  массы  пи 
по  отноп1ен1ю  къ  новынъ  осямъ  пусть  будутъ  $(,  Ч(.  С1;  тогда 

Х1  =  Хс'\'  2(;    у(  =  у. + "Ни    ^1  =  г,  Ц- !(.  ( 2) 

Изъ  (1)  на  основании  (2)  имЪенъ: 


л:  =  ^  ,»,  (I.'  +  ;,.■  +  ,.')  +  2  ж,  (5,'  +  ч,'  +  «  + 
п  п  н 


С.у1,2ейг;Сп001^1С 
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Но  Эйн^чая,  что 

п  п  п 

\  ш,  5(  =  У  М(  г„  =  \  пи  С,  =  О,  (4) 

г=1  г=1  1=1 

тпкъ  какъ  кентръ  инерщи  лежитъ  въ  начале  осей  С=Г2,  н  полагая  для 
сокращен)я: 

^  пи  =  М,  (5) 


К^  М^.^  +  К,;  (в) 

т.  V.  квадр.  нонентъ  систеиы  около  любого  полюса  равняется  квадр.  но- 
ненту  системы  около  ея  центра  инерцш,  сложенному  съ  квадр.  моментомъ 
самого  центра  инерц1и,  если  нриыеиъ,  что  масса  центра  инерц1и  равна 
ыассЬ  всей  системы. 

Выражению  для  Кв  легко    иолемъ    дать    иной  видь.    Изъ  (3)  и  (6) 
инДень: 


21:,=:^ш,(2.г  +  ^  +  С. 


1  =  1 

Нетрудно  вид'Ьть,  что 


X   '"(  ■  л  "''  '(*  =  (      У  »'1'*  )  +  л,  ^И!  »>>  (^ 5/1'. 

(-1      (=1  4  =  1       ^        1,^ 

гд'Ё    последняя    сумма    берется   по    всЁмъ    различнымъ    значкамъ    1  и  з 
отъ  1  до  и. 


Нодобнымъ  оФразонъ 


V  т, .  у  т,  ц,^  =  (  У  '«'Пс )  +  У  »1  «>  (1*  —  ^иУ\ 
г  =  1     г!^1  ^^=1        '^        П 

(  =  11  =  1  »  =  1  ^,^ 

0,д,1|гес1оуСо0^1е 
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Складывая  и  пользуясь  а)  и  (5),  находимъ: 

М.К,  =  Ут,  ,„1 1  й  -  ^^V  +  щ,  -  V)'  +  Л  -  у ); 


-^'-ж!' 


гд'Ь  Р|>  разстоян1е  между  пассами  т,  и  ту. 

161).  Моментъ  ннерц1н.  Моментомъ  инерц1и  данной  системы 
иатер1альных'ь  точекъ  вокругъ  н1жотороА  оси  называется  суииа  произве- 
ден1Й  квадрата  разсгоян1я  1«1ждой  точки  отъ  взятой  оси  на  массу  этой 
точки:  т.  е.,  если  моментъ  инер[(1и  около  оси  {Г  означинъ  череэъ  Л,  а 
разстоян)е  точки  съ  массой  т(  отъ  этой  оси  означимъ  черезъ  рь  то 

Л=У  т,р;2.  (7) 

Изъ  этого  выраже111я  видинъ,  что  моментъ  инерцш  величина  суще- 
ственно положительная  и  можетъ  обратиться  въ  нуль  лишь  въ  тоиъ 
случа'11,  когда  всё  матер1альныя  точки  расположены  на  прямой,  совпа- 
дающей со  взятою  осью. 

Если  массы  расположены  сплошнымъ  образомъ,  то  вн{»:то  сунны 
ии:Ёемъ  интегралъ: 

ГД'Ь  3  плотность,  а  ^V  элсментъ  объема. 

Подобно  тому,  какъ  это  было  сказано  въ  §  155,  иной  разъ  прихо- 
дится рязсматривать  моменты  инерщи  массъ,  расположенныхъ  по  поверх- 
ностяиъ  или  по  лишянъ.  Конечно,  и  зл'Ьсь  такое  расположен1е  массъ 
сл'Ьдуетъ  разсиатривать,  какъ  вспомогательное  геометрическое  построение 
или  принимать,  что  одно  или  два  инм'6рен1я  объема,  заполнеянаго  кассами, 
настолько  малы,  что  мы  считаемъ  себя  въ  прав'Ь  не  принимать  ихъ  въ 
разсчетъ. 

Для  массъ,  расоред^^ленныхъ  по  поверхности,  тройной  интегралъ  (8) 
зам'Ьнится  двойнынъ: 

Л=  15  Р^>,й5,  (9) 

гд4  0|  поверхностная  плотность,  а  из— элементъ  поверхности. 
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Ддя  нассъ  линейныхъ  ии'Ёенъ  интегролъ  одиночный: 

гд'Ё  32  линейная  илотвость,  а  <й — элеыентъ  дуги  той  кривой,  но  которой 
распределены  массы. 

Фнг.  74. 


^^ 


161,  Завненшость  кежду  моиентаин  нперщн  вовругъ  параллвль- 
иыхъ  осей.  Для  того,  чтобы  вайти  зависимость  между  моментами  инерцш 
вок[)угъ  параллельиыхъ  осей,  сравнииъ  моменть  инерЦ1И  7'В(1кру1-ь  какой 
лнСм)  оси  и  съ  моментомъ  ннерд1и  7'  тЬхъ  же  иассъ  около  оси  V'.  па- 
рал.1е.1ьноЙ  I/,  ио  проходящей  черезъ  центръ  инерщи  рвзсматриваемыхъ 
нассъ.  Примемъ  ось  011'  (Фиг.  74)  за  ось  г-овъ,  а  плоскость  ХО^  про- 
ведемъ  черевъ  ось  СГ;  озвачинъ  разстоян1е  матер1альной  точки  т;  отъ 
ми  Р"  черезъ  р,,  отъ  оси  V'  черезъ  п-  Пусть  уголъ,  образуемый  с;  съ 
п-юскостыо  Х02,  будетъ  (р(,  тогда 


гд'Ь  XI  координата  точки  гщ . 

Изъ  ЛлАпг(  им'1>емъ: 

р,г  =  г,^-{.а^  —  2  йи  соя  «р,  =  »-,='  -|-  й^  —  2  й .  л;; , 
ес1н  Л  разстояше  между  осями  ^7  и  V'. 

Умножая  полученное  выражен1е  на  г»!  и  складывая,  получаемъ: 

У  т,  р,2  ^  У  ги( Г!"  +  Д»  ^  т^  -  2й  У  т;  :с(. 

Но  ^»11Х(=0,  такъ  какъ  по  условш  центръ  инерц1и   лешитъ  на 
02;  съ  другой  стороны  по  опрел'!&лешю;  ^]  т^^^^^=^•,  ^  т^^^^^',  сл-Ьд, 


:  2  т*  означаетъ  массу  всей  системы. 


(10) 


),Соо'^1е 
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Отсюда  легко  вывести  соотношеше  нехду  ноиентяыи  иверцж  ^  и  сГ] 
вокругъ  любыхъ  параллельныхъ  осей  17  и  Щ. 
Для  ноыевтя  ^^  ин1Ьемъ  ао  (10): 

^^  =  Г  -\-  ЛГ.(?Л  (II) 

если  й|  означаетъ  разстояте  между  (7]  и  и'.   Вычитая  (11)   изъ  (10),  и 
получаемъ  искомую  зависимость: 

^  —  ^^  =  М.{^~(^,').  (12) 

и.  76. 


162.  Завневшоеть  между  моментанв  ниерц1н  вокругъ  оееК,  про- 
ходящвхъ  чфреаъ  одну  м  туже  точку.  Эллмпеовдъ  ннерц1в.  Прове- 
ведеи]я  ннерц1и.  Перейденъ  теперь  къ  сравнен1Ю  между  собою  номен- 
товъ  инерцш  вокругъ  осей,  проходящихъ  черезъ  одну  и  туже  точку. 
Беренъ  эту  точку  за  начало  декартовыхъ  осей  0ХУ2.  Пусть  ыаправлеи1е 
проиавольной  оси  17  характеризуется  косивусаив  а,  ^,  у.  Рад1усъ  векторъ 
От1  (Фиг,  75)  какой  либо  точки  съ  массой  т  озиачимъ  черезъ  п,  раз- 
етояте  пц  отъ  оси  II — черзър(,  а  уголъ  п  съ  Г/"  пусть  будетъ  (р(.  Тогда 
для  момента  инерфи  Л  давной  систены  около  оси  017  ии^емъ  сл'1Ьдую- 
щее  выражен1е: 

^щ  =  У   »И(  р,*  =  X  т|  г!*  вт^'!р(  =  д  «( Г1'  — У   '"'  *"**  '^<'**  '?>  ■ 

Отсюда  пользуясь  очевидными  равенствами: 

ч'-\-^'  +  -{*==^и     а:(^-|-№^  +  г*^=»Ч^;     п  сое  ^,  =  оа:,  +  ^.у,  +  Т'. ; 
получаемъ: 

Л  =  (а'  +  ?^  +  Г.^)^  т,(х,'-{-у,^-^1,^)-'^  т^^'^x^-\-}^,^  +  щ)К 

Располагая  по  степенямъ  воеинусовъ,  находимъ: 

^,=Лл^-\-  В^'-\-С■{'~'2^^■^  —  2Е•^а~2^а^,  (13) 

^уI,.е.^.^V^_-.ОО^IС 


гл.  XXI  §  162.  нонюты  ияЕРЩи.  319 

гд-Ь 

В  ^^=2_,  *^^^У^^|'',     Е=:  \пцв1Х1;     ■Р'=  V  »(;«( ^, .  (15) 

Количества  А,  В,  С  представляютъ  собою  моменты  инерц1и  око.ю 
осей  координатъ:  Л — около  ОХ,  Л— около  ОУ,  С — около  02. 

Количества  В,  Е,  ^^  носятъ  наэваше  произведени  инврЦ1и. 

Цолученное  нами  вираже111е  (13)  показываетъ,  что,  если  мы  знаемь 
три  иомента  ияерцш  около  координат  ныхъ  осей  и  три  еоотв'Ьтственныхъ 
произведетл  инерц1и,  то  съум^емъ  вычислить  моменты  инерц1н  вокругь 
любой  оси,  проходящей  чере!|ъ  начало   координатъ. 

Чтобы  иаглядв'Ёе  выразить  ;<ависинос7ь  величины  момента  инер111и 
отъ  ваправлетя  оси,  употребимъ  сд^дующЕй  геоиетричсскШ  пр1емъ.  Ста- 
ненъ  откладывать  отъ  начала  координатъ  но  направлен1ю  взятой  оси 
векторъ  р,  длина  котораго  была  бы  обратно  пронорщовальаа  корню  квад- 
ратному ияъ  соотв'!Е1тственнаго  момента  инерц1и,  т.  е.  пусть 

Р  =  ^,  (Ш 

гд^  I  некоторая  постоянная.    Координаты  конца  построеннаго  нами  век- 
тора оэвачимъ  X   Г,  X;  тогда 

Х=^а;    г=_^р;    г=^~^-1.  (17) 

1/Л  1/Л  1/Л 

нножииъ  об^ 
зуекся  (17),  то  легко  найдемъ: 

ЛХ'-\-ВГ''\'С2^^'2  0Гг-'2Егх  —  2ЕХГ=К  (18) 

Мы  видинъ,  что  геонетрическинъ  и'бстонъ  концовъ  иостроениыхъ 
векторовъ  служить  центральная  поверхность  второго  порядка.  По  (16)  и 
^  160  поверхность  эта  не  нояетъ  им^ть  безконечно  улаленныхъ  точекъ 
за  исключен1емъ  того  случая,  когда  вей  натер1альныя  точки  лежать  на 
пряной,  проходящей  черезъ  взятый  полюсъ.  Въ  посл^дкемъ  случай,  какъ 
легко  показать,  поверхность  (18)  обращается  въ  цилиндръ  вращенЕя. 
Такнхъ  образомъ  при  всякомъ    другомъ    рясположен1и    массъ  разсматри- 


0|д|1|гес1 
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ваеман  центральная  поверхность  кожетъ  быть  только  элдипсоидонъ;  поз- 
тоиу  она  и  носить  нязван1е  эллипсоида  инерЦ1И,  соотв{1тствую)цаго 
ьаятону  полюсу  Собственно  говоря,  данному  нолюсу  соотв4тетвуетъ  без- 
чистенное  множество  цодобныхъ  другъ  другу  эллипсоидовъ  инерцш,  отли- 
чающихся одинъ  отъ  другого  эначенйемъ  постоянной  I;  но  обыкновенно 
И8Ъ  семейства  подобяыхъ  поверхностей  выбирается  та,  для  которой  зва- 
чеи1е  I  иаибол'!Ёв  просто.  Хы  почти  всегда  будеиъ  принимать  1^1  к 
сл'Ьд.  писать  уравнен1е  эллипсоида  инерши  въ  таконъ  вид'6: 

ЛХ'-}-ВУ^-\-Сг^  —  '^ВУ2  —  2Е2Х-2ГХГ=1.  (19) 

Когда  аа  оси  координятъ  возьменъ  нааравлвн1я  главиыхъ  д1аметровъ 
поверхности  (10),  то  урявнен1е  эллипсоида  приметъ  видъ: 

АХ^  +  ВУ^  -\-  сг^  =  \\  (20) 

и  сл'Ёд.  ъи^сто  (13)  будеиъ  им'бть: 

Л  =  Ла'  +  Л?=  -1-  С^'.  (21) 

Отсюда  заключаемъ,  что  черезъ  любой  полюсь  всегда  кроходять 
три  такихъ  взаинноортогональныхъ  оси,  что  для  нихъ  произведен1я 
инерщи  обраи(,аются  въ  нуль.  Упонянутыя  оси  носятъ  назвате  главных'1. 
осей  инерцж  лля  взлтаго  полюса,  а  моменты  ннерц1и,  имъ  соотв^Ьтствуюп111.>, 
называются  главными  моментами  иперц1и  для  даннаго  полюса.Когда 
за  полюсь  взятъ  центръ  инерцш,  то  эллипсоидъ  инерц1и,  главный  оси  и 
г.1авные  моменты  принимаютъ  назиан1я  центральнаго  эллипсоида, 
главныхъ  центра л ьныхъ  осей  и  главныхъ  центральныхъ 
моментовъ  инерц[и. 

Когда  элипсоидъ  инерц1и  для  взятаго  полюса  трехъосный,  то  вс* 
три  главныхъ  момента  инерцш  ра.зличпы,  и  одинъ  изъ  нихъ  ин'Ьетъ 
наибольшее,  а  другой  наименьшее  значен1е  между  моментами  вокругь 
любыхъ  осей,  проходящихъ  черезъ  взятый  полюсъ. 

Когда  эллипсоидъ  инерц|И  для  взятаго  полюса  представляетъ  собою 
поверхность  вращен1я,  то  два  изъ  главныхъ  моментовъ  инерфи  стано- 
вятся равными,  причемъ  всетаки  мовентъ  вокругь  любой  оси  черезъ 
полюсъ  содержится  между  главными. 

Наконецъ,  когда  эллипсоидъ  инерфи  обращается  въ  сферу,  моменты 
инерфи  около  вс11хъ  осей  черезъ  полюсъ  равны  между  собою. 

ЗамЁтнмъ,  что  не  всяк1Й  эллипсоидъ  можетъ  служить  э.1липсоидоыъ 
инерщп.  Пусть  главные  моменты  ннерфи  такъ  располагаются  по  своей 
величин:^:  Л<.В<С  С;  тогда  во  всякомъ  елуча*: 

А  +  В>  С. 


1уСооз1е 
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ДМствительно  инъ  (14)  видно,  что 

.4    -I-    В  =(-.'+   У  т^г^К 

Такъ  какъ  въ  (20)  коаффищенты  А,  Б,  С  обратно  пропорцюнальни 
кввлратанъ  иолуоеей  понерхно<'тй,  то  отсюда  заключаенъ,  что  яллипсоидъ: 

„!    Т^    (,2    ^   С  = 

при 

а  >  Ь  >  с, 

ножетъ  служить  эллиисондохъ  ин(^р11ш  лишь  при  условги: 

1вЗ.  Плечо  ннерц1н.  Гнрац1онный  вллнпеондъ.  Выражен1ю  для 
момента  инерц1И  •/  >1агер1а.1ьной  системы  даютъ  иногда  ст'};дую1д1й  видъ: 

^  =  .V■^^ 

гд-Ь  М  масса  всей  системы.  Изь  раам'Ьровъ  величины  ^  нетрудно  заклю- 
чить, что  а  представляетъ  собою  длину.  Длина  эта  носитъ  наэвАн1е 
плеча  инер111и  данныхъ  массъ  по  отношен1ю  ко  взятой  оси. 

Если  уравнен1е  (18)  эллипсоида  инерц|и  отнесемъ  къ  главныиъ 
д|аиетрамъ,  дадимъ  постоянной  1^  значен1е  М  и  введемъ  плечи  инерц1и, 
т.  е.  ооложинъ 

А  ^  Ма^ :     В  =  М1>- ;     С  =  Мс^ ; 
то  получикъ 

<гл-2  +  1,^у^  +  с^г^  =  1.  (23) 

Кром'Ё  эллипсоида  инер]11и  важную  {Юль  въ  неханик'Ь  играетъ  и 
другая  поверхность,  носян^ан  назвап1е  эллипсоида  гнрац1оннаго. 
Получается  ока  иаъ  эллипсоида  инерц1И  сл^дующиыъ  иостроен1енъ. 
Беремъ  на  эллипсовд'Б  (23)  произвольную  точку  (х1,  у1,  К1)  и  строимъ  въ 
этой  точк11  касательную  къ  иоверхности  плоскость: 


IX  -\-  тУ  -\-  п2  —  И  =  О,  (24) 

21 
^уI,.е.^с^V^^ООЗIе 
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гд4  X,  У,  2  текущ1я  координаты,  а 

при 

1 


8г  г 


1*а;,^  -|-  ^^1^-1-  с*г,^ 


Величина  В  представ.1нетъ  собою  разстоян1е  плоскости  (24)  отъ  на- 
чала координатъ,  т.  е.  отъ  1(ентра  эллипсоида. 

Опускаенъ  иэъ  центра  эллипсоида  лерпеидивулярь  на  плоскость 
(24)  и  откладывпемъ  по  атому  перпендикуляру  длину  й  обратно  пропор- 
цшнальиую  Ь: 

1'д'Ь  &  н'Ькоторая  постоянная.  Геометрическое  н^сто  концовъ  отложен- 
ннхъ  длинъ  7^  и  будетъ  искомою  поверхностью.  Для  получен1л  ея  урав- 
нен1я  нанонемъ  координаты  конца  вектора  Л  череаъ  х.  у,  х\  тогда  по 
предыдущему: 


8  ' 


=  у"-  (26) 

Но  ияъ  (25)  имЬемъ: 

;Гг  +  ^  ц-^'  =  8^«>.^  +  л^,^  +  с^^1')=г^. 

Умножая    об{1    части    на  Х-*  и  пользуясь   (26),    получаенъ    отсюда 
уравпен)е  искомой  поверхности: 

^  4-  ?^  4-  ^  —  А-2 
„2  +  Ь7  +  с5  -  *  ■ 

Постоянной  к   мм  будеиъ  обыкновенно  дашть  значеше  равное  еди< 
ниц'Ь  и  писать  уравнен1е  гирацюннаго  эллипсоида  подъ  такинъ  внлонъ: 

!^  +  1^ +  '=  =  '•  '"' 

Ксли  бы  мы  цожелали    оставить  уравнен1е    эллипсоида    ннерцш  въ 
вид'Ь  (20),  то  урйвнен1е  гирй|;10ннаго  эллипсоида  было  бы 

^  +  |'  +  -;!  =  "«"■•"■  (28) 

напр.  едиинп,-!^. 

0|д|111ес1оу  Сл0091С 
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1в4.  Эллвпт1чее1Е1а  координаты.  Прежде  ч^мъ  перейти  къ  ииу- 
<{еа1ю  расорел^>ле11111  главныхъ  осей  иве)>ц1и  въ  пространств'^,  познаво- 
хккгя  съ  тою  системою  криволинейнмхъ  коорлинатъ,  которая  носить 
иазвав1е  эллиптической. 


Разсмотрнмъ  равенство: 


"'  + 


_     л г 1 •___ 


(2! 


Когда  здЬеь  X  ин'Ёетъ  ностомнное  значен1е,  я.  х,у,  г  щюдставляют 
1'о4)0ю  текупця  координаты,  то  равенство  (29)  служнгь  уравнен1е)1Ъ  н'Ь 
которой  центральной  поверхности  второго  норядва. 

Если  же  дадикъ  а-,  у,  г  как1я  либо  постоянны»  знячеи1я,  то  ряне1 
1-ТВ1)  (29)  обращается  въ  кубичное  уравнеи1е  относительно  1,  нм'ЁющО! 
какъ  сейчйсъ  убедимся,  нсЬ  три  корня  вещественные    Пусть 

«г  >  /,:  >  сК  (3{ 

Перецосимъ  въ  (29)  ве-Ь  члены  въ  одну  часть  и  вводимъ  обозни 
чен1е  у  (X): 


««  =  ТГ^Т    +  1Л7Т    +  ■ 


Даемъ  1к  значен1(:  Ц-   '" ;  тогда  видимт.,  что 

у,+  сс)=-1<0.  (З! 

Зат^н  ь  нолагаенъ  X  ^  —  с'  -|-  е^,  гд*  6^  весьма  малая  величиш 
Тогда  знакъ  всего  выражен1я  ^(к)  будетъ  зввисить  отъ  знака  третьяг 
члева,  и  сл-Ьд 

У  (-с'  4-8')  >  У.  (:-1с 

Изъ  (32)  и  (33)    заключяемъ,    что   между  -|-°°    и    — <■'   уравнен! 

У1Х)^0  ин'&етъ  но  крайней  м^р-Ь  одинъ  корень;  означимъ  его  черезъ  * 

Даемъ  снова  X  значен1е  — с^  —  е^  и  зятЬмъ  — Ь--\-ё^;   находим ь 

е(— <•'  —  е=)<0;     ^(— />:  +  (2)  >  0: 

с-|*д.  опять   уравненк'  (^(Х):=0  нм-кетъ  веп1,ественный    корень  1г  межд 


.^с^С0ОзIе 
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Наконецъ,  полагая  1^  —  Ъ^  -^  и  1^  —  а'^-\-г^,   уб11ждаенсл,  что 

^{—  Ь"  —  г^)  <  0;     У(-  а?  +  е=)  >  О, 

т.  е.  трет|й  вещественный  корень  Хз  лежитъ  между  ~  Ь-  м.  —  «^ 

Итакъ  корни  уравнен1я    ^(1)^=0    можно    расположить    въ    таколь 
порядк'Ь: 

4-  оо  >  ;11  >  -^  с^  >  Аг  >  —  Ь2  ->  1^  >  _  „!.  ,34) 


Три  уравнен1я: 


+ 


У'\_ 


-^•'      ^ у!_  +     '^'      =  ] 


„г^1з    -г    ^,г^^ц    ^    с" -1-/3 

даютъ  наиъ  три  центральныхъ  ноиерхности  второго  порядка,  проходл- 
щихъ  черезъ  данную  точку,  Ксли  прниеиъ  во  вниманк*  неравенства  ГЗО) 
н  (34),  то  видимъ,  что  первая  изъ  нихъ  будетъ  эллипсоидомъ,  вторая — 
однополымъ,  третья — двуиолымъ  гипербол  он  до  мъ. 

Такъ  какъ  между  квадратами  полуосей  птихъ  поверхнттей  им11ютъ 
нТсто  соотнои1ен1я; 

(0^  +  1,)  — «г  =  {М+->,)-/.г  =  ((.-^  +  >,)  — с=  =  );:     ;  =  1,2,  3; 

то  вс'й  три  поверхности  софокусны  съ  основ1гмнъ  :*л.1  инсондомъ; 


^  +  ?Г  4-  -  =  1 

«»    ^    /,2    ^    С^  ' 


Количества  >1,Хг,  ^з  можно  принять  за  три  криволинейный  коорди- 
наты данной  точки  (X,  у,  г).  Тогда  венкой  точк'Ь  будетъ  соответствовать 
своя  систеиа  значен1Й  этихъ  коордннатъ.  Ыаоборотъ,  давши  значен1л 
количестваиъ  Х^,  ).2  и  )з>  мы  можемъ  онрел-]^лить  ноложен1е  точки,  только 
не  однозначно,  потопу  что  поверхно1:ти  (35),  (36)  и  (37)  нерес^^каются 
не  въ  одной,  а  въ  восьми  точкяхъ.  Координаты  X,,  л^,  Хз  носатъ  назван!)- 
коордннатъ  эллиптическихъ. 

Когда  количестио  Ух  проходить  рядъ  иначенйй  между  — с^  и  +  ■»- 
эллипсоидъ  (35)  изн^^няется  отъ  эллиптической    пластинки,    лежащей   иъ 


0,Э,1,ге^с^^^-.ОО^1С 
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плосЕОсти  ХОУ  и  ограниченвой  эллипсонъ: 

до  сфрры  безконечпо  большого  рад1уса. 

Когда  количество  ^г  проходить  рлдъ  знйчен1Й  между  — Ь^  я  — с^, 
одноиплый  гиперболоидъ  (36)  н:т-%ииег1:к  отъ  гиперболической  пластинки, 
лежап(ей  въ  плоскости  ХО!^  и  ограниченной  гиперболою: 

-г^.-.    -    -рА^  =  1  ,  (40) 

до  п.Й  части  11л<1ск1нтн  ХОГ,  которая  лежитъ  вн*  эллипса  (39;. 

Когда  количество  З13  проходить  рядъ  значен1Й  нежду  — й'  и  — 6*, 
'[«уполый  шперболоидъ  и:1м11пиотся  отъ  плоскости  У02  до  той  части 
плоскости  Х02,  которая  лежитъ  виЬ  гиперболы  (40). 

06^  кривым  (39)  и  (40)  проходятъ  соотв11Тственио  одна  черезъ 
•(юкусы  другой  и  иредстав,т11§этъ  собою  геометрически  н1'.ста  тЬхъ  точекъ, 
для  которыхъ  дв1:  э.1липтическ1я  координаты  равны:  для  я.иипса  (39) 
1,  :=)12,  а  для  гиперболы  (40)  12  =  Хз. 

Направлец1е  нормали  къ  иоперхности:  1р(л?,  у,  2)=0,  определяется 
косинусами  а,  ^,  |: 

а  =  1^     а  =  -!-^-    7  =  1^ 


«*^  =  =  т/Ш'+ШЯ0 


Поэтому,  если  .чв'Ь  поверхности: 

^[х,  у.  *1  :=  0;     ф(з-.  у,  г)  =  0;  (41) 

встр-Ьчаются  въ  точк*  [х,  у,  г)  ортогонально,  то  должно  быть  соблюдено 
услов1е: 

^  .  ^  4-  —  •  —  +  —  -  —  =  0.  (42) 

дт     дх  ду     ду  дг      де 

Если  теперь  изъ  (35)  вычтемъ  (Зй)  и  полученный  реэу.тьтатъ  сокра- 
тимъ  на  (1;  —  Х]),  то  найдемъ 


.^с^С0ОзIе 
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А  это  равенство  и  будетъ  услов1е  (42),  прии'^ненное  къ  поверхво- 
стннъ  (35)  и  (36).  Тоже  можно  показать  я  относительно  лругихъ  двухъ 
паръ  поверхностей  (35),  (36)  и  (37).  Такииь  образонъ  убеждаемся,  что 
новая  система  координатъ  будетъ  ортогональною. 

Чтобы  выразить  декартовы  координатц  яинынъ  образомъ  черезъ 
.')Л.11)нтическ1я,  снова  обращаемся  къ  уравнен1ямъ  (35),  (36)  и  (37).  Исключа» 
изъ  нихъ  одну  изъ  координатъ,  нанр.  х,  получаемъ: 

_(^  —  а^\        ,  (еД  — М)уг        ^ 

(а*-Ь1,)(в*  +  >з)  "*"  (А'  +  ^|)С*'4-'Ч> 

(а^  +  1г)  (а^  +  *з)   "^  ("Ь'  +  Хг)  (6^  +  ^э) 
Исключая  отсюда  у^,  находнмъ  окончательно: 

.*:  ==  ^  1  /("'  +  ^1)МВЕМРЗ->)  ■  (44> 

V  (аг  —  Ь^Дй!  — с^) 

и  подобнмхъ  обраэоиъ: 

„=  -  1/(*'+м>^+л1^*'+;ь».  (45) 

|/  (62  — сЗ)1г,г_„г,         ' 

^  =  ±  1  /Ч?+~Х."К?ЩЖ±^  .  (46, 

р  (с^  -аг;(с2_й2) 

Если  принять  во  вникан1е  неравенства  (30)  и  (34»,  то  легко  видЬть. 
что  подрадикальиыя  выражен1я  всегда  положительны. 

Въ  заключен1е  выведемъ  н'!Бкоторыя  всномогательныя  формулы,  кото- 
рыми наиъ  придется  впост-Ьдствж  воспользоваться.  Равенство  (31)  можно 
цереписать  такъ: 

^^}.^).(а■'-\-^>:){Ь■'-\-\)(с^^-X)=  -  а— 1,)(Х--Х2)а  — 3^з1.         (47) 

ДМствительно,  съ  одной  стороны  корнями  уравнения  ^(Х)^^0  слу~ 
жать  XI ,  Хг  и  Х, ,  а  съ  другой  стороны,  если  ве4  четыре  члева  выражения 
<^{1)  привести  къ  общему  знаменателю 

(я=4-Х)(б2+Х)(с2  4-х), 

то  коыффн1центъ   при    высшей    степени   X  въ  числителе  будетъ   равенъ 
отрицательной  единиц-Ь. 


^уI,.е^::^С100^IС 
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Итакъ  по  (47) 

Найдемъ  теперь  значен|е  производной 
Л 


для  Х  =  *1 .  Нетрудно  вид4ть,  что 


дут  ^  (1-»,)а-»з) 


+  Л/. (1-й 


гд1.  черезъ   М   означены    члены,    необращаюи;|еся  въ  безковечность  для 
1=11-  Давая  1  значен1е  Х] ,  находи  нъ; 

I  *     )1_1;   ■  1«'  +  11)№'  +  »,)(«'  +  )ч)'  ' 

Съ  другой  стороны  нзъ  (31)  нмйемъ; 

I  ^''     /х^,!^       (й^+^И'         ('»'+*!''         (0^+1,1=  • 

сл^ловательно  но  (49) 
г.2=       ^'        ,         -Г        ,         ^''       _  _    0^-  1:)а_?_-  1з)  _      ,=(), 

что  и  же.1а.1и  получить.  Къ  фориул-Ь  (50)  присоединяются  еще  дв^: 

(1г  — }1з)(Аг  — X,) 


-.+ 


1в&.    Распрел'Ьлен1е   главвыхъ  осей  ннерц!»  въ  пространстве. 

•1айиеися  теперь  р'Ёшен1еиъ  ст'Бдующаго  вопроса:  какъ  по  даннынъ  глав- 
нымъ  центральныиъ  ыоментанъ  инерцш  вакихъ  лиЛо  нассг  и  по  данпыиъ 
иапранлец^ямъ  главныхъ  цекгральныхъ  осей  инерцш  найти  иоментъ 
няерЦ1и  тЬх'ь  хц  массъ  около  любой  оси,  а  также  определить  направлеп1е 
главныхъ  осей  инерцш  для  любого  полюса. 


.^.^^00^1с 
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Воньнемъ  центръ  машъ  м  11ача.10  лекартпвыхъ  координатъ  и  сов1|1'- 
отимъ  координатныд  оси  еъ  гланными  центральными  осями  инерцпг 
Пусть  моменты  инерц!»  око-то  ОХ.  ОТ,  ОЯ^Лудутъ  соог'в'Ьтственно  Л,  В,  С- 
Беремъ  нроизво.1ьный  полюсъ  К  съ  координатами  х^,  у»,  г»;  пусть  черезъ 
него  проходить  ось  II,  определяемая  ЕОсинусами  а,  р,  ■^.  Искомый  номент-ь 
ннерц1и  около  оси  II  оэначинъ  черезъ  ^»,  а  моментъ  инерцж  ако.1о  оси 
П',  парал.1ельной  II,  но  проход» п^ей  черезъ  нача.10  координятъ,  т.  е  центръ 
массъ.  пусть  будегь  Л'.  Тогда  по  {(О): 


^,  =  ,/.'  4-  МЛ^, 


(53) 


гд'Ь  Л  1«зсгоян1е  между  осями  V  и  1]',  а  М  масса  всей  системы.  Но  (Фиг.  76): 

^г  =  )>г.ч;и2(»ч,  II)  =  ^^^  —  п^со$^{г„,  II)  = 
=  -п'  +  У*^  +  л'  ~  Ыч  +  у>Р  -I-  г»у|!  ^ 


Ксли  же  воспольяуемся  соотношен1енъ: 


(Й4| 


то  получимь: 

,1^  =.  з:*»(?>  +  1»)  4-  ^<7'  +  »^)  +  л'(а«  4-  ?'1  - 

-  2у»г,3т  -  ^^ьгаа  -  2.|-*у*а?.  (5Г)| 

Съ  другой  стороны  по  (21): 

Л'  ~  Аа^  +  ВР>  -Ь  С^\  (56) 

Пользуясь  (55)  и  (56),  вместо  (53)  им*емъ: 

^.  =  А^п'-\~^^^^^-\-  Г*^»-  гк*?^  — 2Л\уа  — 2Лф         157) 
^д|,.е^с^V.^1бо^IС 
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гд-Ь 

^.==^+ЛЛ^+^*'';    В,^В-\'М(г,^-\-х,^)[    С.=С+ДГ*а^*»+-у.'Л  (58) 

2>(  =  Л///,Г(     Е>  =  */■--,**     Г^  =  Же*  у*.  (59) 

Формула  (57)  въ  свя-чи  гь  (йб)  и  (59)  опрод^-тяетъ  по  нашинъ  дан- 
ныиъ  искомый  нонентъ  ^и. 

Чтобы    найти    направлшйя  [давныхъ  осей  инерцш    д.1я  нолюса  К, 
стаиимъ  искать  тах.-ш1в.  функц!»  Л  (57)  въ  иависииости  отъ  значен! 
а,  3.  1,  т.  е.  отъ  направленш  17;  при  утомъ  должно  принять  во  вннман! 
С-00ТН0Ш0В1С  (М).  По  изв'1>стны11ъ  аравиланъ  получаенъ  топа  сл^^дующ! 
три  равенства: 

^*а  —  ^^^Р  —  /:*7  =  ./а; 

—  1^\'■^   +    й?  —  УЛТ  =  '''?;  (60) 

—  /-Ла  -   />»?+  <^Г(   =  .^Т. 

Введеный  нами  яножител).  ^  долженъ  быть  кирнцыъ  уравнен{я: 
1    А^  —  ,Т            -Гь  -  Еь     \ 

—  1-\  Вм  —  ^  -  1Н      '    =^    I).  (61) 

-  Е,  -Л,  С,-^ 

Уравнен1с'  ато  получитгя,  когда  11ри)>пвннем'[>  нулю  определитель 
лннейныхъ  однородныхъ  урайнсн1Й  (НО». 

Если  равенства  (60)  умножииъ  соотв11тс'Твенно  на  а,  р,  у,  сложинъ 
и  сравнимъ  съ  (57),  то  увидимъ,  что  ,Т  представлиетъ  собою  ничто  иное, 
какъ  искомый  тах1П1.-т!п1тит  г7..  Другими  словами  корни  ^^,  /:,  ^з 
уравяен1я  (61)  служатъ  г.тавнымн  моментами  ин^рщи  для  полюса  К;  соот- 
в*гствующ1Я  этимъ  корнямъ  направлрн1я  главныхъ  осей  инерЦ1И  опреде- 
лятся косинусами  а,,  3(,  ■{^  ((  =  1,  2,  3),  8Н8чен1я  которыкъ  найдутся 
мзъ  уравнен1&  (60),  ес.1и  туда  вместо  ^  вставнмъ  надлежащи  корень  -Л- 
Первое  няъ  этнхъ  уравнен1й  напишется  теперь  такъ  по  (58)  и  (59): 

Ащ-\-  М[у,?  +  г»2)  а,  "  Мх^уи^^  —  Л/я.-*г*-(,  —  ^.а^ . 

Введехъ  н.ючи  ииерцж,  полагая 

^^  =  М^^^\     А^Ма-\    В=  МЬ^;     С=Мс\  (62) 

^д|,.е.^с^С0ОзIе 
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Тогда  наше  уравнен1е  можемъ  переписать  такъ: 

Для  сокращвн1я  полагаемъ: 

г»=  -  /,'  =  1,. 
Въ  такоиъ  случае;  вм4ето  (63)  ин'^емъ: 


-(я,д:,  -|-  %I^^'^'{^0^). 


Иодобнымъ  образоиъ  найдемъ  изъ  остальныхъ  двухъ  уравнен]^: 
^•=  -/^^  <.<•":> +  (Ч1, +  ■{,'•> : 

(66) 

11  =  с'Х>^  (»1  и  +  Р1  да  +  -(1  г.) . 

Умножимъ  равенства  (65)  и  (66)  соотв^тственво  на  ^*,  (/»,  г*,  с-ю- 
жииъ  и  сократимъ;  тогда  вайдемъ: 

Д'         I  «''        4-        ■"'        —  1  1671 

Равенство  (67)  покаяыяаетъ  (§  164),  что  черезъ  взятый  полюсь  иро- 
ходятъ  три  цове11хности  2-го  порядка,  софокуеныя  съ  центральнымъ 
гирацюнныиъ  эллипсоидомъ  (см.  (27)  §  163): 

^.г  ,,!  г^ 

■^  ц_  ^^  4-  —  =  1 

а^   ^  Ь^   ^   с' 

Параметры  этихъ  софокусныхъ  поверхностей  связаны  съ  главными 
моментами  инерцш  для  полюса  К  равенствами  (64),  который  можно  пере- 
писать такъ 

''  +  ж  =  "'•  *•*' 

Изъ  (65)  и  (66)  видно,  что 


■Ъ  = 


„!Ц_1,    ■    ^г  _!_),,    •    сг-\-)^ 


т.  е.  наирав.1ец1я  главныхъ  осей  ннерцш    для  полюса   К  совпадаютъ  съ 
нормалями    къ    треиъ    вышеупоиянутымъ    софокуснымъ    поверх  ноет  ямъ, 


0,Э,1,ге^с^^...-.ОО^1С 
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п|1Н  яенъ  по  (68)  норна.1ь  еъ  эллипсоиду  служить  осью  иаиненьшаго, 
а  нормаль  къ  двуполому  гиперболоиду — осью  наи1)ольп1а1'о  иомеята  инерфн. 
Когда  А,  Б  и  С  неравны  между  собою,  то  эллипсондъ  ннерц1И  и 
Д.1Я  полюса  К  будетъ,  вообще  говоря,  трехъосный;  :1ллипсоидъ  инерцш 
для  полюса  К  обратится  въ  поверхность  йрящен1я,  когда  К  ложитъ  на 
одной  изъ  крнвыхъ  (39)  или  (40^  >^  164.  Такъ  накъ  :>ти  кривыя  перес11- 
каютсн  другъ  съ  другомь  лишь  при  услов1и  4^  =  с^  (обЬ  кривых  сливаются 
съ  ОХ),  то  эллиисоидъ  инерцж  обращается  въ  шаръ  лишь  для  двухъ  иолю- 
совъ  и  прн  тпиъ  только  тогда,  когда  центральный  гирац10нный'эллипсоидъ 
самъ  поверхность  вращен1я  (зллипсоидъ  яйцевидный,  а  не  сфероидъ). 
Упомянутые  два  полюса  лежать  въ  таконъ  случае;  на  оси  вращенЫ  гиря- 
цюннаго  эллипсоида  въ  разстоянш  у'а^  —  Ь^  отъ  центра  ыассъ. 

1в6.  Вичнслен1е  ноаеитовъ  ннерц1и.  Какъ  было  1гока»ано  въ 
П]>едыду1ценъ  параграф:^,  мы  съунЬемь  вычислить  монентъ  инерцж  данной 
системы  материал  ьныхъ  точекъ,  если  яакъ  известны  г.1авные  центральные 
моменты  инерц1и  и  направлен1я  главвыхъ  центральныхъ  осей  инерцж. 
Во  многихъ  случаяхъ  наиравлен!»  г.твныхъ  осей  могутъ  быть  укапаны 
непосредственно. 

а)  Если  массы  раино-южены  симнетрично  относительно  некоторой 
плоскости  (или  лежатъ  въ  одной  плоскости),  то  для  полюсовъ  на  этой 
цлоскости  одна  изъ  главныхъ  осей  инерщи  направлена  по  иериендикуляру 
къ  плоскости  синнетр1и;  иначе  всякая  линЫ,  пернендикулярныя  къ  плос- 
кости снмиетр1И  будетъ  главною  осью. 

ДМствительно,  возьыемъ  п^юскость  симметрж  за  ХОТ;  тогда  въ 
сумиахъ: 


I*  =^\  '"1  Уг «( ;     ^  ^У.  '"' ^' ^'  ^ 


каждой  насс^^  т{  съ  координатами  Х1,  у1,  г1  соотвЪтствуетъ,  по  услов1ю, 
равная  масса  т^^гщ  съ  координатаии  а:,,  уь  — ^1,  за  нсключен1енъ 
насеъ  т1,  лежащихъ  въ  самой  плоскости  симметрш;  но  для  такихъ  массъ 
^,=^0.  Сл*д.  въ  нашемъ  случа* 

])  =  Е  =  0: 

а  потону  по  (18)  уравнен1е  э.1липсоида  инерц1и  для  какого-либо  полюса 
на  плоскости  симяетр1и  (начала  координатъ)  будетъ: 

Ах^  +  Ву'  +  Сг*  —  2  Гху  =  ттЦ 

т.  е.  02  служить  осью  этого  эллипсоида  илн,    что    тоже,    главною    осью 


^с^Сооз!^ 
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0)  Если  нассы  им'Ёютъ  три  взаиынопераенднкуллрныя  плосжости 
сиинетрш,  то  ЛИ111Н  ис^тр'Ьчи  этнхъ  плоскостей  служатъ  главныии  централь- 
ными осями  ииерцш  (срав.  5)  §  154). 

Когда  в^лта  систеиа  декартовыхъ  координатъ,  то  вычислять  неио- 
средственно  придется  лишь  суммы  вида 

А1=У^Х1^»ч;    Б1=Уу('т(;     (.\  =Л  хх^ пи;  (69) 


и  уже  съ  яоиощью    ихъ  получатся    выражен!»    для    моментовъ    инерши 
вокругь  осей  координатх: 

^  =  В,  4-  (\-    Д  =  6',  +  А,:    С  =  ^,  4-  Й1.  (70} 

Если  плотност1>  нассы  постоянна,  то  въ  большинств*  случаевъ  при- 
нимаютъ  эту  постоянную  за  единицу  и  условно  (ср.  §  155)  говорить  о 
моиентахъ  инерц|'и  площадей,  лин1Й  и  объемовъ. 

Ирин'Ьры:  а)  Главные  центральные  моменты  инерщи  !»ллипеа,  /ежа- 
щаго  въ  плоскости  ХОТ  и  заданнаго  уравнен1емъ: 

^  Л-^1  =  1 
а^  ^  Ь^ 


мдимъ  новую  переи'Ьнную  ■?.  полагая;  л;  =  «8/«'р;  тогда 
^"2"  (•'2 


Г  2  П  «^ 

I    (1  —  С08  4  9)  ЙЧ*  =  Т  "*''  ^^  *■  ■  Т  ■ 


если  8  означаетъ  площадь  эллипса. 
Иодобнымъ  обраэомъ 


В,^  8.^;    С,  =  0: 

'  4 

0,д,1|гес1оуСо0^1е 
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а  потону 
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,  ^  а'  +  Ь' 


когда  а=:Ь=Л,  т.  е.  Х1ли11съ  обращается  въ  кругъ  рал1уса  Н,  то 
„    Й»       „        „    Й* 


Фиг  77. 

А 


б)  Моментъ  инерщи  прлмоугольншо  треугольника  1>ок|1угъ  одного 
И8ъ  катетовъ.  Пусть  (Фиг.  77)  АВС  данный  греугол1.никъ.  Прииемъ  А 
за  начало  коордниать,  а  АС  за  ОХ.  Тогда 


=  Р|  =  И  У^<^^<^У  =  -^\  У^Лз-- 


Но,   если    катеты    ЛС   и    АС   означимъ    соответственно       и  Ь,   то 
ураи11еи1е  пряной  АВ  будетъ 


б)  Монентъ  инерцж  косоугольная  треугольника  около  одной  изъ 
сторонъ.  Пусть  (Фиг.  78)  высота  треугольника  АВС  равна  Л;  тогда,  раз- 
сиатривал  данный  треугольникъ  какъ  сунму  или  ряэность  двухъ    прямо- 


^уI,.е^.^V.^100^Iе 
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угольныхъ  треугольниковъ  ЛСС  и  ВСС,    ле>ко  найдемъ,    что   искомый 
ноиентъ  инерщи  около  основаи1н  АВ  равняется 

^-    6 
г)  Главные  центральные  моменты  инерцш  яллипсоила: 

-!  +  ё  +  ^  =  '- 
Вычисляемъ 


ш 


ГЛ^  Ях'  означаетъ  нлощаль  с^чен1я  эллипсоида  плоскостью,  параллельное* 
тог-,  по  (25)  §  157 

Подставллн,  ии'Ьенъ 


15  о 


если  V  об'ьеиъ  эллинсоила. 
Подобнычъ  образом'г. 


и  следовательно 

Л=^  (Ь^  +  с^),  н  т.  л. 
Если  а^=Ь—--с=^Н,  т.  е.  эллипсоидъ  обращается  въ  шяръ  рад|уса 


-Й,  то 


А  =  В=  С=  ^  В', 
о 


д)  Главные  центральные  ноиеяты  ннерц!»  пряыоутльнаго  параллеле- 
пипеда, им'^ющаго  своими  разкгбраыи  2а,  2Ъ.  2с.  Находимъ 


^,  =  2  \  (^^.гЧх  =  ^с\  хЫт=^а'Ье~Г- 


гД'Ь   V  объеиъ  парялле.1е)1ипеда. 


гл.   XXI   §   166.  МОМЕНТЫ    ННЕРЦ1И. 

Отсюдй 


Для  куба  я  =  Ь  =  с  и  с.111дов11тельяо 


Если  постоянная   идотность  не  единица,    а    А-,    то  ж%  найденный 
нами  выражены  должны  быть  умножены  на  Д*. 


.йьуСооз!^ 


Общ1я  положец1я  Динамики  системы. 


Матер1альныя   системы   свободны»  н  несвободный.    Кинвнатичвск1я 
связи. 

167.  Свободная  натер1альная  система.  Ообран1е  хнтер^п.и.ныкъ 
точекъ  въ  конечнонъ  или  бесконечно  большоиъ  числБ  уы  назвали  (§  ]52| 
системою  натер1а.1ьвыхъ  точек ъ  или,  короче,  натер1ал1>ною 
системою,  если  Д11ижев1е  каждой  изъ  точекъ  швиситъ  отъ  движен!)! 
остад|.ныхъ.  Когда  точки  системы  въ  любой  нчиенгъ  чогутъ  уанинат» 
ироизвольное  положение  и  ин'Ьть  п|>оизвольны11  ско|юст11,  еистома  назы- 
ваетил  спободною.  Движен1е  какой  либо  точки  снободноЁ  системы  свя- 
зано С'Ь  движеи1емъ  остальныхъ  только  вогону,  что  приложенная  ко 
взятой  точкЬ  сила  зависитъ  отт.  положены  или  скоростей  дру|'ихъ  гочекь 
системы.  Такъ  напр.  три  материальных!,  точки,  о  которыхъ  сказано  го,1Ько. 
что  он*  взаимно  притягиваются  но  Ньютонову  яакону,  сч1ста»лнютъ  сво- 
бодную матер1альную  систему. 

168.  Несвободная  ■атер1альивя  система.  Кннем&тнческ1я  связи 
(двухъ  родовъ}.  Е'ми  точки  магер1а.1(>ноя  системы  въ  произвольно  выб- 
ранный иоментъ  не  могут  ь  нанимать  произвольна  го  ноложен1л  п.ш  не 
могуть  получать  въ  этотъ  ноиентъ  произвольных!,  скоростей,  то  такая 
система  носитъ  на  зван  16  несвободной.  Усло1пя,  налагаемый  на  днижен1е 
несвоболной  системы,  называются  кинематическими  связями  ;}Т0Й 
системы.  Движеп1е  какой  ли|'^о  точки  несвободной  системы  связано  съ 
движен1еиъ  остальныхъ  не  потону  только,  что  нриложеииая  ко  взятой 
точк1!  сила  иожетъ  завис|;ть  отъ  1|оложеи1я  или  движен1«  другихъ  точекъ 
системы,  но  и  потому,  что  во  нее  креня  движен1я  системы  должны  удо- 
влетворяться т4  ура11нен1я  или  неравенства,  которыя  аналитически  выра- 
жаютъ  кине»ятическ1я  связи  системы. 

Кинематическ1я  связи  системы  бываютъ  двухъ  родовъ:  одн*  связи 
не    позволяютъ    систеи-Ь    въ    данный    моменгъ    занимать    произвол ьнаго 


^уI,.е.^.^V.^-.ОО^IС 


I  170. 


КИНБНАТИЧБСКШ   СВЯЗИ    СИСТЕМЫ. 


337 


положения;  друпя    связи  не  допусяаютъ   только,   чтобы  точки  систеиы 
въ  данный  моментъ  ии'Бли  ироизвольнын  скорости. 

Связи  перваго  рода  ыы  будемъ  называть  конечными,  связи  вто- 
рого рода — дифференц1альны)ги. 

1(>9  Ковечйыя  кииематическ1и  связи.  Вознозвное  поло11сен1е 
еиетемы.  Конечная  кинематическая  связь  аналитически  выражается  и^.- 
которынъ  уравненЕемъ  между  коордиватаыи  точеыъ  системы  и  временем ъ. 
Пусть  разсиатриваемая  система  состоитъ  изъ  и  матер1альныхъ  точекъ. 
(Сякую  либо  точку  означииъ  черезъ  т(,  а  координаты  ея:  Х(,  у(,  л- 
Иъ  такоиъ  случа*,  если  система  подчинена  к  конечиымъ  связякъ,  то 
координаты  точекъ  системы  должны  удовлетворять  уравнеш'ямъ  вида: 

/■|(лт(,  у,,  гь  О  =  0; 
г  =1,  2,  3,.  .  .в:     7=1,2,...*;. 

Всякое  положен1е  системы,  для  котораго  координаты  точекъ  удов- 
летв  |ряютг  уравиен1ямъ  ( I ),  называется  возиожнымъ  для  даннаго 
момента  Л 

170,  11рин11ры.  Неизн11няеная  иатер1а.1ьная  снстеяа  или  твердое 
т1кло  (въ  дннаиическонъ  снысл11).  а)  Система  состоитъ  изъ  четырехъ 
точекъ,  свлзанных'Ь  т^нъ  услов1емъ,  что  объемъ  тетраэдра,  им'Ьющаго 
кершииы  въ  точкахъ  системы,  возрастаетъ  11рО[1ор1(1онально  времени. 
Уравиен1е  связи  будетъ: 


а) 


^1      У\ 


(2) 


,  1  жг  уг  ' 
I  1  ^3  Уз  ^ 
^     I     X,     у^     ^ 

ГД*    «,    Ъ    некоторый    110СТ0ЯННЫЯ. 

6)  Матер1альнан  система,  ьс^.  точки  которой  находятся  другъ  отъ 
друга  на  нензмЬнномъ,  иостониномъ  разстоян1и,  носитъ  назвпн1е  системы 
неизк'^нлемой  или  твердаго  т'Ьла  Свъ  динамическомъ  смысл*). 
Пусть  въ  частномъ  случае  неизменяемая  система  состоитъ  изъ  трехъ 
точекъ,  тогда  связи  системы  выразятся  уравнен1ями: 

Л  =  ^хг  -  хзУ  -Н  {р2  -  уз)'  +  (^2  -  яз)'   -  12з'  =  о  ; 
/■г  =  (хз  -  х,)^  +  (1,з-у,У  +  (^3-^1)^  -  гз|''  =  0  ; 
Л  =  (^1  -  Х2У  +  (У1  — уг)'  -1-  (^1  -  ^2)'  -  ^,2*  =  о ; 
если  постоянное  разстоян1е  между  точками  г»!  и  №^-  означимъ  ^^^. 


(3) 


лчСоо'^1е 
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в)  Система,  состоящая  изъ  п  нятер1альныхъ  точекъ  и  движущаяся 
въ  плоскости: 

ах  -^  Ъу  -\-  сг  -\-  (I  ^  0; 

подчинеиа  п  связянъ: 

^■,  —  аx^'\-Ьу,-\-т■\-(^=^^\     г  =  1,  2,  З,..    я.  (4.1 

171.  Дифференщальиые  паранетры  первяго  порядка  огь  во- 
лечной  кииеяатнческой  свяан.  Напишемъ  для  ясности  урявнен1е  (1) 
одной  изъ  связей  данной  системы  въ  )>аскрытомъ  вид'Ь: 

и.^1,7/1,г1,Х2,у2,12,-^1~1'91~1,^1~и^иУи1:иХщ,у1^1,гт,...х.,.у«,11„()^0.  (.5) 

Вообразинъ  теперь,  что  иы  закр'Ё11и.1и  неподвижно  вс^^  точки  системы 
за  исключеи1емъ  точки  пи ;  тогда  исЬ  координаты  .е, ,  у1 ,  .  .  .  г„ , — 
крои'Ь  трехъ:  x^,  у1.,  я,,— станутъ  постоянны  ни,  и  вышеванисанное  урав- 
нен1е  (5)  представнтъ  собою  ту  изы'Ьняющуюся  съ  течеи1емъ  времени 
поверхность,  на  которой    должна    .1ежать   точка   №1.    1}екторъ,    ии^Ьющ1Й 

своими   ПрОЯЕН1ЛНН: 

^А,    ^.    ^; 
д^^       ду1       дг; 

ны  буденъ  но  аналопн  съ  §§  112  и  119  называть  диф||)еренц1аль- 
нымъ  параметром ъ  нерваго  порядка  отъ  связи  /1въ  точк^пя 
и  означимъ  символомъ  Д/''.  Но   сказанному: 


Д/'|  сов  (Д^'^  х)=^\    Д,">  С08  {Ы'К  у)=^: 
дтл  '        ду* 

Д/"с«8(Д/",г)  =  ^- 


(6) 


Отсюда  нм'Ьем!.; 

д, 


Мы  видимъ,  что  по  своему  направлению  дифференщальныв  пара- 
метръ  Д;")  совпадаетъ  съ  положительною  нормалью  къ  поверхности  (5^. 

Примеры:  а)  Днфференщальные  параметры  связи  (2)  опред^^ляютсл 
равенствами: 

'     Уг  —  у*      "г  —  х*     I 
Д1С08(Д1,  а:^  =  I  I  —  К|Г05(Л|,  Л'};  (8| 

1     Уз  — У*      ^3  —  '4     \ 

^д^.е^с^V.^.ОО^IС 
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А]С08(Л1,  у)  = 


Д1С05(Д1  ,  г)  = 


■**  ^*  ^2  

^3  —  Н  ^3  — 

^2  —  374  Р2  —  У* 

^3  —  а;*  Уа  ■ 


I       Уз  —  !/1       23  - 

I     У*  —  У1     •г'»  - 


I  =  ^1'1С05(А,.  у); 


I  =  Й|  Й05  (А) ,  X) : 


Зд'Ьсь  5с  означаетъ  площадь  той  грани  тетраэдра,  которая  иротиво- 
лежитъ  вершине  п|^■.  ^^.^  означаетъ  соотвКт1;твенно  выбранное  направлен11> 
высоты  тетра:>дра,  опуи(ег1ной  изъ  вершины  т,  на  грань  съ  илощадью  ^Я. 

Предыдущ1я  формулы  показываютъ,  что  дифферента  льны  й  нараметръ 
Л(  содержитъ  въ  себ'Ь  столько  единицъ  длины,  сколько  единицъ  площади 
10де1)жится  въ  5(,  а  по  направлеиш  своему  параллеленъ  высот*  Ь^. 

Поверхности  типа  (5)  будутъ  зд^^сь  плоскостями,  проведенными 
череэъ  вершины  тетраэдра  параллельно   иротивоиоложнымъ  гранлнъ. 

Фнр.  79.  >» 


б)  Дифференщальные  параиетры  связи  Д  (3)  т,  точкахъ  »(!  и  »11 
равны  каждый  2/,2  и  направлены  но  прямой,  соединяюще))  точки,  въ 
противоположный  стороны  (Фиг.  7!)),  какъ  это  видно  изъ  равенствъ: 

Д,Р'со8(Д]»»,з:)  =  2(з:,-  Х2};     Дг*=>со8(Дг"),  а:)=2(з-8  — 3^1): 

Д,«>со5(ДП'),  у)  =  2(у,  —  уг);     Д/"со8(ДЛ  у)  =  2  (уг  —  ,/,);  (9) 

Д,«' со8(Д1'",  г)  =  2 (г,  —  гг) ;     Дг<»' соя (Дг<-4,  г)  =  2 (^г  —  л^) . 

в)  Вс-6  отличные  отъ  нуля  дифференциальные  параиетры  связей  (4) 
равны  между  собою  и  направлены  перпендикулярно  къ  той  плоскости,  въ 
которой  происходитъ  движен1е  системы. 

172.  Услов1е,  налагаемое  конечною  квнемати ческою  связью  иа 
СЕОрости  точекъ  сястемы.  Нетрудно  показать,  что  разснатриваеиыа 
нами  связи  нала]'аютъ  ограничен1я  не  только  на  11оложен1е,  но  и  на  ско- 
рости точекъ  несвободной  системы.  На  саномъ  д^Ьл']^,  уравнен1л  (I)  должны 


.^с^^^^оо^Iе 
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соблюдаться  въ  любой  иоиевтъ  I,  сл^\л..  во  все  вреня  дивжешл  систеии 
л^выя  части  уравнений  (1)  должны  равняться  постояннынъ  (а  именно 
нулю).  Отсюда  непосредственно  вытекаетъ,  что  полная  производная 
любого  порядка  по  времени  отъ  .гЬвыхъ  частей  нашихъ  равенствъ  должна 
равняться  нулю.  Если  возьыеыъ  иервую  производную,  то  я  получиыъ 
равенства,  ограничивающи!  скорости  точекъ  систены: 


§  =  уМ,.+|;„.+  ^„.и|'  =  0,     1  =  1,2.. .л..    (10) 


Принемъ  по  внинан1е  равенства  (6),  а  также  ел'Ьдующ1я: 

XI  =  01 С08  («1  а;) ;     р/  =  VI  сов  (у,  у"] ;     г/  ^V^С08(V^^1),  (11) 

гд4  Г(  означаетъ  скорость  точки  т^\  тогда  вместо  (10)  ноженъ  написать: 


^' 


=  0.  (12) 


Мы  видимъ,  что  ограничен1Ю  подлежать  лишь  составляющ!л  ско- 
ростей точекъ  вдоль  по  соотв^^тст^енпымъ  днфференц1альныиъ  параыетрамь 
перваго  порядка;  составляющЫ  же  скоростей  въ  п.10ско<тяхъ,  перпенди- 
куллрныхъ  къ  параметраиъ,  остаются  совершенно  произвольными. 

Когда  уравнеи1е  силзи  не  содержнтъ  явно  времени,  то  услов1е  для 
скоростей  приметь  видъ: 


^  ^^^^>V^С03(V^^^'^)  =  0.  (14) 

1=1 

11рин^ры:  а)  Услов1с  для  ск0))остей  точекъ,  лежащихъ  на  связи  (2) 
при  обозначен1яхь  С8)  можетъ  быть  написано  такъ: 

^1  VI  С0&{к1  «1)+  й;  «2  СОЯ  (А;  «2^+  ■^3  ''З  С08(Нз  Vз}  +  8^  (.'4  СОВ  {к^  4'41  -|-  а  =  0. 

б)  Связь  /з  (3)  на.!агаетъ  на  скорости  точекь  и»1  и  шг  ус.тов1е: 

(а;1— а:2)(л;1'— д;г')  +  (у1— У))(у|'— »1')  +  (г1~*^г)(«1'— 'г')~0. 

^уI,.е^.^V..лОО^Iе 
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Иначе,  если  постоянному  разстоян1ю  /|2  ирииишенъ  на11раклен1е 
отъ  N«1X1.  »(2,  можемъ  предыдущее  равенство  переписать  такъ: 

в)  Каждая  изъ  свияей  (4)  требуегь,  чтобы 

1!11МЯ(Г1,    и)  =  О, 

е(',!И  я  ца1|ранлен1е  норняли  кь  плоскости:  ах-\-Ьу  +  сг-\-А^О , 

173.  У«лов1е,  палагаеное  ковечною  кинематическою  свяяью  ва 
}'ехорвн1я  точекъ  систеиы.  Взявши  вторую  проивволиую  но  времени 
огь  л^вой  части  ураинещя  (1),  аолучннъ  равенство,  выражающее  собою 
уелов1е  для  ускорен1й  точекъ  системы: 

Зд4сь  для  сокращен1и  снмволомъ  Ог/!  означена  сг^дующая  сумма: 

+ 1/'' .Е 1^^; "'+  Д, "'+ 1^"'\+ 
+.11 "'  5 1^ ^''+  -дЦ; "/^  м^;"'\+ 

1=1     ^=1 

Зам'Ьтииъ,  что  вырахеше  2)2/1  будетъ  однородною  функц1ею  второй 
степени  отъ  скоростей  Х1,  у/,  г/,  если  связь  /1  не  завнситъ  явно  отъ  вре- 
иенв,  такъ  кахъ  тогда    посл'Ьдняя  строка   въ  (16)  обращается  въ  нуль. 

Введеиъ  дифферевц)альные  параметры  связи;  тогда,  замечая,  что 
х^ ■=  Ь1С08(  *'( а: ) ;     у("  =  г1, со» (  г"! у  ) ;     г^'  =  ^■^ сое (  ^ня), 
если  щ  оувачаетъ  ускорен1е  точки  Ш|,  по  (6)  вм'Ёсто  (15)  можемъ  написать: 

«  =  1 

0,Э,1,ге^с^СоОз1е 
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Равеыстко  это  показываетъ,  что  огра[1ичвЯ1Ю  нодлежатъ  лишь  с-о- 
ставл)1ющ1я  ускореЯ1Й  точекъ  по  соотв^тственвыиъ  дифференц^йльиымъ 
паряиетранъ,  а  состав.1як>1Г1,1я  въ  1глоскпстяжъ,  пернендикударныхъ  еъ 
параыетраиъ,  остаются  совершенно  произвольными. 

11р>4М'!&ръ:  Д'1я  связи  (^  (3)  услов1е  (16)  Йудетъ: 

{Х1~-Х2)(х1"  —  ■Х2")^(у1  -^'я'Гу,"  — у:")  +  (г,  —  г2)(г',"— г:'0  + 
+  (.г/  -  хчЧ"  Ч-  (у/— у:')^  +  (г,— г:'Я  =  0. 

174.  Днфферевц1альння  вннвкатшчеек1я  С1язн.  Кйненатическ1л 
связи  второго  [юда  или  дифференц1альныя  не  нонволяштъ  точканъ  системы 
иъ  данный  ноиенть  и  въ  данномъ  яолохен1и  ии^^ть  произвольиыя  ско- 
рости. Аналитически  ати  связи  выряжаются  уравнениями: 

(ру(х/,  у(',  гД  x^,  у(,  гс,  0  =  0.  (18) 

Относительно  видя  функции  гру  зам'^тинъ  следующее.  Мы  всегда 
будешь  11редпола1'ать,  что  двнжен)е  системы,  подчиненной  связянъ  вида 
(18),  онред'Ьляется  однозначно.  Въ  такомъ  случя-Ь  эависимыл  ско- 
рости должны  изъ  уравнений  (16)  опред'Ьляться  однозначными  функ- 
Ц1ЯМИ  отъ  остальныхъ  неаявисимыхъ  скоростей,  отъ  коордииатъ  и 
времени  Для  :1Т01'0  необходимо,  чтобы  швисиныя  скорости  нходнлм  въ 
равенство  (18)  линейнымъ  образомъ.  А,  тякъ  какъ  отъ  нашего  произ- 
вола зависитъ,  как1я  скорости  принимать  за  зависимый,  как1я  за  незавИ' 
симыя,  то  функфя  'ру  должна  содержать  всЬ  скорости  .1ииейао. 

Итакъ  мы  прининвекъ,  что  выражен1е  (18)  ин'Ьетъ  вндъ: 

'^^^'^^А^а;^-В^^у^^'\-С^^:^^^\-^^^  =  ^,  (191 

1  =  1 

гд'Ь  А^^,  Вц,  С)\,  Ь]  н*которня  фуикщи  отъ  времени  и  координатъ. 
Ирин'Ьръ:  Связь: 


7,  т((у;'а;|  —  х! у\\  — п  - 


гд'Ь  а  некоторая  постоянная,  требуетъ,  чтобы  сунна  нонентовъ  колнчествъ 
движен1я  точекъ  системы  вокругъ  оси  «-овь  оставалась  постоянною. 


^уI,.е^.^V^_100^IС 


гл.    ХХП    §    175.  КИЕ1ЕНАТИЧЕСК1Я   ОВЛЭИ    СИСТЕМЫ.  343 

По  аналопн  съ  §  171  векторъ  А1<Л  онред'Ьленный  равенствани: 

Д/»  еоз  (^1^^  х)  =  Ац\    Д/>'  соз  (Д/>'  у)  =  Вл;    Д/-''»  соз  (Д/>'  г)  =  Сц ;  (21 ) 

назовеиъ  диффере11Ц1альнынъ  нарахетроыъ  перваго  порядка  связи  ^у  оъ 
точк'Ь  т-,. 

Съ  помощью  ли<|)фе|)енц!альпмхъ  паранетровъ  уравнен1е  (19)  иожетъ 
быть  по  аналог1и  съ  (12)  яаи'1&нено  с.т'Т1дую1цнкъ: 


V  Д.<»г'(С08(г,ДЛ-))  -I-  /)_,-  =  0. 


ПрихЬръ:  Для  связи  |20)  дифферемфальнмй  иаранетръ  Д|  равенъ 
"'<  рк.  если  р,-,  означаеть  разстоян!»  точки  пц  отъ  оси  ^-овъ;  по  наорав- 
лен1Ю  Д|  перпендикуляренъ  къ  плоскости,  проходящей  черезъ  02  и 
точку  пц.  Вне  это  непосредственно    вытекаетъ  изъ  равенствъ; 

Д(С1)я{Д(л)^  —  т^у^■,     Д*С05(Д,у)  ^  т(;Г(;  ^^еоз{\^г)■=  0. 

175.  Связв  ■11тегрирующ1яея  н  ие11нтегрнрующ(яся.  Въ  тонъ 
случае,  когда  л1Ьвяя  часть  равенства  (19)  ножетъ  быть  при  помощи  мно- 
жителя обращена  въ  полную  нроиянодную  но  вренеяи,  раэсыатриваемал 
днфференц1ал  ьная  связь  равносильна  Н'Ёкоторой  конечной  связи, 
содержащей  произвольную  постоянную.  На  саноиъ  д'Ь.тЬ,  пусть 
существуетъ  такая  функц1я  времени  и  координатъ  ц,  что  для  нея 

0Х{  ду(  дг^  д1 

гд4  ф>  некоторая  функц1я  отъ  Ь,  Х{,  »/,,  г,-;    тогда    отъ   унножеп1я   на  11 
равенство  (19)  приметь  видъ: 

Интегрируя,  ин'Ьемъ: 

Ф>  =  1>.  (24) 

гд'Ь  ■\^  произвольная  постоянная. 

Равенство  (23)  и  (24)  внолн-Ь  равносильны  другъ  другу,  такъ  какъ 
каждое  изъ  еихъ  является  с^1йдств1емъ  другого. 

^у|,.е.^с^^00^1с 
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Ирии'^ры:  а)  Точки  системы  под'шнены  п  сваамнъ  видя: 
•''•У)'  —  У1^<'  =  0;     г  =  1,  2  ...  н. 

.'11Ьнаи  часть  каждаго  такого  уравнен!»  обращается  иъ  1го.1Н1'Ю  произ- 

1 
водпуи  множитмемъ    ^1= : 

Интегрируя,  находинъ: 

если  ^1  постоянная  11рии.чвольная    Иначе: 
■^  =  Ъ- 

Связи  требуютъ,  чтобы  каждая  точка  системы  двигалась  въ  илос- 
кости,  проходящей  черезъ  02;  при  этомъ  углы  наклонен1я  этихъ  плос- 
костей другъ  къ  другу  и  къ  плоскости  Х02  произвольны. 

б)  Изъ  уравнен1н: 
(^1  —  х^)  (хх'  —  Хг)  4-  {у\  —  »:)  {у\  —уг)  +•  {^\  —  н)  (г/  —  х^}  —  «(  =  О 
вытекаетъ,  что  ра!1Столн|е  между  точками  *«|  и  т^  ]>авняется 

гд1Ь  1  произволЕ.вая  постоянная. 

Дифферен1[1альныя  связи,  допускяющ1я  интегрирующ!^  множите.]Ь  ;!, 
мы  будеыъ  называть  свяяяии  интегрирующимися,  въ  отлич1е  отъ 
другихъ  неинтегриру ющихся  связей,  для  которыхъ  множителя  [1 
нельзя  подыскать.  Прим1(ромъ  неинтегрирующейся  связи  может*  служить 
связь  (20). 

176.  Услов1е,  налагаемое  днфференц1альвою  вяненатнческою 
связью  на  уекоре1|1я  точекъ  системы.  Продифференцировавъ  по  вре- 
мени л^вую  часть  уравнен1я  (19),  нолучимъ  услов1е  для  ускорен1Й  точекъ 
системы,  подчиненной  связи  (19): 


^уI,.е^.^V^_100^IС 
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1  =  1 


^  (Ал  а',"  -Ь  Д.-  у,"  4-  ^,  г." )  + 

■  =  1 

По  аналопи  съ  П7)  вместо  первой  суммы  можемъ  подставить: 


Отсюла  оиять  заключаомъ,  что  ограничен1ю  подлежать  лишь  состав- 
ЛИЮЩ1Л  ускорен1Й  точекъ  системы  по  лифферен11,!алЕ>нынъ  параметрамъ 
связи,  а  составлмющЫ  въ  плоскости хъ,  перпендикулярныхъ  къ  парв- 
нетрянъ,  остаются  произвольными. 

177.  Сяазн  7деряевваю1ц1я  и  веулержнваю1ц1а.  РазсмотрЪннын 
нами  связи,  выражаеиыя  равенствами  тиновъ  (1)  и  (19),  называются  свя- 
зями удерживающими  Связи,  выражаеммя  аналитически  неравен- 
ствах и  вида: 

/•Дат.,  у.,  7„  1)>0;  (26) 


Ъ  =  2ияГ/  +  В>,?/,Ч-С,уг,')+2>/^0;  (27) 

»  =  1 

косить  назван1е  связей  неудерживающихъ. 

Когда  л'Ёвыя  части  въ  (26)  или  (27)  положительны,  тогда  говорятъ — 
сви»[,  ослаблена,  или  иначе— система  сошла  со  связи;  когда  л^вмл 
части  ("26)  или  (27)  нули,  говорятъ — связь  д^йствуетъ,  или  иначе — 
система  лежнтъ  на  связи. 

Если  конечная  связь  /)  ослаблена,  х.  е. 

/(  >  О-  (28) 

то  мы  не  иожемъ  сказать  ничего  опред'Ъленнаго  про  производную  по 
времени  отъ  /1,  такъ  какъ  функцЫ  времени  /)  можетъ  и 'увеличиваться, 
и  уменьшаться,  и  оставаться  ностоянною.  СлЬд.  ослабленная  конечная 
связь  не  налагаетъ  никакихъ  условШ  иа  скорости  точекъ  системы. 


о  у  ||^е.^ 


с^Соо^1е 
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Но,  если 


то  по  (26)  ф]гнк1(1я    времени  /1  можетъ    или    возрастать,    или  оставаться 
постоянною,  но  не  убывать,  слЬх. 

|!  >  ().  (30) 

Полученное  неравенство,  раскрытое  по  (10),  даетъ  ;услов1е,  нала- 
гаеипе  действующею  конечною  связью  на  скорости  точекъ  несвободной 
системы. 

Когда 

I'  > «  да> 

или  по  (27) 

Ь-  >  О-  (32> 

то  о  производной  но  времени  отъ  функц|й  -т-  и  (р^'  нельзя  сказать  ничего 

опред'Ёленнаго,  такъ  какъ  сами  эти  функц1и  съ  течен!еи'ь  времени  но1'уть 
изменяться  произвольныиъ  образомъ — увеличиваться,  уменьшаться  или 
оставаться  постоянными,  следовательно  при  неравенствахъ  (31)  или  (32) 
неудерживающ1я  связи  не  налагаютъ  никакихъ  ограничешй  на  ускорен1я 
точекъ  системы. 
Но,  если 

I  =  О'  '33) 


»у  =  1,  (М) 


оставаться  посгояннимй,  сл'Ьд. 

^  >  О  (35) 


^  ^  0.  (36) 

Полученныя  неравенства,  раскрытыя  по  (15)  или  (25),  даютъ  услов1я 
налагаеиыя  на  ускорев!л  точекъ  системы  неудерживающими  связями. 


0,Э,1,ге^с^^^-.ОО^1С 
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Система  иожетъ  двигаться  по  нбудерживающей  связи  (26^,  не  сходя 
съ  нея,  только  тогда,  когда  во  все  время  движен1я  соблюдаются  равенства: 

1  =  0,    ^?  =  о. 

действительно,  если  для  какого   либо   момента   -^  >  О,  то  функцЕя 


/|  возрастаетъ  и  сл'Ьд.  для  снежнаго  момента  уже  будетъ  /1  >■  О, — сметена 
сош. 


сошла  со  связи.  Если  же  для  какого  либо  момента  -^^  >  О,   то  функщя 


возрастаетъ,  сл*д.  въ  одииъ  изъ  сл^дующихъ  моментовъ  она  станетъ 

положительною;  но  тогда  фун1Сц1я  /(  станет'ъ  возрастающею  н  прнметъ 
значен1Я  положительныя:  /|!!>0, — система  связь  покинула. 

Точно  также  система  можетъ  двигаться  по  свази    (27),    не  покидня 
ея,  лишь  при  яыполнен1И  [швенства 

Ч?=0-  (381 

ЯГ 

ПригЁрь:  Неулержнваюш,ая  связь  выражена  неравенствомъ: 
а-^г,>0, 

гд*  Я  ностоянная,  Г|^  =  (л;|  — Ж(^-1)*-|-<№  —  №+1 1*4- (^1  —  ^(+1)^>  а  сумма 
распространена  на  ъсЪ  значен1я  1  огь  1  до  п,  пряченъ  мы  полагаемъ,  что 
Xт-^-^  =  x^■,  уи+1  =  у1:  ^«+1^^!.  Такую  СВЯЗЬ  лолучнмъ,  вели  представимъ 
себе  1(атер1аль&ыя  точки  системы  въ  ъялЪ  беаконечно  налыхъ  бусннокъ, 
наннзавныхъ  на  иерастяжимую  замкнутую  ымть  длины  а. 

Зан^тимъ,    между  прочннъ,    что   для  взятой    связи  поверхности  (5) 
будутъ  эллипсоидами  врап;ен1я. 


1уСооз1е 


ГЛАВА  ХХ1П. 


Возиожиыя  сиоростн.  Возможный  перекЪщежя.   Возножныя  вар1ац1и. 

178.  Возноаеныя  скорости  системы.  Полоашнъ,  Ч10  данная  несво- 
бодная натер1альная  система  подчинена  к  конечнынъ  свяуянъ  типа  Ц) 
главы  XXII  и  ^|  днфференц1альнынъ  типа  С19)  той  же  главы  Въ  такомъ 
случае,  если  яск  связи  удержвваюшдя,  скорости  точекъ  систены  юлжны 
по  (10)  главы  ХХП  удовлетворять  4  +  4)  равеяствамь  вида: 


'!) 


1  =  Е(Й-'+|-'+|'.')+1=«^  -^■^.- 

« 
?/==  X  (^^*^^+^^^У^-^<^^^'^'^  +  Лу  =  0;     >=  I,  2, .  . .  А,.  .2) 

»  =  1 

Всякая  группа  скоростей  x^',  уЛ  г(',  удовлетворяющяхъ  для  данна!^ 
ионента  времени  и  для  даанаго  положен1я  системы  вышенввисаниымъ 
уравнвВ1ЯНЪ,  носить  на8ван1е  группы  возножныхъ  скоростей  точекъ 
системы  или,  короче,  возможныхъ  скоростей  системы. 

Для  системы  свободной  любая  группа  скоростей— возможная. 

Если    вс^    ковечныл    связи  системы    не  содержать    явно   времени 


(14)  и  (22)  главы  ХХП  одною  изъ  группъ  возножныхъ  скоростей  служить 
совокупность  скоростей,  перпендякулярныхъ  къ  соотвЪтственнынъ  днффе- 
ревп,1альнын'ь  паранетрамъ  связей. 

Когда  какая  либо  нзъ  связей,  напр.  /]  или  ср^,  неудерживающая,  то 
по  (27)  и  (30)  главы  XXII  услов1я  (1)  и  (2)  для  возможныхъ  скоростей 
системы  заменяются  такими: 


-|-^>0; 


Сяи^еб^,^Л^О^\С 
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^9^  =  у  (Л-.  ^'  +   В^^у^^  +  С^л')  +  А  >  0.  (4) 

1=1 

Скорости,  которыми  обладаютъ  точки  рязснатриваеиой  несвободной 
системы  въ  ея  д'Ьйствительноиъ  движенш  несоин'!&нно  должны  состав- 
лять одну  изъ  грунаъ  скоростей  возможвыхъ. 

Но,  если  только 

Зн  >  й  +  А-,  , 

кром'Ё  группы  д-Ьйствнтельныхъ  скоростей  системы  для  дяянаго  момента 
времени  и  даннаго  положен1я  системы  (данныхъ  координатъ  x^,  ^,,  л) 
еуществуеть  еще  безконечное  множество  группъ  вообряжаемыхъ  воз- 
можны х  ъ  скоростей,  которыми  могли  Лы  обладать  точки  системы  и 
которыя  отличны  отъ  д'Ёйствительныхъ.  На  самомь  д1^л^  равенства  (I)  и 
(2)  представляютъ  собою  й-^-*!  лннейвыхъ  уравнеп1Й,  связмвающихъ  Ъп 
величныъ  x^,  у/,  г/;  слЬд.  3» — к  —  к,  изъ  нихъ  могутъ,  вообще  говоря, 
быть  взяты  вполн'Ь  произвольно-  Ксли  же  которая-нибудь  изъ  связей  не- 
удерживающяя,  то  по  (3)  и  (4)  уравнен1е  зам'Ённтся  иеравенствомъ,  и 
произволъ  станетъ  еще  шире. 

179.  Воэможвыя  перем'Ь1цеи1я  системы.  Точка  т«,  ин^юи1ая  въ 
разснатриваемый  монентъ  скорость  и1(х{,  у1,  а),  въ  течении  бе.зЕовечно 
малаго  промежутка  времени  Д^  совершитъ  по  направлен1ю  скорости  V^ 
безконечно  налое  иеремЬщеше  ^^■:=V^^^.  1]роэкц1и  этого  перен^щев1я 
на  оси  координатъ  означимъ  соответственно  Лх,,  Лу,,  Лл-.  Тогда,  очевидно, 

Д.С,-  =  Д3(  соз  Д«,-,  х)  =■  VI Д/  еоз  (VI  х)  =  х/  &^ ; 

Дг/(  =  у/Д<;    Дг,  =  г,'Д(.  (5) 

Количества  Да:,,  Ду*,  Дй(  представляютъ  собою  съ  другой  стороны 
приращен1я  координатъ  х/,  у{,  ж  точки  за  промежутокъ  ДЛ 

Группа  безконечно  малыхъ  перем'Ьп1,ен1й  точекъ  системы,  если  эти 
11ерем'1:п(ен1а  соотв'Ьтствуютъ  возможнымъ  скоростлмъ  системы,  носитъ 
иазван1е  группы  возможпыхъ  перемещений  точекъ  системы,  или, 
короче,  возможныхъ  перем41и,ен!й  системы. 

Но  П),  (2)  и  (5)  возможный  перемещен1я  взятой  несвободной  системы 
связаны  Л -1-^1  уравнен1ями: 


С.дМ.Лг;Сп00^1с 
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У  (Л.Да:,  +  Д,Ду,  -Ь  С^.Д^Л  Ц-  ДД(==0;    >=  1,2,. . .  А,.      (7) 


Когда  Еотораи-ннбудь  изъ  связей,  /1  или  Ц1^,  неуде|1живающал,    ра- 
венство (6)  или  (7)  яам'Ьняется  неравенствомъ: 


»=  1 


Для  системы  сно('н)дной  любая  группа  безконечно  малыхъ  переИ;- 
щен1й — возножнан. 

'П;  безконечно  малыя  пе11ен]1щеН1и,  который  совершаютъ  за  проме- 
жутокъ  и|)еме11и  Ы  точки  несвободной  системы  нт.  ихъ  д'Ьйствительномъ 
движен1и,  несомн1>нно  должны  состанлять  группу  норем'ЁщенЩ  возможныхъ. 

Но,  если  Зп  — А  —  А1>-0,  кром*  группы  дЬЙствительныхъ  иеремк- 
щен1Й  точскъ  системы  для  даниаго  момента  и  даннаго  положен1я  системы 
су щестиуегъ  еще  бсзчнсл енное  множество  воображаемыхъ  воянож- 
ныхъ  нерем1ш;ен1й,  которыми  могли  бы  обладать  точки  системы,  и  ко- 
торый отличны  отъ  л11йствительныхъ.  Это  непосредственно  вытекаетъ  изъ 
сказаннаго  въ  концй  нредыдун1,аго   нараг11афа  о  во»можныхъ  скорттяхъ. 

18».  Воэхожння  вар]ац1н  снстены.  Положимъ,  что  разскат)1Н- 
ваемая  несвободная  система  въ  данный  ыоментъ  времени  I  занвмаетъ 
ноложен1е  ^1о  *л I ,  ?■ .  г,),  Сообщимъ  точкамъ  системы  как1я-либо  возможныи 
перемещения  ^з^{^x^,  Ду,,  Дд);  эти  нсрем'Ьп(ен1я  переведутъ  систему  нзъ 
Ао  въ  ноложен1е  А^,  безконечно  близкое  къ  Ао.  Ксли  вс)-,  связи  удержи- 
вающ1Я,  взятыя  возможныя  нерем'>1Щен1я  будутъ  связаны  ^-Ь^!  уравне- 
нЬши  (6)  и  (7).  Ко;к|)фиц1епты  уравнен1Й  (61  и  (7)  соотв^^тствуютъ  мо- 
менту I:  И  положению  Ао- 

Сообщимъ  теперь  нашей  системе  изъ  того  же  положешя  Ац  въ 
тотъ  же  иоиентъ  ^  какую  нибудь  другую  грунну  Д'$,(Д'х<,  Д'у,-,  ^'г^^  изъ 
безчисленнаго  множества  возможныхъ  нерен'Ёщен1Й.  Новая  группа  воанож- 
ныхъ  перемещен  1Й  будетъ  удовлетворять  Л;-4-%|  равенствамъ  тот  же  вида, 
какъ  (6)  и  (7): 

^уI,.е.^.^V...-.ОО^IС 
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1  =  1 


»  =  1 

Соотв'1^тственные  коэффициенты  въ  урав11ен1яхъ  (6)  съ  (7)  и  (10)  съ 
111)  будуть  равны,  такъ  какъ  они  относятся  къ  одному  и  тоиу  же  мо- 
менту I  и  къ  одному  и  тоиу  же  положению  Ао  ■  Кром'Ё  того  мы  прини- 
маемъ,  что  безконечно  малый  пронежуток'ь  времени  А^,  въ  течен1е  кото- 
раго  происходить  1№рем'Ьщен1е,  о:1инъ  и  тотъ  же  въ  обоихъ  случахъ. 

Вторая  группа  возможныхъ  11е|)ем1;ш,ен|й  Л'$|  переведеть  систему 
изъ  Ао  въ  по.10жен1е  А2,  безконечно  близкое  къ  Ао  и  къ  ^] .  Координаты 
какой  либо  точки  гщ  къ  положен1яхъ  А^,  будугь— жь  уь  «1;  въ  ноложе- 
н1яхъ  Аг — л;*-1-Л.Г(,  у^-\-^у^,  гг\-^г(:  въ  положенш  А2- .г-.-^^'х,.  (/(+Д'у;, 
д+Д'г,. 


Ли         *»■ 


Фп.  80. 

Ли 


Пусть  на  Фиг.  (80)  т^,  тц,  »М|г  оаначаютъ  м1.ста  точки  т,  для  со- 
отв4тственныхъ  положенЕй  системы  Ао,  Ау  и  А2.  Тогда  безконечно  малые 
векторы   т^йШ^^,    пцоШц  изобраэятъ  вояможныя  перенЬщешя   Дя|И  Д'з;. 

Разснот])инъ  теперь  ту  группу  безконечно  малыхъ  иерен'Ёщен^й 
ва;(3лг(,  8у1,  Ьг1\  которыя  надо  сообщить  точкамъ  взятой  системы,  чтобы 
перевести  её  изъ  ноложенк  Л1  въ  иоложен1е  Аг-  Очевидно,  искомое 
11ерен'Ёщен1е  изобразится  безконечно  налымъ  векторонъ  т^^т^■^  (Фиг.  80). 
Но  векторъ  »Н(1»1|:  иредставляетъ  собою  геометрическую  раяность  двухъ 
другихъ  безконечно  налых7.  векторовъ;  пц^тц  и  т^дШц,  т.  е. 

(т^^т^^)  ■=■  {т^ат^•^  —  (т^т^О 
или 

1,Вя,)  =  (Д'5,)   -  (Дя,). 
Если  возьмемъ  нрозкцйи  на  оси  координатъ,  то  оолучинъ: 

Ь8^еоз{Ь8^,  з;)  =  Зд-(:=  Д'я,соя(Д'8(,  х)  —  Да(га8(Д8(,  з;)  =  Д'а'(  —  Дэ:, ; 

Ьу,  —  ^'у^-^у^■,     8й  =  Д"я,  — Дг|.  (12) 

^уI,.е.^с^V^^0031с 
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Вычйтая  изъ  равенствъ  (10)  и  (11)  раиенства  (6)  и  (7),  находим-ь: 

у   {  Ал  (Д'л:,-  —  Лж,)  +  В^^  (Д V;  -  Ду.''  +  С,,  а%  —  Д^;)  )  =  0. 
г  =  1 

Подставляя  сюда  изъ  (12),  получаемъ  так1я  зависимости  д.1я  бозко- 
нечно  калыкъ  переи'ЬщенШ  Вв!: 

V    (АаЬх,-\-  В^^Ьу^-\'  С^,Ьг^)   =0.  (14) 

1  =  1 

Группа  безконечно  малыхъ  персм'ЬщенШ  вз*,  каждое  изъ  еоихъ  слу- 
жить геометрическою  разностью  двухъ  вояможиыхъ  перем^г[,ен1Й  Л'5(  н  X',. 
носитъ  иазван1е  возиожныхъ  вар1а1ий  положен!)!  точекъ  си- 
стемы, или,  короче,  возиожныхъ  вар!а11,!й  системы. 

Другими  СЛ0В.ЧМИ,  если  каждый  членъ  Дз:  какой-либо  группы  воа- 
иожныхъ  перем*п1ен1й  геометрически  сложимъ  съ  соотв'Ьтственнымъ  чле- 
номъ  группы  возможныхъ  вар1ац1й  €${,  то  получимъ  снова  группу  воз- 
ножныхъ  перем^'.щенЕй  Д'я,: 

(Д'я,)  =.  (^з^)  +  (2.9,). 

Уравнен1я  (13)  и  (14),  свлзывающ1я  возможныя  вар1ац1н  системы, 
условимся  для  сокращешя  писать  такъ: 

8/1=0;  (15) 

В(р,==  0.  (16) 

Первое  выражен1е  представляетъ  собою  дМствительно  вар1ац'№ 
функфи  /1,  приравненную  нулю,  если  приыенъ  ^  за  независимую  перб- 
иЪнную;  второе  выражен1е  служитъ  лишь  простымъ  сииволомъ. 

Положииъ  теперь,  что  какая-нибудь  связь,  напр.  {>  а  ^(^,  ста.та  не- 
удерживающею.  Сообл],ииъ  онять  системЬ  изъ  положен1я  Ац   двФ   группы 


^уI,.е^.^V.^100^Iс 
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возмохннхъ  перем^щешй  ^8^  и  Л'$! ,   переводящихъ    систему  изъ  Ло  въ 
-'II  и  ^2.  11о  (8)  и  (9)  эти  перенгбщешя  связаны  соотношен1ями: 

^(^Д.,+  ^Д!„+Й4Л+§д,>0:  (17) 


у  (АлАх!  +  ВцАу,  -Н  С^Дг!)  +  7),Д(^0;  (18) 


,Е(й^^'+|^»+й:^''')+^^'^°^       *"' 


у  ил^'х^  +  В^'^'У^  +  СлУг,)  +  Л^Д^^О 


(20) 


^  =  1 


Цри  утоиъ  опять  предио.тгается,  что  проиежутокъ  М  одниъ  и 
готъ  же  для  ои'!&ихъ  группъ  воцножныхъ  перемещен!  й. 

Если  об'Ь  группы  перем'Ьщешй  сводятъ  систему  со  связи,  т.  е.  во 
«.■■Ёц  форну.1ахъ  надо  сохранить  звакъ  неравенства,  то  на  цере«1'.щещя 
в&,  переводящЫ  систему  изъ  Ах  «ъ  Л;,  ослабленная  связь  /1  или  (ру 
никакого  ограничен1я  не  налагаетъ:  11ерем'Ёщеи1я  ногутъ  быть  таковы, 
какъ  будто  зтой  свизн  вовсе  не  существовало. 

Но  пусть  хотя  одна  изъ  сруннъ  возиожныхъ  иерем^щешй,  напр.  Д5|, 
оставляетъ  систему  на  связи  Тогда  въ  формулахъ  (17)  и  (18)  надо  со- 
хранить знакъ  равенства,  т.  е. 


»  =  1' 

У  {Л,,  ^X^  +  Вл  Д?/;  -Ь  С,-,  Дг^  +   В^  Д(  =  О  . 
г  =  1 

Вычитая  полученныя  выражен1я  изъ  (19)  и  (20),  находиыъ: 

п 

У  I  ^л(4'г1:|-Д1,'1  +  В>(Д'!л  —  Д»1)  +  Су,№4  — Лг,)!  ^  0. 


),Соо'^1е 
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Или  при  о6о9на>1ен|яхъ  (15)  и  (16)  по  (12): 

Ч/  ^  0;    *■?>  ^  О-  (21) 

Такинъ  образонъ,  когда  которая-нибудь  изъ  сияэеЙ  неулерживающяя. 
соответствующее  ей  уравнен1е  д.1я  возножныхъ  вар1ац1й  надо  или  зям1~>- 
нить  Н1<раоенствояъ   вида  (21)  или  вовсе  отбросить,    если  связь  ослабла 

Сравнивал  уравнен!)!  для  возможнмхъ  вар|ац1й  съ  уравненЕямн,  ко- 
торымъ  должны  удовлетворять  для  того  же  момента  и  того  же  ноложеи)!! 
системы  возножвыя  перем'ЪщенЕя,  мы  видимъ,  что  возможныя  вар!ацп(, 
вообще  говоря,  не  служвтъ  возможными    перем'Ьщеншни,  и  только,  если 

конечныя  связи  системы  не  зависятъ  явно  отъ  времени  |— ^т^О  ),  а    «ь 

урав110Н1яхъ  дифференфальныхъ  связей  отсутствуютъ  коэффи1иенты  ^^■ , 
разлнч1е  между  возможными  вар1ац1ями  и  возможными  нереи'Ьи^ешяни 
системы  исчеэаеп.. 

Если  всЪ  связи  системы  конечны,  т.  е.  А-1  =  0,  то  о  возможныхъ 
вар1а1(1яхъ  системы  можно  себ'Ь  составить  понят1е  еще  иначе. 

Разсмотрииъ  два  одновреиенныхъ  возножиыхъ  безконечпо 
близкихъ  положеи1л  системы.  Координаты  точекъ  системы  »ъ  первомъ 
1голожен1и  пусть  будутъ 

^1.   у.,   И1, 

а  во  вто[10мъ 

x^  -Ь  Ьx^ ,     у,  -|-  Ьу, ,     Пк  +  !г; . 

Тогда  но  (1)  главы  ХХИ  координаты  эти  до.тжны  удовлетворять 
у  равней!  ямъ: 

Гг'х,,  уь  Г,,  г)  =  0; 

Ыx^'\■Ьx^,  яЧ-8у.,  г^\геи  П=0;     /  =  1,  2,  3, . .  Л-.  (22) 

Въ  той  и  другой  формулахъ  время  Ь  ии^еть  одно  и  тоже  значение. 
Разлагая  по  гтепенямь  Ъх{,  Зу,-,  Ьж{,  иаходинъ: 

,,,,,„.„,,+1;  [||,.,,+|,,„+|,.,}  =  о       (23, 

Или,  принимая  въ  разсчетъ  первое  уразнен1е  изъ  (22): 

1-1    ' 

о,о,112еао,Соод1е 
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Отсюда  видиыъ,  что  векторы  !в| ,  11и']^юоие  своими  проэкц1ани  на 
оси  Ьх1,  ву(,  8^1,  представляютъ  собою  т*  бесконечно  халыя  перен1&11(ев1я, 
который  должны  совершить  точки  системы,  чтобы  нзъ  одного  возможнаго 
для  даиваго  момента  {  |1оложен1л  иерейти  въ  другое,  также  возможное. 

Если  которая  нибудь  нзъ  связей,  напр.  /1,  неудерживающая,  то 
вн'Ьсто  равенствъ  (22)  будемъ  им'Ьть  неравенства 

Г1{х>,  у^,  г.,г)^  0; 

(25) 

Разложен1е  но  степенамъ  Ьх^,  Ьу\,  Ьл\  даетъ: 


— ')+|Щ'^.+1%+^«4' 


=  1 


Сяйэнть  что  либо  онред^Ёленное  о  знак'Ё  суммы  мы  въ  состоянш 
только  тогда,  ког.<1а  въ  первонъ  изъ  выражен]й  (25)  надо  сохранить  лишь 
знакъ  равенства,  т.  е.  когда  связь  д^йствуетъ,  система  лежитъ  на 
связи;  въ  таконъ  (.лучъ.%  оказывается: 

»  =  1  ' 

Сл'Ьдовательно  при  снязяхъ  неудерживающихъ  возможныя  вар1а1;1и 
88;  представляютъ  собою  т4  безконечно  иалыя  нереи'Ьп^ен1я,  которыя 
должны  совершить  точки  системы  для  того,  чтобы  перейти  изъ  одного 
возиожвяго  для  даннаго  момента  /  ноложен1я,  лежащаго  на  вс^хъ 
связяхъ,  въ  другое  безконечно  близкое  также  возможное;  причемъ  это 
последнее  можегъ  и  не  лежать  на  неудерживающихъ  связяхъ. 

Впосл4дств1и  возможныя  вар1ац1и  намъ  представятся  еще  съ  иной 
точки  зр'Ан1л. 


1уСооз1е 


уравнения  двнжетя  свободной  матер1альиой  системы. 

181.    Уравнен!я    двияеен1я    евободйой    ■атер1альйой     системы. 

Иоложииъ,  что  на  каждую  точку  пц  свободной  натер1альной  системы 
д1ЬЙстнуетъ  сила  ^^^,  заданная  своини  проэкфяни  на  оси  декартовыхь 
координатъ  Х{,  1^1,  ^|.  Тогда  по  второиу  закону  Ньютона  или  по  (1> 
§  93  их'Ёенъ: 

Щ(э;,"=Х,;     т,|,/'=1',;     т;г/'  =  2;;     *  =  1,2,3...п.  (1) 

Система  такихъ  Зп  совокуонмхъ  дифференщальныхъ  уравнев1й  но- 
сить назван1е  уравнений  двиа[ен1л  свободной  иатер1альной 
системы. 

Ести  пожелаеиъ  опред']^ллть  положев1е  точки  т^  какими  либо  криво- 
линейными координатами  ^^р,  ^^р,  ^зр  то  при  обозначен1яхъ  §§43  и  52 
по  (2)  §  93  получимъ  так1я  уравне1пя: 


•  =  «„ 


л',  1 

(    й     ПН, 

1  *  *,' 

л^,  ■ 

1  л   м, 

1  *  «З:/ 

-    *1 

1   Л    », 

\  м  Наг,' 

е  = 

--  1,  2,  3, 

.  .   ,  ». 

Зд-Ьсь  Ар^  л- Гр^  если  черезъ  о^  оэначимъ  скорость  точки  м,;  (^1р. 

Я2р,  Язр  нредставляютъ  собою  п|)о»кц1и  на  оси  криволинейныхъ  коордя- 
натъ  1,  2,  3,  соотв'Ьтствующихъ  точк*  Шр,  силы  1'р,  приложенной  въ 
той  же  точк*.  Функц1я  кр  выражена  въ  криволинейныкъ  воординатазъ  и 
обобщенныхъ  скоростяхъ: 


^уI,.е^с^V.^100^IС 
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+  2Б^^р^^р'^2р'; 

гд*  коэффиц1еяты  ^1р^, . . .  В12р— Функц1и  аоордиеатъ  ^^р,  д2р,  5зр- 

Интегрйровав1е  системы  совокупныхъ  дифференщальныхъ  уравнетЁ 
второго  порядка  (1)  или  (2)  введетъ  6п  произвольныхъ  постояииыхъ. 
:{начен1я  этихъ  постоянвыхъ  опред'^.лятс»,  если  будутъ  заданы  начальное 
по.1охея1е  и  начальныя  скорости  системы  для  какого  либо  момента  { =  ^^. 

183.  ПрнЕ'Ьрн:  а)  Свободная  натер1альная  система  состонтъ  ивъ  п 
|1атер1ал|.иыхъ  точекъ  взаимно  нритягивающихъ  другъ  друга  пряиопро- 
П1)рц1она.1ьно  произведенш  ихъ  массъ  на  взаимное  разстоян1е. 


Пусть  (Фиг.  81)  точка  т^  изобрахаетъ  ноложен1е  соответственной 
точки  системы  въ  разсыатрнваемый  иоиентъ.  Къ  этой  точк-Ь  т1(х1,  у1,  ^1) 
Сгдутъ  приложены  и  — 1  силъ  ^"(1,  /'Ь,  ^•.•-1,  Р/.^!,--  Ры   прнтяжен1я 

пассами  т,,  т2,.  .  .пи-],  Шщ Шя   остальныхъ  точекъ.    Какая  нибудь 

сила  Р/,,  им-бющая  своимъ  источникокъ  массу  т^■(з;^,  у^,  г/),    по  услов1Ю 
равна  е^  т;  т^  г^ ,  гд'Ё  е'  коэффиц1ентъ  пропорп1ональности,  а 


Направлеше  силы  ^Р,^  идетъ  по  направ.1ен1ю  вектора  п^т^,  а  потому 

соя[Гу,  х)  =  ~ ~  ■ 

Следовательно, 

^'■'(,■^;о8(^'Vж)  =■  ^^т|т^{x^  '-  XI).  (3) 

Подобныыъ  образоиъ 

I'^^соз(Р^^у)  =  е^ш;ж>(уу  —  ;/|): 


Р^^со$(Р^^  г)  =  ^^т,т^(1!^  —  *,)• 


(4) 
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Равнодействующая  силъ  Гц.  -?"(!,...  Ры  и  будетъ  силою  ^^(СX,Г^,  ^.1, 
опред-Ьляющею  движен1е  точки.  По  (3)  и  (4) 

Х1  —  Г1С08(Р1х)  =  РцСОз(РцХ)-\ \-1'1.,-1С03{р1.,-1Х)'\- 

4-^^^.I,]Соз(^'^.(+1з;1-^-  -■-\-РыС0з(Еых)  =  г'^т1т1(х1  — з;,)  + 

-(- 8^ »(( »1„ (з;„  — x^)  =  \    ^^т^т^{x^  —  хО  (п) 

При  суи1(ирован1и  берутся  вс!-.  значен1я  ]  отъ  1  до  и  безъ  исЕл  ю- 
чен1я,  такъ  еякь  лишней  членъ  суммы  для  ^'=1  саыъ  собою  обращается 

въ  нудь. 

Подобныиъ  образоиъ: 

«  и 

У|=   \    г^  т^т^^у^  —  у^^'\     ^Г;=  \    е=»^^^и^(г^  —  ^'Г).  (,6) 

7  =  1  ,/  =  1 

Искоиыл  уравнен1я  движешя  системы  будутъ: 

п 
»Н(  г,"  =  е^  \   »л  Ш}  (х/  —  Х1\ : 

У  =  1 

;=1 

*  =  1,  2,  З...П. 

Интегрирован1е  этой  системы  поведемъ  слЪдующимъ  образомъ.  Воэь- 
ыенъ  суиму  первыхъ  уравненЕй  (7): 

п  п        п 

»=1  г=1 ^=1 

Сумма,  стояи^ая  въ  правой  части  полученнаго  равенства,  обращается 
въ  нуль,  такъ  какъ  каждому  члену  ея  отличному  отъ  нуля,  напрнм'Ьръ 
в^шрпц^хд  —  Хр)  для  ^=^^,  ^  =  ^,   всегда  найдется  равный  по  численной 


^уI,.е.^.^V^_-.ОО^IС 
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величине,  во  противоположный  ио  знаку:  е'ш,  »Нр(хр— л:,)  для  ^=^,  1^=р. 
Сл-Ьдоеательно, 


»1(  !(" 


I: 

и  подобныиъ  обр&зон1>: 

У  Ж(У("  =  0;       У  „42,"  =  0. 
1т=1  I       1 

Интеп'ируя  полученный  рявенства,  находимъ 

^ы  ^  ^ 

1=1  1  =  1  1=1 

гдЬа,  ..,^  произвольный  поетоявныя. 

Вместо  суммъ  мояемъ  написать  по  (2)  §  153: 

Мхг .     М1/С ,    Мг^ , 
клн  Хг,уе,  Хц  координаты  точки  С,  центра  инерц1и  системы,  а  М=^  т\. 
означаетъ  полную  массу  системы. 

Полученные  интегралы  перепишутсн  теиерь  такъ: 

'-^^^I^■'  --1г'+ж-  '■=ж'+ж-      <«' 

Отсюда  видимъ,  что  центръ  инерц1и  систены  движется  прянолинеЁно 
и  равноы^рно. 

Чтобы  кончить  иитегририван1е,  разсиотринъ  движен1е  системы  ио 
отвошен!»  къ  сред^^,  движуи(ейс)г  поступательно  выЬст^Ь  съ  центромъ 
инерши.  Среда  эта  неняи^.нно  связана  съ  осяии  СЕт|С,  проходящими 
черезъ  центръ  инерцш  и  остающимися  параллельными  осямъ  0ХУ2. 
Координаты  точки  т(  но  отношенш  къ  новыиъ  осямъ  означимъ  Е(,  >)(,  С;; 
тогда 

^1^  XI  —  Же ;       Гц  =  1/1    —  Ус',        '|  =  «1  —  Не-  (9) 

ЗатЬча^,  <т>  по  (8): 

0|д|111ес1  оу  СлОО^  I С 
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изъ  (9)  находииъ: 

.г,"  =  V;     №"  =  1,":     г/'  =  ;/'.  (101 

Дал'Ье  ии^ем!.: 


>    т^(x^■-з:^)^   \    ^)I^x^-  —  ^;^   \    II/^т=:М^x, 


-  .Г(1  =  —  Д/Е( . 


У  т}(уз  —  уО  =  —  Мт^^■.      \  г}|^(е^  — ^0=^  —  М^^. 
3  -  1  ./  =  1 

А  потому  уравнен1я  (7)  переходятъ  въ  так1н  ура«нен1я  д.1я  относн- 
тельнаго  движенЫ: 

е/'  =  —  ЕЙ  М11 ;     ■Ц^^^  =  —  8^  Л/г,( ;     ц"  =  -  е=  М1, . 

Сраивииан  полученныя  урапненйя  съ  уравнен1ями  §  101,  зам1>- 
чаемъ,  что  относительное  движен1е  точки  т(  происходитъ  такъ,  Еакь 
будто  центръ  инерфи,  неподпижиый  въ  средЬ,  им'Ьлъ  массу  М  и  нритя- 
■  ивалъ  точку  пи  пряиопропцр|^юнлльно  нроизведенш  массъ  на  разстоян1е 
Задача  о  лвихен1и  точки  подъ  д1ЁЙстг<1ен'ь  такой  силы  нами  уже  р'Ъшеяа 
въ  §  101.  Въ  найденнихъ  ({юрмулахъ  сл'Ьдуетъ  лишь  зам+.нить  й*  че1>озъ 
Ё^'Л/.  Каждая  точка  системы  йудетъ  описывать  лллипсъ  около  С,  какъ 
центра, 

61  Свободна)!  матер1альная-  система  состоитъ  имъ  я  точекъ  взаимно 
отталкивающихъ  другъ  друга  прямог1роиор[иоиалЕ.но  иронзиедешю  нхъ 
иассъ  на  взаимное  разстолн1е.  Задача  решается  совершенно  такъ,  квеъ 
предыдущая.  По  §  102  заключаемъ,  что  относитрльныя  траэктор1н  точекъ 

системы  будутъ  гинерболы  съ  общимъ  центро«ъ  въ  С. 

в)  Свободная  матер1альная  система  состоитъ  изъ  двухъ  точекъ  щ 
и  т^,  взаимно  притягивающихся  но  закону  Ньютона. 

Отнссемъ  систему  къ  л(ка1)товымъ  иоординатамъ.  Сила  ^'х ,  прн.1  - 
женная  къ  первой  точкз,  равна  б'  — у  ,    ес1И 

си.1а  1\,  приложенная  къ  ш^,  равна  Р,;    направлец1е  ^^^    ндеть  отъ  1"| 

ЕЪ  «(2  .   а  ^^8  отъ  М;  къ  1»!  ,   аТЙД.  С08  (^1  х)  ■=  ^?^—  ;   С08  СТ-'з  х)=  -^ -'  '■ 


^д|,.е^с^V.^100^IС 
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и  т.  д.  Такииъ  обравомъ  получаемъ  сл*дуюп1ую  систему   шести   совокуп- 
ныхъ  уравнев1Й: 


'«1  Ух"  =  8* №1  «'<  '^ ^    ' ; 

(11) 


Т^нъ  же  пр1емонъ,  какъ  н  въ  предыдущихъ  задачахъ  уб1иЕдавмся, 
что  центръ  инерфи  системы  движется  иряиолинебно  и  равном'Ьрно 
Опять  обратимся  къ  разсиотр'Ьн1ю  движен1я  системы  относительно  среды, 
движущейся  ностуоательно  вн'^>стЁ  съ  дентронъ  инерцш.  Рад1усы-векторы 
точекъ  (N1  и  гиг  относительно  новыхъ  осей  С^'|С  означинъ  (>]  и  р2>  "^  Ъ 
§  154  центръ  инерцш  С  -тежитъ  на  пряной,  соединяющей  точки  т^  и  т^, 
и  л'Ь.титъ  раястоян1е  г  обратно  пропорщонально  массаиъ  точекъ,  ел4д. 

р,  +  Р=  =  г:      Ь   =,  й;  ,13) 

Р2  "'I 

»"2  '"1  ,,  I  ,1  ., 

р1  =  -^  '■;       ^2  ="  ^  »"'    ^  =  "'1  +  "'2  ''■*' 

Дал-Ье,  таЕЪ  какъ  центръ  инерши  лежитъ  въ  начале  координатъ: 

Отсюда  по  (9): 

,11  «^  «1    ^     - 

Пользуясь  (10),  (14)  и  (15),  преобразуеыъ  уравнен1я  (11)  въ  так1я 
уравнен1я  отноеительнаго  двнжен1я: 

.  „  -  »иг'  =1  ,,  ,  тг'  т,,        ,  „  ,  Ша'     С| 


йг;С0О'^1е 
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Изъ  написаынмхъ  уравнен!^  вытекаетъ,  что  отыосительвое  двнасен!^ 

точки  Ж]  происходить    такъ,    какь    будто   она  притягивалась  къ  началу 

,     ^,  1    »11  п^г^       1 

координатъ  (точкт!  С)  силою  ^6'  — -мг'~ — г'    ''•  *■  обратно  иропорцю- 

нально  квадрату  разстоян1я  отъ  начала.  Движен1е  точки  подъ  д'Ьйств1енъ 
таной  силы  нами  уже  онред'Ьлено  въ  §§  115  и  116;    только  въ  результа- 

траэктор1ею  точки  м,  служитъ  коническое  сЬчен1е  съ  фокусоыъ  и ь  нача-гЬ 
координатъ.  Траэктор1я  точки  т^  по  (13)  будетъ  подобна  траэ1П'0р)н  точки 

1)11    СЪ    ЦеНТрОМЪ    П0Д0б1Я    въ    ТОЧК'Ь    С- 

Если  бы  вместо  осей  С1г^^,  движуп1ихся  поступательно  съ  центромъ 
ииерц1и,  ны  взяли  оси  »(!  ХГЯ,  движу[Ц1яся  поступ.чтельно  съ  точкою  *»! 
и  разсмотр'бли  ДБИжен1е  точки  ж^  относительно  среды,  неичм^^нио  связан- 
ной съ  пос.1'Ёднини  осями,  10  легко  получили  бы  так1я  травнев1я  отпоси- 
тельнаго  движешя: 

гд*  Л^г,  Хг^=Х2  —  Х1,  У2  =  Уг  —  У1 .  ^г^^иг — еу.  Относительная 
траэктор1я  опять  коническое  с'6чен|е  съ  фокусонъ  въ  шх .  Траэктор1я  пц 
вокругъ  С,  траэктор1я  жг  вокругъ  С,  траэктор1л  отз  вокругъ  №[ — крив^^я 
подобный;  разы-Ёры  этихъ  кривыхъ  относятся  другъ  къ  другу  какъ 
Шг :  М! :  (иг1 -|- Мг).  Траэктор1я  )И]  вокругъ  )»г  ,  т.  е.  въ  сред*,  движущейся 
поступательно  ви1;ст11  съ  ш;,  равна  траэктор1И  жг  вокругъ  ту.  Все  это 
непосредственное  сл'Ьдств1е  равенствъ  (13). 


1уСооз1е 


ГЛАВА    ХХ\'. 

Реакц1и  связей,  Уравнен1я  движен|я  свободной  ||атер1альной  системы 
въ  декартовыхъ  коордкнатахъ  (уравнен1я  Лагранжа  перзаго  рода). 

1НЛ.  Возжожныя  ускорен1я  несвободной  снетены.  Положииъ,  что 
данвая  матер1альнал  систеиа  подчинена  к  связямъ  конечнымъ  типа  (I) 
3  169: 

/;и,,  у,,  г,,  0  =  0;     г  =  1,  2..  .А:  (1) 

я  ^'1  свнзлнъ  дифференщальнымъ  типа  (19)  §  174: 

Т>=2  (Л-.АЧ-Д.^'-Ч-С-г.О  +  Л^  =  0;    ;  =  1,  2...А,.  (2) 

Если  ВС*  связи  удерж ивающ1я,  то  ускорен!»  точекъ  системы  будутъ 
связаны  условиями  типа  (15)  §  173: 

и  типа  (25)  §  176: 


_  „.  ..  ...    ,  „.  '■" 


Всякую  группу  ускорен|й  х1' ,  уГ,  а",  удовлетвориюшихъ  написнн- 
ныиъ  уравнешямъ  для  даннаго  момента  времени,  даннаго  положен1л  и 
данныхъ  скоростей  системы,  мы  будемъ  называть  группою  возможныхъ 
ускорен |'й  точекъ  системы,  или,  короче,  возиожвыхъ  ускорен  1й 


С.дМ.Лг;Сп001^1с 
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системы.  Наоборотъ,  такую  совокувность  значенШ  гс;",  у!',  г/',  который 
длл  данмаго  ыоментя  времени,  [10лоясен1я  систеиы  н  ея  скоростей  не 
удовлетворл ютъ  хотя  бы  одному  изъ  вышеприведенныхъ  равенствъ  (3)  н 
(4),  будемъ  для  краткости  называть  группою  ускоренШ  невозможныхъ. 
Если  какал  нибудь  связь,  напр.  /^  или  1ру,  неудержи вающая,  то  все 
сказанное  остается  безъ  переи'Ьны,  только  зиакъ  равенства  въ  выраже- 
Н1яхъ  (1)  и  (3)  И.1И  (2)  и  (4)  перейдетъ  въ  знакъ  ^  . 

184,  Реякц1н  связей.  Иредставимъ  себ^^,  что  къ  точканъ  взятой 
несвободной  системы  нриложемы  данныя  силы.  Пусть  къ  точк*  от*  цри- 
ложена  сила  Р[{Х\,  К,  ^О-  Если  бы  система  была  свободная,  то  по  вто- 
рому закону  Ньютона  ускореи1е  точки  )Н1  наш.1ось  бы  изъ  равенствъ: 

Можетъ  случиться,  что  опредЬленныл  такинъ  образомъ  ускорения 
дадутъ  группу  ускорен^  возможныхъ,  но  тогда  легко  показать,  что  данныя 
связи  представляютъ  ничто  иное,  какъ  частные  интегралы  двихен1я,  и 
что,  следовательно,  мы  им'Ьемъ  д'Ьло  не  съдвижешемъ  системы  связанной, 
п  съ  частнымъ  случаенъ  движен1н  системы  свободной. 

На  самомъ  д1-.л4,  пусть  силы  ^1  таковы,  что 

V  -"-  1А„Х,  +  Вл  Г,  +  с;,  2,1  + 
*"  =  1 


Ес1и    уравнен1я   (5)    уыножииъ    соответственно  на    —  т-^  ,  . 


и  сложимъ,  то,  какь  сл'Ьдств1е  иаъ  этихъ  уравнен1Й,  получимъ: 

,2,1^"/'  +И,'"  +йГ"]".2,  »Д5з^, '^'+*^'+"^;:^7- 
0|д|111ейоуСл0091С 
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по  (6).    Перенося    кЬ    члены    въ   лЪвую    часть  и  польцуясь    (15)  §  173, 
им1;емъ: 

откуда  заБлючаеиъ,  что  систена  совокупныхъ  уравненЁЙ  (5)  ин1Ьетъ  второй 
интегралъ  (§  94): 

П=  <'^^  +  ?(. 

гд^  Л],  %  постоянныя  ароизвольныя. 

Если    умвожикъ    уравнены  (5)   соотв1^тственно   на    —  Л^(,    —  Д( , 

—  (^(  й  сложимъ,    то  сопершенио  такимь  же   способомъ    убедимся,    что 

систена  совокунныхъ  уравнешй  (5)  допускаетъ  иервый  интегралъ   (§  94): 

?/  =  Ь  ■ 

Итакъ  оказывается,  что  уравнен1я  связей  ничто  иное,  какъ  частные 
интегралы  движенЁя  взятой  свободной  системы  при  произвольнихъ  постоян- 

НЫХЪ   11  =  ^1  =  '(}  =  0. 

Если  указанный  случай  оставить  въ  сторонЁ,  то  ускорен!а  (5 ), 
сообщаемыя  систем1;  приложенными  силаии  Р^,  будутъ  относиться  къ 
групп'Ь  ускорен1Й  невозиожвыхъ.  Чтобы  перевести  эти  ускорен!»  изъ  не- 
возножныхъ  въ  возиожныя,  необходимо  доиустить,  что  прнсутств1е  связей 
является  причиною  появ^1е1(1я  н-^которыхъ  добавочныхъ  силъ,  д'Ьйствую- 
щихъ  на  точки  системы  и  называемыхъ  реакц1ями  связей.  Эффектомъ 
сововупнаго  дМств1я  на  систему  силъ  приложенныхъ  и  силъ  реак]11й 
является  сообщен!е  точкаиъ  системы  усЕорен1Й  возножныхъ,  т.  е.  не 
противор1)чащихъ  равенстванъ  (3)  и  (4). 

Но  по  третьему  закону  Ньютона  источниконъ  всякой  силы  служить 
иасса;  поэтому  связи  (1)  и  (1)  иогутъ  быть  физически  осуществлены  лишь 
съ  помощью  мехаяизмовъ,  соединяющихъ  такъ  или  иначе  одн-Ь  массы  съ 
другими.  Связи  могутъ  соединять  между  собою  только  гЬ  массы  (мате- 
р1яльныя  точки),  которыя  входятъ  въ  составъ  разснатриваемой  системы, — 
иначе,  массы  внутрвпн1я,  или  могутъ  связывать  массы  внутреншя  съ 
массами,  не  принадлежащими  къ  данной  систем-Ь, — иначе,  съ  массами 
внешними.  Въ  нервоиъ  случа'6  урявнен1я  вида  (1)  и  (2)  не  должны 
содержать  явно  времени;  крон'Ъ  того  коэ|}|фи[11ентъ  1>/ долженъ  равняться 
нулю,  такъ  какъ  тш'да  покой  (х1'  =  у/  =  2('  =  0)  служить  однинъ  изъ 
возможныхъ  кинематическихъ  состоян1Й  системы.  Тоже  самое  должно 
км'Ьть  н'к:то,  если  вн'Ьшн1я  массы,  съ  которыми  связаны  внутренн1я, 
неподвижны.    Когда  же  время  входить  явно  въ   уравнешя  (1)  и  (2), 


о  у  ||^е.^ 


с^Соо^1с 
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тогда,  значить,  б11'Ёшн1я  массы  дцижутсл,  и  движен1е  ихъ  наыъ  дано. 
Другими  ц-ювани,  уравнен1я  связей  могутъ  зависить  лишь  отъ  координатъ 
и  скоростей  массъ  или  матер1альныхъ  точекъ;  время  явно  входить  въ 
эти  уравт]ен1я  тогда,  когда  координаты  и  скорости  вн'Ёшних-ь  массъ  даны 
какъ  функЦ1И  времени. 

Связи  ыежду  массами  внутренними,  а  также  между  массами  внутрен- 
ними и  неподвижными  вн'Ёшнини  будеиъ  для  краткости  называть 
связями  внутренниии,  а  связи,  соединяющ1я  нассы  ьнутреншя  съ 
подвижными  вн]^шними, — связями  вн'Ьшними.  Систему  съ  одними 
внутренними  связями  назовемъ  замкнутою;  систему  со  связями  нн1'>ш- 
ними  назовемъ  незамкнутою.  Если  къ  незамкнутой  систем'^  присое- 
динить вс^  вн^шн1Я  нассы,  съ  которыми  она  связана,  то  новая  большая 
система  (5удетъ  замкнутою. 

Зан'Ътимъ,  между  прочимъ,  что,  по  сказанному  въ  конц'1^  §  180,  для 
системы  замкнутой  исчезаетъ  различ1е  ыежду  возможными  иереи1Ьщеи1яки 
и  возможными  вар1ац1ями. 

Итакъ,  если  силу  реакции,  приложенную  къ  точк'6  пи  означинъ 
череаъ  7%,  а  проэкц1и  ея  на  оси  черезъ  Ей,  Я^^,  На,  уравнен1я  двнжен1я 
несвободной  системы  напишутся,  въ  отлич1е  отъ  уравненШ  (5),  подъ 
такимъ  видонъ: 

пизн"  =  Х(4-  -Й.1 ; 

т.г/^"  =  Г(  4-  Д,  ;  (8) 

т,г/'  =  г,  +  Ей  . 

Силы  реакц|й  иона  характернаовалио.  нами  лишь  тЬнъ,  что  уско- 
рен1я,  СТ0ЯЩ1Я  яъ  л'1^выхъ  частяхъ  написанныхъ  уравнешй,  составлпютъ 
группу  ускорен1Й  возножныхъ,  т.  е.  удовлетворяютъ  Л-1-А|  уравнев1вмъ 
(3)  н  (4).  Нетрудно  вид*ть,  что  поставленная  такимъ  образомъ  задача  о 
движен1и  несвободной  системы  подъ  д'&йств1е>съ  данныхъ  силъ  яв.1яется 
задачею  неонред'Ьленною.  Для  нахожден1я  Зн  составляюн^ихъ  силъ 
реакц)й:  Л^х,  Л<у,  Ей,  ыы  им'Ьемъ  лишь  1!;-|-^-|  уравнен1Й  (3)  и  (4),  куда 
вм'Ьсто  Х1",  у",  я"  надо  вставить  ихъ  значен1я  изъ  (8).  Съ  помощью  упо- 
мявутыхъ  уравнений  ыы  ыожемъ  найти  лишь  1^4- 1Ь|  состаялающихъ  сидъ 
рвакц1й,  а  для  опрвд'к11ен1я  остальныхъ  (3»  —  1с  ^кх  въ  нашенъ  случа'Ё) 
составляющихъ  не  нмЪенъ  иикакихъ  данныхъ. 

Задача  станетъ  пполв'6  опред'к1енною,  если  прныеиъ,  что  полная 
работа  силъ  реакц1й  на  всякоыъ  возыожнонъ  пе|)ем1щен1и 
системы  равна  нулю.  Подъ  полною  работою  реакцШ  мы  разуы'1^емъ 
сумку  работъ  силъ  реакфй,  приложенныхъ  одновременно  ко  всЬнъ  тЪмъ 
нассамъ,  которыя  соединены  данныии  связями. 


^уI,.е^с^V..лОО^IС 
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Связи,  0Еазывающ1я  реакфи  упонянутаго  типа,  аосятъ  назван1е 
связей  идеальныхъ. 

Заметишь,  между  прочимъ,  что  несвободныя  системы  еъ  идеа-тьными 
связями  представллю1ъ  собою  схемы  весьма  часто  наблюдаеныхъ  двихеи!й 
нассъ.  Дал'11е,  введешемъ  идеальныхъ  связей  изъ  механики  вовсе  не  исклю- 
чается разсиотр'!ЁН1е  связей  неидеальныхъ;  только,  если  пожелаенъ  ияслЬ- 
довать  лвижен1е  системы  съ  неидеальныни  связями  иодъ  дМств1енъ  дан- 
ныхъ  прилоясенныхъ  силъ,  то  для  овред^ленности  задачи  крои'Ь  ана.1И- 
тической  формы  (уравнен1Й)  связей  должны  быть  еще  даны  добавочныл 
услов1я  о  силахъ  реакцШ  и  нритомъ  въ  доетаточномъ  числ'Ь.  Такимъ  обра- 
зомъ,  напр.,  р'Ьшаются  вс^  задачи  о  движенш  гЫъ  съ  трен1емъ,  1сакъ  мы 
показа.1И  это  для  точки  въ  глав-Ь  Х\'И. 

[1оложниъ  сначала,  что  данная  система  замкнутая  и,  сл^д.,  всё  связи 
ея  внутрена1н.  Тогда  возможпыя  неремЁщен^я  системы  Ьз^{Ьx^,  З^г,  ^г^), 
сли11ающ1ясл  по  скваанному  съ  возможными  иар1ац|лии,  должны  по  (6)  н 
/^ 

Ъ'\-к1  равенствамъ  видя: 


У(АлЬх^  +   В;,гу,-  +  С/^вг()=-В(ру==0;    .у  =  1,2...^-,        (10) 

1  =  1 

Сокрап;енныя  обозвачен1я  т1>же,  что  (15)  и  (16)  §  180. 
Работа  силы  В^  на  переи^^игенш  85,-  представится  такъ: 
Д(«5,ео8(Н;88,)  =  Е,^Ьх,  +  В^Ь,/^  +  Е,.Ьг1 

А  потому  полная  работа  всЬхъ  си.тъ  реакц1й  выразится  сл^^дующинъ 
образонъ: 


У  (ВиЬг<  -I-  ^,8^,-  -I-  Д,8^,| 


Станемъ  теперь  искать,  при  какихъ  силахъ  Д  эта  работа  на  пере- 
и^щешяхъ,  связаиныхъ  услов|'яии  (9)  и  (10),  обращается  въ  нуль. 

Если  бы  переи^щен1я  Ьж,  Ву,-,  Ье,  были  вполн'Ь  произвольны,  то 
равенству 

У  (Л(хВж,  +  а^йу,  +  л^М)  =0,  (И) 

1=1 

0,Э,1,ге^с^СоОз1е 
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хожно  бы.10  бы  удов.тетворить,  лишь  полагая 

Е^^,  -=  Л„  =  л..  =  0. 

Д^Ьйс'гвител).но,  пусть  хотя  Еш  не  нуль.  Ло  произвольности  величинъ 
^х, ,  9^( ,  Ьг(  выбираеиъ  всё  11е1)ем'Ёщен1я  равными  нулю,  за  исв.1ючеп1еи'ь 
Ьх1;  тогда  приходиыъ  къ  невозможному  равенству 

ц^Ьх.  =  0. 

гд'!!  оба  множителя,  по  услов1ю,  отличны  отъ  нуля. 

Но  перен^^нныя  5а;,,  Ьу^,  Ье1  связаны  уравнешяни  (9|  и  (10);  поэтому 
только  Зи  —  к  —  Л]  И31.  нихъ  прои.чвольнн,  а  остальныя  к-\-к1  являются 
Функфяин  перпыхъ  Сл'Ьд.  д.тя  получешя  зависиностеб  между  В^ ,  Л.^ ,  И 
надо  поступить  такимъ  обраяоиъ.  Онред'блимъ  при  помощи  (9)  и  (10) 
зависииыя  вар1ац1и  или  переи'Ь|це[|1я  черезъ  независиныя,  н  вставинъ 
полученныя  выражен1я  въ  (1 1 ),  тогда  снова  вс!^  оставш1яся  вар1а1ии 
будутъ  произвольными.  Прнравнлвъ  нулю,  по  предыдуп(ену,  коэффиц1ентм 
при  этихъ  вяр1ац1яхъ,  и  буД4^нъ  им^ть  искомыя  Зп  —  к  —  к1  зависимости 
между  проэкфяии  силъ  Л.-. 

Для  симметр|и  нсключеше  зависимыхъ  варкщй  мы  произведемъ  по 
гакъ  называемому  способу  множителей.  Съ  этою  ц^лью  каждое  изъ  ра- 
венствъ  (9)  иножимъ  на  ).),  а  каждое  изъ  равенствъ  (10)  на  ц^,  гд*  II  и  |х> 
ироизводьныя  количества;  зат'Ьмъ  сумму  полученныхъ  выражен!й  съ  обрат- 
ныиъ  знакомъ  прибав.1яенъ  къ  (И): 

п  Л-  А 

V  ( Л*^  8^.  +  Л.р  8у,  +  Ми  8г, )  _  У  ),  8/1  -  У  |1>  8?/  =  0.        (12) 

1^1  г  =  1  ^  =  1 

Раскрывая  написанное  выражен!е,  находимъ: 


(13) 


г-1  .1~1 

о,о,112еао,СоО'^1с 
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произвольными  пока  кнохителлни  11  и  }1^  распорядимся  такъ,  чтобы 
коэффиц1еитм  при  к-];-к1  заиисимыхъ  вар1афяхъ  обратились  въ  нули; 
тогда  всЬ  ко»ффиц1енты  при  независимыхъ  вар1я1йяхъ  должно  приравнять 
нулю,  такъ  какъ  въ  противнонъслуча'Ь,  по  вышесказанному,  равенству  (1!3) 
нельзя  удов.1етворить  для  всевозможныхъ  значен1Й  этизъ  независинызъ  ва- 
р1ац1й.  Иначе  сказать,  коаффифенты  при  к  -\-к1  зависииыхъвар1а11,1яхъвули 
потому,  что  мы  такъ  оодобра.1и  значен1я  Л  -(-  *!  множителей  1(  и  (1^- ,  а 
коэффифенты  при  независимыхъ — потому,  что  лЬвая  часть  (13)  должна 
быть  всегда  нуленъ.  Формальнымъ  образомъ,  какъ  видииг,  различие  между 
зависимыми  и  иеза11нс.1иыии  вар1а1;1лни  пронадаетъ,  и  для  удовлетворен!» 
равенству  (13)  надо  нриравнить  нулю  иодрядъ  вс'!^  коэффиЦ1енты,  не 
разбирая,  как1д  лар1вц1и  зависиныя,  как1я  независнныя. 

Такимъ  путемъ  находнмъ  сл'})дующ1я  выражетя  ,>1,тн  силъ  реакфй*): 


*)  Мохетъ  явиться  сомв'1н1е,  всегдо  ли  мы  въ  состояв!»  оиред'Ьлить  каокв- 
телн  !>]  II  |1у  такъ,  чтобы  коэффпщенты  при  зависимыхъ  перемещав  1якъ  стаж 
нулями;  в1;ль  ддн  этого  в^хво,  чтоАы  опредМитель  изъ  (^+^1)'  ковффвщентовъ 
при  )1,  и  |1 '  былъ  от^нчевъ  отъ  щля.  Разсмотримъ  тоть  псключвтельвыВ   случ&В, 

когда  оир«д11литель  вуль.  Для  краткости  озвачииъ  ^т-   черезъ  /','  и  зан^тнкъ,  что 

=  5^  нт.д.,апоа9)§ШЛ^.=.^-> 

н  т.  д.,  ешв  ставевъ  разсматривать  {,'  н  у.  какъ  функц1н  отс  скоростей.  Кронк 
того  для  синметр!)!  иусть  ;Г(=Ез^  д,  у.=:д._,,  /(=5з;,  такъ  что  координаты  системы 
будутъ  ^-^  {*  =  1,  2. .  .  .  ^п).  Прииенъ  за  завлсиныл  к -{- к^  иервыхъ  вар!ап!в: 
!?,.  в;2, . . .  ^•^^^^ ;  въ  такош,  случа*  опред);литель,   о  которохъ  чдеть  р+чь,  будетъ: 


I- 


Пусть  этогь  оиред'Ьлитеэь  вуль,  тогда  беренъ  за  зависиныл  группу:  3;2,  !Е,,... 
до  1:^^,  ^^.  и  т.  д.  пока  ве  переберемъ  всЬхъ  координатъ.  Если  окаветс.а  при 
этонъ,  что  ВСЁ  опр«я'Ьлител11  тноа  (а)  вулв,  то,  какъ  нзв'Ьство  между  функц111мв 
С!  и  '^^  должва  быть  зависимость  вида: 

П(Г1\у.%,  0  =  0, 

не  содержащая  скоростей.  Отсюда  вытекаетъ,  что  при 

Г1=Г2=  ■■■  =/;'  =  Т1  =  ?г="  Т».-1  =  0 

пли  1)  7,  =0,  ИЛИ  2)  7»,  = /опс(  (Е^, '),  отличной  отъ  нуля.  Въ  вервонъ  случа'Ь 
связь  т^  служитъ  сл-Ьдствгеиъ  оста^ьныIЪ^  во  второмъ  случаЬ  она  протввор^читъ 
остальнымъ.  Конечно,  так1е  случаи  мы  нсключаемъ  изъ  нашего  Vазсмотр^в^я. 


370  РЕАК111И  СВЯЗЕЙ.  гл.  ххг  §  184. 

( - 1  г  - 1 

*'=  2 ''1  +  1  "'«"■•  '"' 

?  =  1  ,/  =  1 

Ьыражен1я  для  силъ  реакц|й  содержатъ  теперь  лишь  А'-{-&|  не- 
опред^енныхъ  количествъ  )1|  и  )1/,  назыиаемыхъ  ныожителянн  связей. 
Число  втихъ  множителей  какъ  раэъ  соотв1Ьтствуетъ  числу  уравнений  (3| 
и  (4),  опред'Ьллющихъ  возможны»  ускоренЬ|.  Такииъ  образонъ,  л'Ьйстви- 
тельно,  задача  о  движен1н  несвободной  нанкнутой  систены  лкляется  теперь 
задачею  оиред4ленною. 

Перейдемъ  къ  систем'Ь  со  связями  внешними.  Тякъ  какъ  дви- 
жение вн'Ъшанхъ  нассъ  и  силы  реакций,  къ  этинъ  иассаыъ  приложен- 
ныя,  отъ  насъ 'скркты  *).  наиъ  нензв'Ьстны,  то  кы  можемь  вычистить 
полную  работу  реакц1й  занкнутой  системы,  состоящей  изъ  вн^шли^ъ  и 
внутреннихъ  иассъ,  лишь  для  той  частной  группы  возножныхъ  перем*- 
п^енЕй,  когда  вн'Ьшн!»  массы  покоятся.  Любыя  возможный  перем'Ёп^ен1я 
Д»!  незамкнутой  системы  по  (6)  и  (7)  §  179  удовлетворяюгъ  уравнен1ямъ 
вида: 


1  =  1 

Но  иозможныя  пере11'!§1цен1я  Ьз,  незамкнутой  системы  при  покоя- 
|[;ихся  вн'Ёшнихъ  массахъ  получатся  отсюда  тогда,  когда,  по  сказанному 
раньше  о  вн^шнихъ  связлхъ,  допустихъ,  что  врекя,  явно  входящее  въ 
уравнен1я  связей,  не  вар1Ируется,  т.  е.  Д^  =  0.  А  въ  такомъ  случаЬ 
выписанныя  выше  уравнен!»  для  нереи{|щев1й  сливаются  опять  съ  1>авен- 


*)  Скрыты  аотону,   что  наиъ  дааы  лишь   уравввя1л   связей,  I 
ле1а.тьво,  каковы  вв'Ьшв!»  массы,  какъ  онф  расводожевы  и  т.  д. 


О  у  |,.е.^  1:^^.^.00^  1С 
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ствяни  (13)  и  (14)  §*  160  ддл  возножвыхъ  ввр1ац1в: 


I  ^.^'•^'•+Ь"] 


=  г/;  =  0; 


1  =  1 

Такиыъ  обраяонъ  и  эд'Ьсь  надо  искать  1якшвар&жеи1я  хлясалъ  И1, 
чтобы  равенство  (11)  ни^^ло  н'Ёсто  при  ирежцихъ  услов1лхъ  (9)  и  (10) 
для  вар1ащЗ.  Сано  собою  разуи^ется,  что,  повторяя  т'}|же  разсуасден1я, 
аолучинъ  для  силъ  реакщй  снова  выряжен1я  вида  (14). 

На  основаши  все1Ч)  изложеннаго  мы  можеыъ  возножныя  вар1ац1и 
систеиы  ооред^Ёлить,  какъ  во8ножныя  переи'Ьщен1я,  ас  при  покоя- 
щихся вн'Ьшнихъ  нассахъ.  З&тЬяъ  услов1е  о  силахъ  реавфй  идеаль- 
ныхъ  связей  иоженъ  изложить  такъ:  работа  силъ  реахц1Й  на  воз- 
иожныхъ  вар1ац1яхъ  системы  равняется  нулю. 

Въ  суннахъ  ирввыхъчастей.выражвшй  (14)  каждый  членъвъ  отдель- 
ности иредставляетъ  собою  проэкцш  на  оси  координат'ь  ревк1ци  одной 
какой  либо  связи,  наир.  количества 

,  ал     1  <>Л     1  * 

о^с^  0у\  ОЛ! 

даютъ  величины  проэкц1й  реакцж  гц  связи  /)  на  точку  »(г .  Следовательно 

если  сохранннъ  обозначен1е  (7)  §  171  для  дифферен1(!альна1'0    параметра 
связи. 

Иодобнымъ  образонъ  и  для  свлуи   дифференц|альной 

РЛ  =  Му  Х''\ 

гд*  р^(  реакфя  связи  ^^^  на  точку  шл,  а  Д/-'"'  ио    (21)  §   174    диффе|1ен- 
Ц1альный  параметръ  той  же  связи. 

18&.  Иножвтель  неудвржввающей  свяан.  иредставннъ  себй  теперь, 
что  одна  нзъ  связей,  напр.  /),  стала  неудерживающею.  Тогда  одно  изъ 
раьенств'Ь  (3)  для  воэножныхъ  ускорев1й  по  (35)  §  177  заменится  нера- 


.^с^С0ОзIе 
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венствомъ:  . 

Оэначииъ  черезъ  Ф({Е,,  Г,,  2()  равнодМствующую,  каЕЪ  снлъ  дан- 
ыыхъ,  такъ  и  реакц1Й  вС'!Ьхъ  связеВ,  кронй  /), — равнод'Ь&ствующую,  при- 
ложенную къ  точк'Ё  №(.  Можетъ  случиться,  что  ускорешя,  сообщаеныя 
силами  Ф>  точканъ  ш! ,  будутъ  сани  по  себ1^  выполнять  вышеприведенное 
услов1е  (16л  т,  е.  пусть 

^    Ш1   \дХ1  '     ду1  '     д21        )  — 

Тогда  связь  /)  никакой  реакц1и  не  окажетъ,  и  уравнен1я  двнжен1я 
разснатриваеиой  системы  напишутся  такъ,  какъ  будто  связи  /|  ^  О  вовсе 
и  не  было; 

И((Д;("  =  3(;     т(у1"=Г(;     »цг1"^21.  (17) 


Но,  когда 


ускорен1Я,  сооби|,аеныя  силанн  Ф(,  станутъ  ускорешями  невояможнынн. 
Для  того,  чтобы  перевести  эти  ускорен1я  изъ  невозыожныхъ  въ  возиожнмя, 
допускаеыъ,  что  неудерживающая  связь  /}  оказываетъ  реакцш;  притомъ, 
если  эта  связь  идеальная,  то  по  аналогии  со  связями  удерживающими 
прининаеиъ,  что  проэвщи  реакцш  на  оси  координатъ  будутъ: 

гд'&  )||  множитель  связи.  Вь  настояш;емъ  случа^^  уравнбН1Я  движев1я  си- 
стемы будутъ  уже  не  (17),  а  так1я: 

ж,х,"  =  5, -Ь  1^  ^  ;     г,иу1'  =  \\-^\М;    т.г."  =  2,  +  а,  ^  •     (19) 
ах1  оу1  0X1 

Мы  иринимаемъ  (срав.  §  124),  что  неудерживающая  связь  оказм- 
ваетъ  лишь  такую  реакц1Ю,  чтобы  система  могла  оставаться  на  связи, 
а  отнюдь  не  такую,,  которая  сводила  бы  систену  со  связи,    т.  е.    по  (37) 


^д|,.е^с^V..лОО^IС 
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§  177  ускорешя,  получаеныя  въ  этонъ  случя'Ь  точкани,  обрящяютъ  .гЪвую 
часть  (1 6)  въ  нуль,  а  не  д4лаютъ  её  больше  нуля.  Подставляя  сюда  зна- 
чешя  а^',  у{',  «/'  нзъ  (19),  ваходимъ  для  )11  выраженЕе: 

1   (дГ, 


ит^щ^т 


(20) 


Принимая  во  внинан1е,  что  уравнен1я  (19)  справедливы  лишь  ири 
услов1и  (18),  заключяеыъ  иэъ  (20),  что  множитель  неудерживающей 
связи,  если  только  онъотлвченъотъ  нуля  (связь оказыв8етъреакц1ю)  всегда 
полох'ителеаъ,  т.  е.  для  неудерживающей  связи 

>,  ^0.  (21) 

Если-бы  иеудержнвающая  связь  была  вида:  «ру  >  О,  то  разсужденйя 
наши  отъ  слова  до  слова  остались  бы  т'1же  саиыя. 

186.  Травнен1я  двнжен1н  несвободвой  снстены  въ  декартовнхъ 
воордкватахъ  (ураввеи1я  Лагранжа  верваго  рода).  На  основан1и  най- 
левйыхъ  нами  выражений  (Н)  для  силъ  реакщй  уравнен1я  движен1я  (Ц) 
имвободной  системы,  лежащей  ня  &  +  %1  идеальныхъ  связяхъ  (1)  и  (2) 
п&оншутся  такъ: 

!=1  3=1 

1-1       ■'        3  =  1 

*     ■  *, 

»,.,"  =  г,  +  У  >,^+   У   Г-1С1,. 
1=1         '        3-г 

Уравнеп1я  эти  носятъ  наэваще  ураввеиШ  Лагранжа  перваго 
рода  или  уравнеН1Й  несвободнаго  двнжеи1я  съ  иноките- 
ллни. 

УравнвН1Я  (22)  содержать  Ъп-\-к-\-к^  неизвбстныхъ  функщй  вре- 
невв;  XI,  ^1,  Г1,  |11,  ^^.   Санихъ   уравнешй  всего  Зп,    во   ны  ин1|е11ъ  еще 


СуМЛг;СпОО'^1е 
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^"Ь^!  уравнешй  связей,  тахъ  что  число  уравнешй  равно  числу  неиз- 
в'^твыхъ  фунжц1Й  времени. 

Интегр11ров&н1е  уравнен1й  (22)  ведется  гЬхъ  саиынъ  оутенъ,  Еоторый 
былг  уже  няни  указанъ  въ  §§  122  и  125.  При  помощи  к-\-к1  ураБнен1б: 

которыа  въ  раскрытонъ  вид'6  даны  въ  (3)  и  (4),  исключаенъ  неизв^^стные 
множители  связей  Х]  в  V-/.  Съ  этою  1(Ълы)  вставляенъ  въ  (23)  значен1я 
х",  У|">  )!"  изъ  (22);  тогда  получимъ  систему  к-\-к\  уравнешй,  линей- 
ныхъ  относительно  1|  и  ц/. 

Рг-1*1  +  Р2.г>!+         +Р2.1*  +  Р2-и1(»1+        +Р!-*4»,)»*.  +  й=0; 

(24) 

Если   связи    не   противор'бчатъ    другъ    другу,    и  если  ня  одна  изъ 
михъ  не  служитъ  сл'Ьдств1еыъ  другихъ  *),  то  определитель 


У=^Р,,,Рг.г..,Р»,»,  »,», 


*)  Пол>8гясь  сокращевныин  обозаачен1якв  арнм'Ёча111я  къ  §  184,  мы  ножемг 
коэффиц1енты  Р^  =  Р^^  и  ^р  пааисать  въ  раскрытонъ  вндЪ  тавъ: 
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отличеиъ  отъ  нуля;  тогда  нзъ  написанныхъ  уравненШ  ны  ыоженъ  найти 
Х]  и  (1/  какъ  фунжщн  I,  Х1,  у*,  ех,  ян',  уЛ  Я{-  Подставляя  въ  уравнен1я  (22^, 
получннъ  систему  Зп  совокупныхъ  дифференц1альныхъ  уравнев1й  второго 
порядка  относительно  Зп  ве11»и%стныхъ  функщй  времени  хс,  у1,  2(.  Инте- 
грировате  этой  системы  иведетъ  6»  произвольныхъ  иостоявныхъ 
Су  (V  ■"  1 ,  2, . . .  6п).  Не»ависииыхъ  между  »тими  пос^'оянвыии  будетъ 
только  6»  —  2А  —  А].  Действительно,  множители  !1|  и  ^I.^  онред'Ьлены  такъ, 
чтобы  удовлетворялись  равенства  (23):  наоборотъ,  сл*д.,  изъуравнен1Й  (22) 
прн  найденныхъ  9н&чен1яхъ  нвожнтелей  к-^-кх  равенства  (23)  вытекають 
какъ  слЪдств1я.  Это  было  нами  подробно  покааано  въ  §§  123  и  125. 
Отсюда  заключаенъ,  что  система  (22)  им-Ьегь  к  вторыхъ  и  кх  первыхъ 
интеграловъ  движен1я  вида: 

Г>  =  «1/  +  %:    Т>  =  У- 

Проиввольныя  постоянныя  а,,  ^г,  у^  булутъ,  конечно.  функц!я1(и  по- 
стояииыхъ  Су.  Для  того,  чтобы  система  двигалась  по  даннымъ  связяиъ 
|1|  и  (2),  надо  положить 

=.-?.  =  ■(>  =  о, 

ЧТО  и  даегъ  '1к  -\-  к!  зависимостей  между  С, ;  сл^д.  произвольныхъ  или 
незявисиныхъ  между  ними  останется  только  6в  —  24  —  к1. 

Интегрироваше  уравиенШ  (22)  весьма  затруднительно.  Обыкновенно, 
движен1е  несвободвой  натер1альной  системы  находятъ  при  помощи  ивте- 
грировав1и  уравнвв1Й  другихъ  типовъ,  съ  которыми  познакомимся  »по- 
о'Ъдств!»,  а  этими  уравнен1ями  и  въ  особенности  равенствами  (24)  поль- 
зуются лишь  для  овред'Ь.1ен!я  величвнъ  реакц1й  связей.  На  слмомъ  Д'Ьл:Ь, 
когда  дввжен1е  системы  найдено,  т.  е.  з^ь  у(,  2>,  да',  уЛ  л/  известны, 
какъ  функфи  времени,  иэъ  (24)  легко  находимъ  X]  и  ц/,  а  сл%д.  н  Иг, 
какъ  фувкцш  времени. 

Когда  н^Ькоторыя  изъ  «связей  неудерживающ|я,  ходъ  интеграц1и  съ 
достаточною  подробностью  былъ  уже  нами  излпженъ  въ  §  124.    И  зд'Ьсь, 


Оаред'Ьлнтель  $]  —  ■'*1  1  ■^■'  ■>   ■  ■  ^* » »  . » г  *    иожетъ  быть  представлевъ  какъ 

суниа  Д»(3и-1)...(3»-А    ^-.+1)    ^вадратовъ  опред*1итвив  (А +  А.У»  порядка 

1  -  л ("'Г   "х) 

(подобно  (49)  §  125);  сл*д.  ояъ  можетъ  обратиться  въ  нуль  лишь  тогда,  когда 
каждые  няъ  упомлнутихъ  ооред-Ьлвтелей  равенъ  нулю;  а  въ  тавомъ  случкЪ  между 
функщаки  /,'  й  7 .  существуетъ  зависимость,  уже  раэснотр^аван  ваий  въ  ириыЬч. 
къ  §  184. 


^.^^^_100^|С 
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ковечпо,  приянакомъ  для  перехода  отъ  одиихъ  уравнетй  къ  другимъ 
{съ  меныпнмъ  числомъ  ыножителей)  служить  то  обстоятельство,  что  мно- 
житель неудержнвающей  связи  обращается  въ  нуль,  а  зат^нъ  становитсл 
отридательнымъ.  Если  одновременно  несколько  инояителей,  переходя 
черезъ  нуль,  становятся  отрицательными,  то  вс'Ь  они  исчезаютъ  въ  яояой 
систем!^  урдвнен1Й  до^  гЬхъ  поръ,  пока  система  снова  не  придетъ  хотя  иа 
одну  изъ  ослабленныхъ  связей. 


1уСооз1с 


ГЛАВА  ХХ^'1. 

Заионъ  колнчествъ  дв11жен]я.  Занонъ  монвитовъ  нолнчествъ  двнжеиМ. 
Занонъ  живой  силы. 

187.  Закоиъ  колвчествъ  двмжеа1я  илн  цевтра  ннерц1н.  Уравнен1я 
Д11инев1я  несвободной  матерхальной  системы,  разснотр'Ънныя  нами  въ 
предыдущей  глав1Ь,  ии^ють  видъ: 

пчх"  =  Х(+  Л1^;  (1) 

шф"  =  У,  -Ь  Л„;  (2) 

та"  =•=  2,  -\-  Яи.  (3; 

1  =  1,  2,  3...«. 
Зд'&сь 

X^  =  Г^  соз  (1'>  х);     Г*  =  Р^  саз  (I'^  у);     2|  =  ^^  соз  (2-',  г);  (4) 

Ли:  =  1{,созЛ,х)\    Е,^=  Я^соз^В^у);    Яи=  Л1С08(Л|г);  (5) 

гд'Ё  Р^  данвал  сила,  приложенная  къ  точк'1Ь  ж!,  а  Б|  равиодФйствующая 
всЁхъ  силъ  реакц1Й,  приложенннхъ  къ  той  же  точк1^.  Подробныя  выра- 
жен1л  для  проэкц1й  реакц|й  даны  (14)  §  184,  ести  свстена  подчинена 
связямъ  (1)  и  (2)  того  яе  пара1'рафа. 

Возьнеиъ  суины  по  значку  г  оть  ураввен1Й  (1),  зат^жъ  (2)  и  нако- 
иецъ  (3): 

»=1  .=1  г=1 

я  п  п 

Х""^'"^11  г, +^  Л„;  (6) 

г=1  1=1  »=1 


),Соо'^1е 
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Л1>вынъ  частянъ  получвнныхъ  раиенствъ  ноженъ  дать  такой  ви^ъ: 


17) 


(  =  1                                  г      1  г=-.1 

п                     п  п 

» =  1                  1  =  1  [  =  1 

ПТ,=     У  (И(у('  =    Л       т(  14 008(11(1/)  =      \   11(С0«(|1(у); 

(=1               »=1  *=1 

п                     п  п 
ЛТ,  =   л   «цг/  =   Л     т(1'(С08Г1\  «)  =*    У    11(С08{1»(  г); 


гд-Ь  У(  означаетъ  скорость,    а    11(  =  №(  11(    оэначаетъ    количество  ,'1:внжеи1я 
(§  86)  точки  »11 . 

Равснотринъ  векторъ  Ш,  инЪющйв  своими  проэкшяни  на  оси 
^х ,  'ТТ'г .  ^^ ;  тогда  три  аналитяческихъ  равенства  (8)  ножевгь  занюнить 
однинъ  геоиетрическинъ: 

(Ш)  -  ()^1)  +  (»з>  4-      ■  4-(1^")- 

Векторъ  Ш,  представляЮ1Ц1&  собою  геометрическую  сунну  векто- 
ров'ь  щ,  называется  количествомъ  движен1я  данной  систены. 

Если  главный  векторъ  приложенныхъ  силъ  ^^(  означинъ  черезъ  Р,  т.  е. 

(Р)  =  (!•,}  -\- (Р^)  ^      ^(РЛ 

то  ироякщи  его  на  оси  Г,,  ^',,  Р,  по  (4)  представятся  такъ: 

»  N  п  п 

Р^^У  Р1Соз(Г,х)  =  У  X,;  П  =  У  ^'.со5(^'(у)  =  У  Г( ; 

1=1  ( =  1  1  =  1  1  =  1 

п  п 

^;  3=  V  Р,ш(Р, г)  =  У  7,.  (9) 

1=1  (=1 

Накоиецъ,  пусть  главный  векторъ  ])еякц1н  А  буд^тъ  Д: 

(Л)  =  (Л,)  +  (Д.)  +    +(ад. 
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тогда  для  проахц1й  его  на  осв  найденъ  выражен1я  по  (5): 
п  п  п 

А.=  ^Д«;    М,=  ^В^,;    Л,  =  ^Д(,.  (10) 


1  = 

1 

(-1 

1~\ 

помощи 

(7). 

(9)  1  ПО) 

равенства  (6) 

нанъ 

даютъ: 

•  ъ; 

+  А; 

л' 

•  I', 

+  -Н,; 

•  Т. 

+  й.. 

СП) 


Если  геонет11ическую  производную  по  времени  (§  31)  отъ  вектора 
Л1,  означвиъ,  какъ  всегда,  черезъ  ЛТ,  то  нзъ  (1 1 )  внтеааетъ: 

(Ш)  =  Ц')  ^-  (Д).  (12) 

Равенство  это  выражаетъ  звконъ  количествъ  движеа1л  въ 
самоб  обп^еВ  фори!:  геометрическая  производная  по  времени  отъ  коли- 
чества двнжен1я  )1атер1альной  систеыы  равна  геометрической  сумм'6  глав- 
ныкъ  векторовъ  силъ  в  реакц1й. 

Упомянутому  закону  можно  дать  другое  виражен1е,  именно,  введемъ 
точку  С,  называемую  центромъ  инерц1и  системы;  координаты  ея  Хсуу,,^, 
цо  (2)  §  153  такъ  связаны  съ  координатами  точекъ  систены: 


*^1 


=  X  "'•■■^<;     Мус  =  у   И1,у,;     ^Мгс=  2_.  *^^^'^'■' 

■      -  1=1  1=1 

п 

Тогда  уравнешя  (6)  мояно  заи1Ьнить  следующими: 
Мх,"  =  ^;  -Ь  /г,; 

Му"  =  ^;  +  Л,;  (14) 

Мг,"  =  Г.  -\-  К.. 


1уСооз1е 
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Отсюда  видимъ,  что,  если  центру  иыерц1и  припишешь  пассу  ЛГ, 
равную  масс*  всей  системы,  то  эта  точка  движется  такъ,  какъ  будто  къ 
ней  были  ириложены  силы,  равный  главныиъ  векторанъ  силъ  и  реа|[Ц1Й 
системы.  Закоиъ  количествъ  движен1я,  выраженный  въ  такой  форм*,  но- 
сить назва.111е  закона  центра  инерц1и.  Если  заи'Ётимъ,  что  количество 
движения  точки  С  массы  М  какъ  раэъ  изображается  векторомъ  ТП,  то 
вполне  ясно  увидимъ  полное  соотв'1>тств1е  уравнений  (14)  равенству  (12^. 

Когда  главный  векторъ  реакций  Я  обращается  въ  нуль,  то  выра- 
жен1е  (12)  зам4нитея  такимъ; 


(Ш,  ^{Р)\ 


(15) 


тогда  геометрическая  производная  по  времени  отъ  количества  движен1я 
системы  равняется  главкому  вектору  приложенныхъ  къ  систен-Ь  силъ. 
Уравнеи1я  (14)  станутъ  тогда  сл'Ёдующими: 


Мус"   =   Ру 

Мг/  =  Р. 


(16) 


т.  е.  1(ентръ  инерц1и  системы  движе1'ся  такъ,   какъ  будто  къ  нему  былъ 
приложеиъ  главный  векторъ  силъ  системы- 

Главный  векторъ  реакц1Й  обратится  въ  нуль,  если  система  прило- 
женныхъ некторовъ,  изображающихъ  силы  реакц1и,  аквивалентва  нулю 
или  пар*  (§  28).  Это  будетъ,  напр.,  въ  томъ  случа'Ь,  когда  данная  система 
свободна  или  неизк'Ьняеиа  (нрин.  б)  §  170).  Д^Ьйствительно,  нусть 
разстоян1е  между  точками  Шр  и  т,  системы  остается  неизи1^ннынъ: 


(Хр- 


^я'^'-\-(ур-у,^'-\-^^>•-^яУ-^Р^ 


=  0, 


(17) 


Тогда  по  (14)  главы  XXV  реаЕц1я  Ер  и  Л„    приложенныя  къ  точ- 
канъ  тр  и  Шд  будутъ,  если  X  множитель  свяви: 


Е^^ЯрС08{Ерх)  =  21(хр-х,) 
Пру  =  Ер  С08  (Ер  у)  =  2  Нур  —  у,) 
Ер.  =  Ер соз [Ер  х)'=1\{гр  —  «,) 
Отсюда  выводинъ, 


Л,,  =  2  X  (з:,  —  л;р)  =  —  Л^ ; 
Е„  =  ЧМу,-ур)=-  Еру-, 
Ед.  =  ^Х(г,  —  Яр^  =  —  Ер,. 


Е,  =  Еп  =  21г™ 
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если  по  (17)  1^  =  -\'^(Хр — а:,)^4-(у,  -  у,)"  Ц- (л^р — г^)*  означаетъ    неиа- 
н^^нное  разстояя1е  между  точками. 
Точно  также 

еоз^ВрX)  =  -^Р^=^  -ео8(К,х)';    со8(Й,у)=  ^~-^«  =  -  еоз{К,у)\ 

'РЧ  '■Р1 

СО»  {Ир  г)  =  ~ -'  =  —  соз{М^г). 

1р^ 

Силы  Вр  и  М^  равны  по  величин'^  и  направлены  по  пряной,  сиеди- 
няющеЁ  точки  Мр  и  т,,  но  въ  противуположнмя  стороны.  Такинъ  образоиъ 
систена  прнложенныхъ  векторовъ,  нзображающихъ  реахфи  неизнФняеной 
системы,  будетъ  эквивалентною  нулю  (§  24). 

Кром'Ь  системы  свободной  и  неизмЬняеиой  существуетъ,  конечно, 
беэчиеленное  множество  другихъ  системъ,  для  которыхъ  векторъ  Я  обра- 
щается въ  нуль. 

188.  Ивтегралы  колнчествъ  дв1жен1я.  Заковъ  сохранен1я  центра 
ннерц1н.  Когда  каждый  изъ  векторовъ  Р  н  Е  обращается  въ  нуль,  или 
когда  ихъ  геометрическая  сумма  равна  нулю,  тогда  изъ  (11)  нм'^еиъ, 

<^-_0;    !^'  =  0;     ^^0;  (18) 

а{  (И  аЬ 

или  по  (12): 

(Ж,  =  0.  (19) 

Изъ  (18)  вытекаетъ,  что 

т.~А,:  га,~л,;  т,^А,:  (щ 

гд'Ь  Аи  Аг,  А^  проязвольныя  постояннмя.  Равенства  (20)  говорятъ,  что 
векторъ  та  постояненъ  по  величин^^  и  по  направлен1ю,  что  выражается 
и  ( 1 9).  Итакъ,  если  геометрическая  сумма  главныхъ  векторовъ  силъ  и  реакцШ 
системы  равняется  нулю,  то  количество  движеи1я  системы  остается  по- 
стояякымъ  по  величине  и  ио  направлен!». 

Выражешя  (20)  даютъ  намъ  три  первыхъ  интеграла  движен1л,  назы- 
ваемыхъ  интегралами  количествъ  движен1я: 

п  п  п 

У  т^x^^=  Ах;      N   Ж||/('=Л1;      У  пцгх  =  Аз-  (21) 

»=1  »=1  ^=1 

0,Э,1,гейсуСоО^1с 
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Урявнеи1я  (14)  обращаются  теаерь  въ  тавЕя: 

X,"  =  0;     у."  =  0;     г/  =  0. 
Отсюда  находимъ  вторые  интегралы  дв11жен1я: 


^■'  +  1 


,  =  Ог^  +  { 


(  =  1 

Интегралы  эти  говорятъ:  если  геометрическая  суииа  главныхъ  векто- 
ровъ  силъ  и  реакиДй  систеиы  равна  нулю,  центръ  инерцш  системы  дви- 
жется прямолинейно  и  равнои'Ьрно  Изложенная  теорема  называется  зако- 
ном ъ  сохранеи1я  центра  инер1ии 

Главный  вект01)ъ  силъ  обратится  вь  нуль  тогда,  когда  система  при- 
ложенныхъ  векторовъ,  изображающихъ  силы,  эквивалентна  нулю  или  11ар1> 
(§  28).  Безчисленнымъ  множесгвомъ  спосо(ювъ  можно  распред'^лить  силы 
въ  снстем'Ь  такъ,  что4)Ы  нхъ  главный  векторъ  уничтожался.  Между  Л]ю- 
чииъ,  это  обстоятельство  будетъ  и1Гбть  н-Ьсто,  если  силы,  приложенным 
къ  системе,  будутъ  только  виутренн1я,  т.  е.  если  источниконъ  всякой 
силы,  д'бйствуюп^ей  на  точку  т^  системы  служитъ  масса  »ц,  также  при- 
надлежащая снстем'Ь.  Тогда,  д'Ёйствительно,  по  третьему  закону  Ньютона 
всякой  сил*  (р,,,  приложенной  къ  точк*  тр,  будетъ  соотвбтствовать  равная 
и  прянонротивуноложняя  (§  <))  сила  (р,,  приложенная  къ  точк'Б  т,.  Оче- 
видно теперь,  что  система  приложенныхъ  векторовъ,  изображающнхъ 
внутренн1я  силы,  всегда  эквивалента  нулю, 

Построимъ  изъ  какого  либо  полюса,  напр  начала  координатъ,  тодо- 
гряфъ  перен'Ьннаго  съ  течен1еиъ  времени  вектора  ПТ.  Тогда,  если  только 
одно  первое  равенство  изъ  (18)  справедливо,  т.  е  если  геометрическая 
сумма  главныхъ  векторовъ  силъ  и  реаки.!^  системы  перпендикулярна  къ 
оси  я:-овъ,  то  разсиатриваемый  1'Одографъ  будетъ  кривою  плоскою;  плоскость 
годографа  перпендикулярна  къ  оси  л:-08ъ.  Когда  выполняются  два  пер- 
пыхъ  равенства  (18),  т.  е.  когда  геометрическая  сумма  главныхъ  векто- 
ровъ силъ  и  реакщй  параллельна  оси  е  -  овъ,  то  годографъ  вектора 
ЛХ  будетъ  отр-Ёзконъ  прямой,  нара.1лельной  оси  е-овъ.  Иаконецъ,  когда 
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выполнены  ВС*  три  равенства  (18),  т.  е.  когда  им'Ьетъ  м4сто  законъ 
сохранен1я  центра  инерц1н,  разсивтрнваеный  годографъ  обращается  въ 
точку. 

189.  Законъ  воневтовъ  колвчествъ  двяжен1я  Укнижинъ  уран- 
иен1е  (3)  ал  у,,  л  (2)  на  г(,  вычтемъ  друръ  изъ  друга  и  возькемъ  сумму 
по  значку  1,  тогда  получниъ: 

п  «  п 

>    П1((у(г|"  —  ^'.*/|"'  =  з:    У  >П1^у,г>'  —  г(уЛ  —У  (у(2,  — гс  Г|)  4- 
(^1  »  =  1  »  =  1 

+  ^  1у(Д,  — АЙ(И-  (23) 

1  =  1 

Подобнымъ  образонъ  найдемъ: 

п  п  п 

(24) 
п  п  п 

~    \т^{x^у^—1^^X|')=\и^У^—у^X^^-\-   У  1*^1,,  -  №  Л(х). 
1  =  1  » = 1  ^  =  1 

Озвачинъ  черезъ  </1,  /,,  ^1  моменты  около  начала  координагъ  векторовъ: 
[1гК0лнчества  движев1я  точки  т(,  ^'(— силы,  приложенной  къ  точк4  ж,, 
и  К( — реак1ии  связей,  д'Ьйствующей  на  туже  точку  т(.  Тогда  (§  10): 

!1'г=д1Соа<д1Х)=щ(у1г1'—еф'У,  д^^-—т^^г^x!—x^г^)\  ди=мЛхф' — ^а:/): 

^^^^^С09\^^x)  =  у^г^  —  I!^Т^\    Ь^  =  г^  X^  —  х^  2г,   ^1,  =  а:,  У*  ~  у,  У, ;  (25) 

Ч.  =  *(  сов  {Х(  X)  =у(  Ни — ^1 1и/,  \,  =  г^  Ей  —  д^!  й(1 :   ^ь  =^  XI Д,  — )/( А*  ■ 

11ри  этоиъ  номнимъ,  что  номеатъ  у^:  наир.  представляетъ  собою 
одвовреиенно  (§  9)  и  проэкц1ю  ионента  171  на  ось  л;-овъ  н  монентъ  век- 
тора 11(  около  оси  а;-овъ. 

[(озьненъ  теперь  главные  моменты  (§  17)  6,  Ь  и  К  систенъ  нрило- 
кенвыхъ  векторовъ  Ц1,  ^^^  и  Д  около  начала  коордиватъ,  т    е.  пусть 

(в)=  (.9,)+  С</з)4-   1-  (9п)\ 

Ш  =  (?■)  +  Иг)  +       +а.); 

(А)  =  (>,)+  (1г)  +  -на,.). 

0|д|111ес1оу  Сл0091С 
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Въ  таконъ  случа'Ь 


01  =  &со$(0х)  —  \д1^;  С»  =  У  3^;  ^'  =  У  ?(.; 
*=-1                    1  =  1  г  =  1 

п  п  п 

Ьг=ЬсовИ^)  =  У  /и  ;  1,=  У1,у\  Ь,  =  У  г^  ;        (26) 
1  =  1                     г'^!  1  =  1 

п  п  п 

\^=\соз{\х)='^К;  А,  =  У  1,,.  Л.  =  У  1^. 

1=1  1=1  1=1 

Векторъ  6г  для   сокращршя    называется    главпынъ    ионентомъ 
количествъ  двихен1я  систены. 

На  основаши  (26)  и  (25)  ура8нен1я  (23)  и  (24)  принимаютъ  видъ: 

(27) 


(О)  =  Ш  +  (А) ;  (28) 

если  черезъ  Сг  оза&чяыъ  геометрическую  производную  но  времени  отъ 
вектора  6 

Полученвыя  равенства  (27)  или  (28)  и  выражаютъ  въ  саномъ  общенъ 
пид'Ь  законъ  иоиентовъ  количествъ  диижен1я  систеиы:  геометри- 
ческая ироизводная  по  времени  отъ  главнаго  момента  количествъ  дви- 
жен1я  системы  около  неиодвнжнаго  полюса  (начала  координатъ)  равняется 
геометрической  сумм*  главныхъ  иоментовъ  силъ  и  реа!Щ1й  системы  во- 
кругъ  того  ЛЕС  полюса. 

Если  ноыентъ  Л  обращается  въ  нуль,  то  вместо  (27)  и  (28)  им'Ьемъ: 


(в)  =  (X).  (30) 

Тогда  геометрическая  производная  по  времени  отъ  главнаго  момента 
количествъ  движен1я  системы  около  неподвижнаго  полюса  равняется  глав- 
ному моменту  силъ  системы  около  т01Ч>  же  полюса. 

Моментъ  Л  равняется  нулю,  если  система  приложеввыхъ  векторовъ, 
изображающихъ  силы   реакфй,    эквивалентна    нулю  или  одному  вектору, 
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всегда  проходящему  черезъ  внятый  неподвижный  полюсь  (начало  коорди- 
вать).  По  предыдущему  (§  187),  моментъ  Л  обратится  въ  нуль  для  системы 
[Свободной  и  неизм'[;нлемой. 

190.  Интегралы  жонентовъ  количеетвъ  двняЕен1я  или  площадей. 
Закояъ  сохранен1я  номентовъ  колнчествъ  двИ9Вен18.  Не11зн11няеная 
плоскость.  Когда  каждый  изъ  номентовъ  Ь  а  \  обращается  въ  нуль, 
Н.ТИ  когда  ихъ  геометрическая  сумма  равна  нулю,  тогда  изъ  (27)  им^емъ: 


С31) 


'-Ж-0-'1г='- 

11а 
1» 

или  по  (28): 

(0)  =  0. 

Изъ  (31)  вытекаетъ,  что 

(32) 


О,  =  с, :     а,  =  Сг ;     (т,  =  Гз :  .        (33) 

гд'Ь  б'],  Сч,  Сз  пронавольныя  постоннныя.  Иолученныя  равенства  покаэы- 
ваютъ,  что  моментъ  6  постояненъ  по  величин'!^  и  по  направленш,  что 
иыралсается  и  (32).  Итакъ,  если  геометрическая  суима  главяыхъ  номен- 
товъ силъ  и  реакц|й  системы  вокругъ  яеподвижнаго  полюса  (нача.1а  коор- 
дннатъ)  равняется  нулю,  главный  номенгь  количеетвъ  двихен!я  системы 
вокругъ  того  же  полюса  постояненъ  по  величине  и  по  иаправлетю.  Изло- 
хенное  положеп1е  нт^итъ  иаз11ап1е  закона  сохранен1я  моментопъ 
колнчествъ  двйжен! я. 

Выражен1Я  (33)  дпютъ  намъ  три  первыхъ  интеграла  двнжешя,  яазы- 
ваеиыхъ  интегралами  иоиентовъ  количеетвъ  движен1я: 

»  п 

г  =  1 

«1  (х\ у\  —  у^ XI)  =  Сз  ■  (34> 


г  =  1 


Каждый  двучленъ,  напр.  у|^:(' —  ^(у/,  по  (51  §  104  представляетъ 
С1>(юи  удвоенную  сектор1альную  скорвсть  проэкц1и  точки  гщ  на  одну  изъ 
юординатныхъ  плоскостей  (въ  нашемъ  случа'Ё  на  /С01' }: 

у^е^'  —  ^(у/  =  2  5„  . 

о'д,1|гес1оуСо0^1с  , 

I 
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Поэтому  предыдуп1.1е  интегралы  (34)  можно  написать  еще  такг: 
п  п  п 


Интегралы,  написанные  въ  такой  форм!),  называются  интегра- 
лами нлощалвй. 

Постоянный  векторъ  О  ОIIред^Ь.Iяетъ  своинъ  направлен1енъ  семейство 
перпендикулярныхъ  къ  нему,  и  сл'1Ёд.  параллельныхъ  между  собою,  пло):- 
костей,  неизм'Ёняюшихъ  своего  направлены  съ  течен1емг.  времени.  Любая 
плоско<'ть  изъ  указаннаго  семейства  называется  неиям1;няеиою  или 
плоскостью  Лапласа.  У равнеы1е  какой  либо  ивъ  неи.чн'Ёняеныхъ 
плоскостей  будетъ; 

или 

гд];  •{  произвольная  постоянная. 

Оба  номен1'а  X  и  А  обратятся  въ  нудь,  если  данная  еиетеиа  сви- 
бодвая  или  неизменяемая  (Л  =  0  но  §  187),  а  силы  вс1^  внутреннйя 
{Ь  =  0  по  §  188);  но,  само  собою  разум'Ьется,  существуетъ  еи1,е  безчи- 
сленное  множество  другияъ  несвободннхъ  системъ  и  другихъ  распрел'Ь- 
лен1Й  снлъ,  Д.1Я  воторыхъ  получаются  интегралы  (33). 

Иостроимъ  изъ  к»Ского  либо  полюса,  напр.  нача.1а  коордмнатъ,  годо- 
графъ  пере111*ннаго  съ  течен!внъ  времени  вектора  (т.  Тогда,  если  только 
одно  первое  равенство  (31)  С11равед.1ива,  т.  е.  ни  силы,  ни  реакц1и  системы 
не  даютъ  момента  около  неподвижной  оси  (ОХ),  то  раэсматриваемый  годо- 
графъ  будетъ  кривою  плоскою,  и  мы  будемъ  им+.ть  лишь  одинъ  интегралъ 
площадей:  &!=€]■  Плоскость  годографа  въ  нашемъ  случа*  пвра.тлельна 
У02.  Когда  выполняются  два  равенства  (31),  т.  е.  силы  и  реакши  системы 
не  даютъ  моментовъ  вокругъ  днухъ  координатныхъ  осей,  тогда  годографъ 
момента  О  будетъ  отр-^акомъ  прямой,  параллельной  третьей  оси,  и  мы 
будемъ  ин'{>ть  два  интеграла  пло|[;адей:  (?^  =  С] ,  (ту  =  С2-  Наконецъ, 
когда  справедливы  всЬ  три  равенства  (31),  т.  е  когда  иыио.тняется  законъ 
сохранен!я  моментовъ,  разсматриваемый  годографъ  обращается  въ  точку. 

191.  Теорема  Якобн.  Въ  тоиъ  случа'Ё,  когда  материальная  система 
состоитъ  всего  изъ  двухъ  точекъ  Ш]  и  шг ,  Якоби  далъ  закону  сохранен!я 
моментовъ  количествъ  движен1я  следующую  геометрическую  форму.  Пусть 


^уI,.е^.^V.^100^IС 
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(Фш*.  82)  Ш]  и  Ш;  изображаютъ  110лолев1я  точекъ  системы,  »)  и  ьг  ихъ 
скорости,  дх  и  д2  нохенты  количествъ  двиаен1я  около  начала  хоордиаатъ. 
Тогда  иоментъ  О  представится  д1аголалью  нараллелогранна,  построеанага 
на  д1  и  д^-  11о  условш  векторъ  (Хг  постояненъ  но  величин'^  и  по  на- 
аравленш.  Плоскости,  проходящ1я  соответственно  черезъ  начало  коорди- 
натъ  и  скорости  «^  и  У2,  назовеиъ  Р  и  ^ .  Въ  такомъ  случа'^Ь  Р  перпенди- 
кулярна къ  (?1,  а  ^  къ  д2'<  слЬд.  каждая  изъ  атихъ  плоскостей  перпенди- 
кулярна къ  плоскости  параллелограмма  (X/.  А  потому  лин1я  ихъ  пере- 
с'Ьчен1я  ОЬ  аернендикулярна  къ  плоскости  того  же  параллелогранма, 
значить  и  къ  постоянному  направлен1ю  0(г.  Итакъ  оказывается,  что  три 
плоскости  Р,  ^  и  плоскость,  цроведеннан  черезъ  О  перпендикулярно  къ 
00,  пересекаются  по  одной  пряной.  Другими  словами,  геометрическимъ 
м'Ьстомъ  пряныхъ  встречи  плоскостей  Р  и  у,  ироведенныхъ  черезъ  на- 
ча,1о  координатъ  и  скорости  движущихся  точекъ,  служить  одна  изъ  не- 
изиеняеныхъ  плоскостей. 


192,  Соедннен1е  аакона  количествъ  движев1а  я  закона  женен- 
товъ  колнчеетвъ  дввжен]я  въ  одннъ.  Если  вспомнимъ  определение, 
данное  нами  <§  35)  геометрической  производной  отъ  системы  прилохеа- 
ныхъ  векторовъ,  то  оба  закона — законъ  количесгнъ  двнжешя  (12)  §  187  и 
закопъ  моиентовъ  количествъ  движения  (28)  §  189 — можсмъ  соединить 
въ  одинъ:  геометрическая  производная  по  времени  отъ  системы  при.то- 
жевныхъ  векторовъ,  изоб1)ажаюш,их'ь  количества  движен1н  точекъ  системы, 
эквивалентна  системе  лриложенныхъ  векторовъ,  изображающихъ  силы  и 
реакщи  матер!альной  системы. 

Когда  система  приложенныхъ  векторовъ,  изображающихъ  реакц1и, 
эквивалентна  нулю,  геометрическая  производная  по  времени  отъ  системы 
приложенныхъ  векторовъ,  изображающихъ  количества  движен1я,  эквива- 
.тентна  системе,  изображающей  силы. 

Когда  сложная  система  приложенныхъ  векторовъ — силъ  и  реакц1Й — 
эквивалентна  нулю,  тогда  и  геометрическая  производная  по  времени  отъ 
системы,  изображающей  количества  движешн,  будетъ  эквивалентна  нулю, 
а  след.  главный  векторъ  и  главный  моментъ  самой  системы  количествъ 
д||ижен1я  будутъ  постоянны  во  времени. 


о  у  ||ге^ 


с^Соо^1е 
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198.  Закоиъ  яояентовъ   колнчеетвъ   дввже81а   для   отвоеитель- 

иаго  движен1я  системы  вовругъ  центра   инерц1и.    Законъ    ионентовъ 

количествъ  дввжешя  системы  выражаетъ  собою  лишь  ту   теорему    теорж 

веЕТоровъ  (§  36),    что  при  аолюсЁ  несодвижноиъ    главный  момеатъ 

геоиетричесЕой  проивводноб  отъ  какой  либо  систенн  прнложенныхъ  векто- 

ровъ  равенъ    геоиетрической    производной    отъ  главнаго    момента  самой 

системы.    Поснотринъ  теперь,    не  найдется  ли  такой  подвижной   лолюсъ 

{а,  Ь,  с),  «тобы  и  для  него  остался  в'Ьрнымъ  упомянутый  законъ.  По  §  36 

для  этого  необходимо  и  достаточно,  чтобы  рад|усъ  векторъ  полюса,  произ- 

воднаго  отъ  вэитаго,  былъ  параллеленъ  главному  вектору  данной  системы. 

Въ  настоищемъ  случа*  координаты  пронзводнаго  полюса  будутъ  пронзвод- 

,  11а     ЛЬ      Не 

ныни  по  времени    01"ь   а,  о,  с:    -тт  '   -гг  >   -тт  ;    главныыъ    же    векторомъ 
аЬ      аг      ш 

системы  служитъ  Ш  (§  187);  сл'Ьд.  скорость  искомаго  полюса  должна  быть 

такова,  чтобы 

л  *  .  А  _т,  ,т,  :т.. 

(И      д(      (И  ' 

Но  по  (8)  и  (13): 

Vд^^  Хс,  Ус,  Не  координаты  центра  инерцш  системы.  Поэтому 
(1а      АЬ     <1с  ,        ,       , 

^  ■■  Л  ■  "^  ~  ■'''  ■  ^'  ■  *'  = 

т.  е.  скорость  искомаго   полюса    должна  быть   параллельна   ско- 
рости пентра  инерц1и. 

Въ  частномъ  С1:уча^Ь  искомымъ  иолюсоиъ  можетъ  служить  санъ 
пентръ  инерц1и,  но  н  крон-Ь  центра  инерцш  можно  найти  бесчисленное 
множество  другихъ  оодвижныхъ  полюсовъ.  для  которыхъ  останется  въ 
силЪ  законъ  моментовъ.  Напр,,  соединиыь  цеитръ  инерц!и  С  съ  неподвиж- 
ною точкою  ^  и  на  этой  прямой  возьиемъ  точку  В  такъ,  чтобы  всегда 
ЛВ 

Остановииъ  нашъ  выборъ  на  центр1|  инерц1и  и  подтвердииъ  ска- 
занное непосредственными  вычисленшии.  Беремъ  систему  осей  С'^т^'^, 
параллельную  неподвижнымъ  Охуг  и  движущуюся  поступательно  вм'Ьст* 
съ  центромъ  инерц1и  С. 

Координаты  точки  т\  относительно  новыхъ  осей  пусть  будутъ 
Е( ,  1)| ,  С| ;  тогда 

XI    =^    Хс   -]г   ^и      У1    —   у,    4-   11  ;       '1    ■■=  ^Зс    -|-    С(  .  (36) 

^уI,.е.^.^V.^-.ОО^IС 
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По  услов1н>  цектръ  инерцж  лежнтъ  въ  начале  осей    СЕт)^,  слЬд. 

п  п  п 

У  й„е,  =  0;       У  ж,I,^  =  0;      ^  №,:,  =  0.  (37) 

1=1  г=1  1=1 

.      Вставимъ  въ  (23)  и  (24)  вместо  Х1,  .у(,  Х{   ихъ  ныражен1я  изъ  С36); 
тогда,  ограничившись    одною   системою    форнулъ,    найдеиъ  вместо  (23): 


-У№г,-с,г,1+>](„д„_сд,)4-;,,  г  У  й  +  У  л1- 

(-1  1  =  1  "-(-1  1  =  1      -■ 

Ц  - 1  >  -  1      -■ 

Но 

Т,  I  »•  У  т,«|'~г.У  «и»,'  I  —!(.'У  >»|«|'  — «.'У  ""?''  + 
'      <-1  (=1  (-1  1=1 

1  =  1  ?■  =  1 

Если  по  (13)  §  187  зам4нииъ  ^  п^^г,',  ^  '"<№'   черезъ    Л^г/,  Муг' 
»  =  1  (  =  1 

и    воспользуемся  равенствами  (6),  то  найдемъ: 

'     (=1  .=  1  '  ^1  =  1  1  =  1      -■ 


Такинъ  образомъ  вто  выражен!в  сокращается  съ  посл11диими  двумя 
членами  правой  части  равенства  (38);  а  потому  ви'бсто  (38)  ии1^еиъ: 


^уI,.е.^.^С0ОЗIе 


или 
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(39* 


если  черезъ  в<",  Х''*,  Л''>  иазонеиъ  главные  моменты  количествъ  движен1я, 
силъ  и  реакц1Й  системы  вокругъ  ея  центра  инерцш. 
Подобнымъ  образомъ  найдемъ: 


Полученныя  три  равенства  (39)  и  (40)  и  аодтверждаютъ  высказанное 
раньше  положен1е. 

Разснотримъ  теперь  движен1е  взятой  системы  относительно  среды, 
втшЪвяо  связанной  съ  осями  СЦС.  Относительная  скорость  еякой  либо 
точки  )»(  будетъ  имйть  своими  проэкщями  на  оси  2/,  тц',  С/;  эти  скоростн 
будутъ  связаны  съ  абсолютными  по  (36)  равенствами: 

л/  ^^  Хе  -\-  $|';     у1  =  Ус  4-- 1'';     ^1  =  ^с  -\-  ^•'-  <41.' 

иодставляя  въ  л*вую  часть  (39)  вместо  а;,',  у/,  щ'  ихъ  значен1я  изъ 
(41),  найдемъ: 

I  -■=  1  г  =  1 

Но  по  (37)  посл4дшй  членъ  равняется  нулю;  сл*д. 

если  означниъ  черезъ  Г''\Гх\  Гу\  1*!!*)  главный  момеитъ  количествъ  дви- 
«ен1я  системы  въ  ея  движении  относительно  среды,    движущейся    посту- 


^д|,.е^с^V.^100^IС 
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пательвы  вы'бст^  съ  центроиъ  инерц1и,  или,  какъ  говорятъ  короче,  въ  ея 
относительноиъ  лви9ен1и  вокругъ  центра  инерЦ1и- 
Такихъ  образоиъ  изъ  (39)  и  (40)  выволинъ: 


Иолучсыныя  равенства  выражиють  собою  въ  самомъ  оищеиъ  вп.1;')> 
законъ  нонентовъ  д.чя  относительнаго  движения  вокругъ  центра  инерц1и. 
Вс'Ь  выводы,  сделанные  нами  изъ  закона  иоментовъ  въ  абсолютноиъ  дви- 
женш,  прилагаются  отъ  слова  до  стова  къ  движен1ю  относительноиу;  ио- 
зтому  иы  считаемъ  лишнииъ  еще  раяъ  ихъ  повторять. 

Должно  зан'Ьтить,  что  равенства  (42)  отвюдь  не  тождественвы  съ  (27). 
Мохетъ  случиться,  что  законъ  сохранен1я  моментовъ  будетъ  соблюдаться 
въ  двнжеши  относительномъ  и  не  будетъ  инЬть  и'Бста  въ  движен1и  абсо- 
лютноиъ, или  ааоборотъ.  Пусть,  напр.,  система  тяжелая;  тогда  къ  каждой 
точк^  ея  пи  приложена  сила  »1,у  (д  —  усЕорен1е  в'Ёса)  постояннаго 
ваправ.тев1я.  Такая  система  силъ  яквива.1ентна  одной  сил'!Ь  (вЬсу  Ме/  си- 
стекн),  приложенной  къ  центру  инерфи.  Поэтому,  если,  крои*  того,  иа- 
тер1а.1ьная  система  свободна  или  неизменяема  (§  187),  то  законъ  сохра- 
нен1и  моментовъ  нынолинется  (си.  конецъ  §  189)  для  относительнаго  дви- 
хен1я  и  не  будетъ  справедлииъ  для  абсолютнаго. 

Даже,  если  законъ  сохранен1я  нонентовъ  и№Ёетъ  н'!Бсто  для  обоикъ 
движен1Й  абсолютнаго  н  относительнаго,  всетаки  постоянный  во  времени 
векторы  (г  и  7^"^'  будутъ,  вообще  говоря,  различны  и  по  величин']^,  и  по 
нв[|рав.1ен1ю:  точно  также  семейства  неизм'Ьпиыхъ  плоскостей  д.тя  дви- 
жен1й  абсолютнаго  и  относите.1Ьнаго  будутъ  въ  общемъ  случа*  отличаткя 
по  своему  направлен1ю.  Моменты  О  и  Г'''^  при  проиэвольноиъ  положенш 
по.1юса  О  будутъ  равны  геометрически  лишь  тогда,  когда  количество 
движешя  систены  ТП  равно  нулю  (§  18),  т.  е.  точка  С  неподвижна. 

194.  ЗяБОнъ  живой  свлы.  Вернемся  къ  уравнен1янъ  движен1я  (1), 

(2)  и  (3)  §  187.  Унножимъ  ураннен1е  (1)  на  x^^^=<^x^,—  (2)  на  у;'(?(^(?у|, — 

(3)  аа  ^' (2^ :=  (^^1 ,    сложннъ    ихъ   и  нросуммируеиъ  но  значку  «;    тогда 
па1учинъ: 


0|д|1|ге^ 


с^Соо^1е 
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*  =  1 
Л'Ьвая  часть  представлле^'ъ  собою  полный  ди|||ференц1алъ  по  времени: 
п  п 

У    пи^хС  л-^"  (Н  4- .'л' .'/(" '^'  4"  д'л"<?0  ^  X  '''■№'(/.г,'  -*-  р1  (1у/  -\- г,-' </г/' I  = 
1=1  (=1 

=^</^  |»«.и-/*  +  у/^  +  ^/=1=(?^  1ж.^,г-^2'.  (44» 

1  =  1*"  1  =  1 

Зд'Ьсь  черезъ  п  означена  ско|юсть  точки  пи,    а   черезъ    Т  ясивпя 
сила  системы: 

Г=  У  -^"М'Л  (451 

(  =  1 
Дал'Ье,  замйтинъ,  что 

(^X^  =  (^В^С08(|^8|,  х)\      ((у;  ^  Л?(С08(Й8(,  у):     {^2^^в9^Соз{<^я^.  г), 

гд'Ё  (28[  безконечно  налое  перен'бщенйе,  совершенное  точкою  >щ  за  нроме- 
жутокъ  времени  ^1  Тогда  сунны,  столщ1я  въ  иравой  частя  (43),  иохенъ 
представить  такъ  но  (4)  и  (5)  §  187: 

^  (X^(^.V,-\-^^<}у^-\-г,^^г^)='^  Г^ /^|^,  ш  ( Р, ,  ^8,1:  (46) 

;  =  1  7  =  1 

*<  п 

у  (7г;хГ/лч+7;„Л/|4--К(,(/л)  =  у  ^{^^8^со8(^{^,  г/я,)-  (47) 

;  =  1  >^1 

Сл1Ьловательно  ви'Ьсто  (43),  находимъ: 

^Г=-У    Г,(7.Ч|Сда(-Р'*.  (?.Ч!)  +  У    Л,(/8,С05■(^?I,    (?8()-  (481 

г=1  ; = 1 

Выведенное  вами  равенство  выражаетъ  собою  въ  гяной  обн|,ей  форм1; 
эаконъ  живой  силы:    элементарное   прнраи1;еп1е    живой  силы  систеиы 


зуСоо^^1с 
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равняется    сунн^    элеиентарныхъ  работъ  (^  109)    вс&хъ  сидъ  и  реакц1б 
снстены. 

Проинтегрируенъ  выражеше  (48)  неждг  номентани  ^  и  Г;  пусть 
для  хонента  ^  живая  сила  системы  Т  и  положен1е  системы  А,  а  для 
хомевта  ^о  живая  сила  системы  То  и  полохен1е  системы  Ап\  тогда 


в  =  I     У  Г^Л&к  стКЪ\,  г/51)  +  \    Уд. 


^«;сда(Д.,  (?8();     (49) 


т.  е.  конечное  приращен1е  живой  силы  системы  равняется  сумн'6  работъ, 
совершенныхъ  на  пройденныхъ  точками  системы  путяхъ  силами  и  реак- 
щяхи  системы. 

Интегралы,  стоящ1е  въ  правой  части,  эависятъ,  конечно,  не  только 
отъ  начальваго  и  вонечнаго  положен^  системы,  но  и  отъ  пронежуточ- 
ныхъ  положенШ  и  скоростей  системы. 

195.  Интегралъ  живой  силы.  Законь  сохранен1я  энерг1и.  Си- 
стемы консервативная,  Вставимъ  въ  (47)  подробныя  выражен1в  для 
Лк*.  7^».  Я^ш  изъ  (14)  §  184:  тогда  ин'Ьемъ: 

А,  м 

+  ^  (1>  ^^  ^  КА^,  -л'  +  К>  у/  +  С,,- г,')  ■ 

^=1      1=1 

Воспользуемся  теперь  услов)яни  для  скоростей  несвободной  системы 
(10)  §  172  и  (19)  §  174;  тогда  окажется,  что  работу  реакц1й  можно  вы- 
разить сл1|дующимъ  пбрвзоиъ: 

«  к  к. 


Отсюда  заключаемъ,  что,  если 


—  0;     В/  -  О,  (61) 


т-  е.  жонрчныя  связи  не  содержать  явио  времени,    а    дифференц1альныя 
однородны    относите^тьно    скоростей,    то  элементарная  работа  реакций  на 


о,Соо'^1е 


394  ЗАЕОнъ  живой  силы.  гл.  ххп  §  195. 

Л^йствитвльвыхъ  перен'Ёщен1яхъ  обращается  въ  нуль;  в  сл1|д.  вместо  (48) 
ии^емъ: 

п 

аТ=  У  Г1<18!ш{Т<у  *!,);  (52) 

1=1 

т.  е.  эленентарное  прира1цен1е  живой  силы  равняется  элеиентарной  работ'Ь 
ариложенвыхъ  еъ  систеы'Ь  си,тъ. 

Пусть,  крон^  того,  приложенныя  силы  ии'&ютъ  потенц{алъ,  т.е. 
пусть  существуетъ  такая  фуяшия  I!  отъ  координатъ  а;,-,  V,  А-.  что  всЬ 
силы  выражаются  производными  отъ  вея: 

^ю    ^^^Я1.  ^^т, 

0X1  01/1  дЯ( 

Въ  такоиъ  случаЬ  равенство  (52)  наиъ  даетъ: 
«  п 

гд%  нрав&я  <тсть  стала  также  полнынъ  диффереиц1алоиъ. 
Интегрируя,  ии'Ёемъ: 

Т  =  Г/  +  й;  (54) 

если  Н  произвольная  постоянная.  Ивтегралъ  этотъ  наяываетея  интегра- 
лонъ  жввой  свлы. 

Если  вн'Ьсто  силовой  фувкфи  Л  введенъ функцш  потенц1а1Ьную 
П,  такъ  связанную  съ  силовою: 

П  =  -  V, 

то  вместо  (54)  лолучииъ: 

Т  Л-  П  =  Ь.  (55) 

Интегралъ,  представленный  въ  такой  форн'Ь,  называется  эаконоиъ 
сохранен1я  энерг1н;  при  этонъ  живую  силу  Т  называютъ  кинети- 
ческою 8нерг1ею  систеиы,  а  функц1ю  Я~анерг1ею  потенц1аль- 
ною  Сунна  же  знерг1Й  кинетической  и  потенциальной  носитъ  назваше 
полной  энерГ1и  систены.  Въ  зтоиъ  сиысх!  и  постоянную  А  называютъ 
начальною  8нерг]ею  системы. 
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Интегралу  (54)  иоженъ   дать  вндъ: 

т  —  То  —  и  —  Пь, 

если  Та,  ^0  оаначаютъ  живую  силу  и  силовую  функц1ю  системы  для 
какого  либо  иачальнаго  момента  ^ .  Отсюда  видинъ,  что  прираш;еН1е 
ХИВОЙ  силы,  а  сл^д.  и  полная  работа  силъ  зависятъ  теаерь  лишь 
отъ  начальнаго  и  конечпаго  положен1й  системы. 

Т'Ё  натер1альння  системы,  къ  которымъ  прилагается  закоиъ  сохра- 
нея1л  эверпи,  носятъ  иазваюе  систеиъ  консервативныхъ;  ел^Ьд.  если 
система  ковсервативяа,  то  для  связей  ея  соблюдены  условия  (51),  а  для 
силъ  условия  (53),  причеиъ  не  надо  упускать  изъ  виду,  что  II  зависитъ 
только  отъ  координатъ. 

Примеры:  а)  Найдеиъ  силовую  функц1Ю  въ  тонъ  случа'Ь,  когда 
точки  системы  вваинно  притягиваются  оропорц10нально  н^^которой 
фувкцш  ихъ  взаиинаго  рвзстояа1Я. 

Озпачимъ  разстоян1е  между  точками  Шр  и  т^  черезъ  Гр,: 

'■^^  =  +  }/(х\  —  Хч>'  +'^у».  — ^(''""-Н^Г^"^^- 

Пусть  величина  силы,  действующей  между  точками  т,  и  т^ ,  будетъ 
^„(г,,).  Тогда  къ  точк*  т,  будегь  приложена  сила  /", ,  имеющая  своими 
нроэкщями: 

/■^  =  Т„(г„)^^^'- 
А  иа  точку  Мр  будетъ  дЛйствовать  сила  Ср  съ  проэшцянн: 


1,.  =  Ч„('„)''^- 
Сумма  элемеитарннхъ  работъ  силъ  (р  и  Д  выразится  такъ: 

=  _  1Iз^^,^^^^^_^^)^аxр-аx,)^(у,-у,){Лур-йу,)-^^ 

+  (гр— г,)((1гр— (Лг,)}  =  —  '^^{гр^Агр^. 
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Полная  же  работа  вс'Ьхъ  силъ  системы  представится  лвойиою  сунною 

Р,9  Р.  9 

если 

Следовательно, 

Р-Ч 

Если  бы  силы  были  не  иритягательныл,  а  оттялЕивательнын, 
то  пришлось  бы  лишь  перем^Ьнить  знакъ  у  ф^^. 

б)  Когда  точки  (;истеиы  притягиваются  или  отта.1Биваются  неиодвиж- 
ныни  центрани,  то  значен1е  силовой  ф)'нкц1и  на&дется  совершенно  также, 
какъ  въ  §  1П. 

196.  ЯСив&я  сила  сяетекн  въ  относительнонъ  двиа№в1и  вовругъ 
центра  яверц1и.  Разсиотрииъ  опять  относительное  движен1е  систены 
вокругъ  центра  инерцш.  т.  е.  относительно  осей  С%т^^,  движущихся  по- 
ступательно вм^ст*  съ  центроиъ  инерщи.  Тогда  по  ("41)  живой  сил* 
системы  нохенъ  дать  видъ: 

п  я 

(=1  (=1  .-1 

п 

)  =  1 

Если  равенства  (37)  иродиффереицируенъ  по  времени,  то  уб1^диися, 
что  посл'11дн1е  три  члена  написаннаго  выраженЕл  обращаются  въ  нуль, 
и  сл'Ьд. 

Т=\мVг  -^^  Тс.  (66) 

гд'Ь  V(  означаетъ  скорость  центра,  а  Тс  живую  силу  системы  въ  ея  отно- 

^уI,.е.^с^V.^-.ОО^IС 
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снтельнонъ  лвижен1и: 

Г.  =  ■[  ^«ц(Е.'^  +  г,/*-Ь;/Ч.  (57) 

»:=  1 

Когда  силовая  функц1я  зависитъ  только  отъ  разаостей  координатъ- 
т.  е.  когда 

Ь'  =  (опс1(р^,»ц,г^);    ^  =  2,  3,  4...П;  (58) 

гд* 

^^^  =  хз  —  XI ;    ^^  =  ^^  —  у, ;    )^^  =  г>  —  х^ : 

то  при  ус.10В1яхъ  (51)  о  связяхъ    и  при   Л^О    (см,  (10)  §  187)    законъ 
сохранешя  энерпн  прилагается  не  только  къ  дви]кен1и   абсолютноиу,   ио 
и  въ  движешю  относительнону. 
На  саноиъ  д^Ь.  тогда 

X  ^^^^  =^^-^Р^  =  ^—-     ■  =  9    3 
'       дх,-         др/  дх}         др}  ' 

_  ли  ^  йц;  дч1  ^дц_  ^ 

<?г;  ^  VI  й(/   фу  ^  _  у   ди  _ 

'  '        дх1        .ш   д1Ч    дх\  .ш    дрз 

У  _  дЦ^  _  у   дЦ^    д^^^  _   _  VI    ^. 

г  =  ^-  =  V    '*^    '''V    =   _  У     ^  . 

А  потому 

п  п  п 

^  X.  =  0;      ^  Г,  =  0;      ^  2,  =  О . 

(  =  1  1  =  1  (  =  1 

Сл'^.дов.,  не  только  И,  но  н  2*' (см.  (9)  §  187)  въ  настоящей*  случа* 
обращается  въ  ву-ть,  и  для  системы  ин'Ьетъ  н'бсто  ааконъ  сохранен1я 
центра  инерции,  т.  е.  Vе=^а^^соп8^. 


^уI,.е.^.^С0ОЗIе 
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Ером^!  того  по  (58)  силовая  функщя  II  зависйтъ  лишь  отъ  относи* 
тельныхъ  координатъ  ^1,  ^^^,  ^,  такъ  Еакъ 

^>^  —  Ь  —  ^1 ;    9у  —  Чу  — 11 ;    ^^  =  ч/  -  С] . 

ТкЕинъ  обравоыъ  ранеиство  (56;  и  (54)  дадухъ  нанъ 
если  Н  новая  постоянная. 


1уСооз1с 


ГЛАВА    XXVII. 


^^,Л'  +  -Оу  =  0;    ^  =  1,2,.,.1ч- 


(1) 


Уравненся  движетя  несвободной  снсте!»  въ  проиэвольныхъ  ноорди- 

натахъ.   Уравнен!»   Лагранжа   второго    рода.    УравненЫ    движен1я 

сметены  нонсервативной  (уравнен1я  Якоби). 

197.  Уравнев1я  движе1|1я  несвободной  евлтемы  въ  пронзволь* 
нихъ  коордвватахъ.  Урпвнен1я  движен1я  несво(1одно&  системы,  подчи- 
ненной АЦ-Л]  свяэлмъ  типовъ  (1)  §  169  и  (19)  §  174  на  основаши  (8) 
и  (14)  ^  184  им^^ютъ  видъ: 


г  =  1  ^  =  1 

к  к, 

к  к, 

г  =  1  ^  =  1 

Бведенъ  для  сокращен1я  новыя  обо8начен1я,  полагая,  что 

^1  ^=  41-  а ;      »/(  ^  Ей  - 1 :      ^(  »=  5а( : 

А^^=-А}.г1  -  г ;     Ву1=А/.  л  - 1 ;     С^е=А^.  а1. 
Тогда  ураБнен1я  конечныхъ  связей  напишутся  такъ: 
/-,(5,, 0  =  0;     V  =  1,2...3м;     1=1,1..  к; 
уравнешя  дифференфальныхъ  будутъ: 


(2) 


(3) 
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Живая  сила  системы  Т  представится  теперь  подъ  такимъ  видонъ: 
«  3« 

г=1  у=1 

при  чеиъ,  конечно,  полагаеиъ 

»Н8(_2   ^    т.ц„|    ^   »(а;   ^    Ш)  . 

Работа  силъ  У, ,  нриложенныхъ  къ  систем-Ь,    на  какомъ  либо  пере- 
м^щенш  выразится  уже  не  (46)  §  194,  а  сйдующииъ  образомъ: 


^;8в,С08(^^;.    8«,)  : 


=  2-=.»^- 


Систему  уравиещй  (1)  при  введенныхъ  обозиачешахъ  ноженъ  пани- 
сать  такъ: 


»^V'  =  Е.  +  2'^^  +  2|'''^л■    '  =  1.2---3» 


1») 


Представямъ  себ^,  что  при  ионощи  х  периыхъ  уравненШ  (3): 

/■,(5,,  5,,.. .5,,  !„,,.. .5,.,  0  =  0:    /-,  =  0:  .  .  . /;  =0;         (8) 

мы  выразили  X  первыхъ    воординатъ    ^у:^!,  31,..^^,  какъ  функц1и    отъ 
остальных*  —  5х.1,  €х(2<-'>^зя  —  н  времени: 

г,  =  ю,(Е„/):    5г  =  »г(Е„  0;  .  .  .  5,  =  |11,(5,,  О: 

(9) 
р  =  х+1,    х+'2,.,.3». 

Тогда,  очевидно,  если  мы  нставимъ  въ  уравиеи1я  (8)  вместо  Еь  Ёг,...  3« 
фуикцж  ш,,  Ш2,.  .»х,  то  л^выя  части  уравнеи|й  тождествеиио  обра- 
тятся въ  нуль; 

Л(»,,  «г,...»,,  Е,„, ...;,.,  П  =  !^(Х,,  I)  =  0; 

(101 
(,(%,,  О  =  0;  ....  ;    А'Е,,  О  =  0. 

Введемъ  теперь  вм*сто  Зм — х=:.У  декартовыхъ  воординатъ  ;, 
хав1я  либо  друг|я  зН^  =  1,  2,..  .  ^);  приченъ  для  общности  положимъ, 
что  въ  уравнешя,  связываюнцн  новыя  коор.^инаты  съ  прежними,  входить 


0,0,1|2е.Лг;СпОО1^1С 
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«вно  в|'вня; 

2.+  1  =  ^9x.^(.^^,  0\     ■  ■  ■  .  ;     ч»  =  Т*.(ф,  1).  (11) 

Въ  такохъ  случае  и  швнсиныа  воордиваты  ^1,  Е1,.-.?х  по (9) обра- 
тятся въ  н^которыя  фунхц1и  отъ  ^|  и  {: 

Само  собою  разун'}!ется,  что  тоасдественныя  равенства  (10),  которыя 
выполнялись  цри  проиавольвыхъ  эначен1яхъ  для  Ец»!.  ^х«2<>  -^Зн'  '> 
будутъ  удовлетворены  тождественно  и  въ  томъ  случае,  когда  вместо 
5,  вставлены  функщи  (И).  Иначе  говоря,  л*выя  части  ура8йен1й  (8): 

Л(е^/)  =  0;    Л(^.^;  =  0;     ....;    /;(е.,0==0; 

об11атнтся  тождественно  въ  нуль,  если  вн'Ьсто  ^  вставннъ   но    (И)  и 
112)  фунжщн  <?,(?!,  0: 

Л(=р1.  ъ,  ■  Тз-.  ()  =  Л(«ь  О  =  0;   Ггк'.  «  =  0;  -  ■  ■  ; 

/■.(91,  0=0.  (13) 

Такъ  какъ  написанным  выражен1я  представлнютъ  собою  тояЕдества, 
10  н  ц1)Оиэводная  отъ  л4выхъ  частей  по  д-!  или  по  I  тождественну  об1)а- 
шдется  въ  нуль: 

Вп 
р^У  ^^  =  0;    ^,■=1,2...x.  (И) 

Что  же  касается  до  остальныхъ  к — х  у|1авнен1Й  конечныхъ  связей 
1^).  т<1  посл'1;  В8еден1я  координать  ^^  они  обратятся  въ  н'11которын 
)*равнен1я  иеяиу  ^^  и  I: 

/;,,(5(,  0  =  0;    /■„:(3(,0  =  0;    -..;    Л1?,,^»  =  0.         (15} 

Кродифференцируенъ  по  ьриицни  уравнен1и  (И)  и  и'2): 


(16) 


Зя(Зя-1)   .,(к+1) 


*>  ФункиДн  т^  иредполагнютсн  такнмн,  что    —      ~      "у"^    оиред-Ьлнте- 

"«*  ВЪ  нуль,  такъ  мкъ  тогда  оо  заданыыш.  Е^'  вельзл  было  бы  опред-Ьлить  а/. 

??уI,.е^с^V^^ООЗIе 


402  }'РАвв^1я  лвиа№Ы1я  систкны.  гл.  ХХГ11  §  197. 

Если  отсюда  подстявимъ  въ  (4)  шг&сто  Е^',  то  получинъ  ооять  выра- 
жев1я  линейныя  относительно  ^{'■. 

N 

^р,.г/  +  р>  =  0;  ;  =  1.  2.  3...*,.  а?) 


гд* 


1'^ 


=  ^/»|-  (^«' 


Такикъ образомъ  новыя  координаты  ^^,  числояъ  Л'^З»  —  х.будутъ 
связаны  к  —  X  уравнен1ями  (15),  а  лрсизиолвып  отъ  нихъ  во  вренени  ^^' 
будутъ  иодчинемы  4  — х  +  А,  услов1ямъ:  ^1  уравнешянъ  (17)  и  *  — х 
т'Ьиъ  ураввен1лкъ,  которыя  волучатся  изъ  (15)   диф||>ерввцирован1емъ  по 


Прии^ры:    а)    Систеиа   состоитъ  ииъ  одной  точки,    двиастщейся  во 
эллавсоиду: 

Овред4ляя  отсюда  г,  ааходимъ: 


:  а  I/    1 


Если  вместо  X  V.  у  введенъ  коордиваты  ?!  и  у:,  волагая 
«=  а18гп^\  соз^^\    у  =  Ы8^п^^з^п^^•, 
то  вайденъ 

Когда  звачен1я  х,  у,  г  вставннъ   въ  (19),    то    л'&вая    часть  тожде- 
ствевво  обратится  въ  вуль. 

Точно  также  легко  11ров1Ьрить  формулу  (14).  Напр.  для  ^^ ,  ин^енъ; 

2а-     дх    I     2у      а«    ,     2г      де         '^х       ,  , 

-Ьр^   Ысо$^\8^п^2•\- ф^^■{~с^8^п^^)  =  ^, 

если  вставннъ  выражеий  х,  у,  г  черезъ  ^^,  ^2■ 

0,д,1|гес1оуСо0^1е 
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б)  Нензи^Ёняемаа  снс1-(]ма  (§  170)  состоить  изъ  диухъ  точекъ  М]  и  тг; 
разстоян1е  между  иини  (ц .  Шесть  коордниатъ  М]  и  тг  свашны  одиииъ 
уравнеи1е)1'ь: 

(Х1  — а;,)'  +  (|/,  — УгЯ  +  1^1  — гг)=  -  ^1;=  =  0; 

следовательно  одна  иуъ  коордннатъ  служить  функц1ею  остальныхъ  пяти. 
Три  координаты  точки  т^  —  Х1,  рх,  «1  —  оставляемъ  беяъ  ааы'Ьвы,  а 
вместо  другихъ  двухъ  коордннатъ  введемъ  два  угла  <р  >"]>,  опред'Ьляющ1е 
нялравлен1е  вектора  Ш]  т^ : 

со$ (м!  т2,  х'^  =■■  зт ^соз'^;     сои (иг| »(; ,  ^/)  =  з'т «р зш ф  • 
сов  (т^  №12 ,  г)  ^  соя  '^ . 

Какъ  виднмъ,  «р  означаетъ  у1Ч»лъ  »41  т^  съ  осью  г-овъ,  а  ф  —  уголъ 
нроэкцж  ш!»»!  на  нлоскость  ХОУ  съ  осью  а;-овъ.  Вс4  шесть  коордннатъ 
точекъ  системы  выразятся  черезъ  пять:  Х),  ^1,  г^,  7<  Ф  ■ 

3^1  =  ^1;  У1^=У|;  '1^1^  18  =  а.'! -{- ?|г **« Т С08 '[';  уг  =  У1  "Ь  ^г *"'?*'« Ф; 

г:  =  ^1  +  ^18  «и  ?  ■ 

У1)аввен1е  связи  выполняется  тождественно. 

в)  Положннъ  теыерь,  что  неизм'^^няеная  система  состонтъ  нзъ  трехъ 
точекъ  т,,  ги;,  шз-  Плоскость*),  содержащую  зти  точки,  нрининяемъ  за 
п.1оскость  А  =  Г  осей  (§  57),  иеизи'бнно  съ  системою  связанныхъ.  Отно- 
сительный координаты  точекъ  будутъ 

^1,  Ь,  0;    Ег.  т,,,  0;     Ё,,  г,з.  0. 

Если  разстояшя  между  точками  1,2,  /л  >  ^!8<  то  иостояннын 
^ь  гл,  :2,  т,^,  ^3,  Ъ  таковы,  что 

(Зг  -  Ёэ)'  +  (П-  -  г,з)г  -  1^3^  =  О ;  120) 

(=*  -  г,Я  +  (Пэ  -  гп)=  -  ^31-  =  О . 

11оложеи1е  осей  ДзГ2  определяется  шестью  величинани:  коордн- 
натамн  начала— д;^,  у^,  г^ — и  Эйлеровыми  углами  —  у,  ф,  Ь  (§  57).  Съ 
иомощью  названныхъ  количествъ  абсолютныя  координаты  дацныхъ  точекъ 


*)  Если  вс11  три  точки  лежать  на  одной  прякоб,  го  бертнъ  систеиу  коордц- 
йиь  предыдущаго  ар1Г1(11ра  б). 


.^.^Соо^1с: 
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выразятся  тякъ: 

ж1=а:^4-51^»4-Ч11*.';  У1  =  »1  + ^1^  +  411*»;   

.  .  .  .  ;    Гз=Гл-1-5з1.  +  1)511.. 

Обозначеи1я  зд'Ьсь  ткже,  что  и  въ  §  57.  Если  ириыенъ  въ  сообря- 
жеше  (20),  а  также  соотвошетя  (2)  и  (3)  §  57,  то  легко  увидинъ,  что 
ВСЁ  три  уравнен1я  связей: 

(X,  -  Х2)'  -Ь  Гу,  -  У2)'  +  {^1  -  *г)'  -  1ц'  =  О 

(лз  -  а:,)»  -Н  (У2  -  Уг)""  +  («2  -  ^э)*  -  1п^  =  О 

(а:>  -  э;,Я  +  Гуз  — У.Я  +  (^1  -  ^О»  -  (з!^  =  О 

при  всякомъ  аолояен1И  снстены  выполняются  тождественно. 

Къ  треиъ  взятниъ  точкаяъ  прибавниъ  еще  сколько  угодно  другихъ 
точекъ  т\\  вс1Ь  онЪ  булутъ  нензн1;нно  связаны  съ  прежники  и  съ  осями 
А  =  Г2,  если  относительныя  координаты  ихъ  ^;,  Чь')  будутъ  постоянны. 
11о  (I)  §  57  абсолютныя  координаты  и)|  выражаются  такими  функщяии 
отъ  х^,  у^,  г^,  9,  ф,  ^^■ 

x^=x^'\-  5(1,  4-41»^.+  ^'*'\ 

!Л=У,  +е*А, -Ь11,и,+  С.^,;  (211 

Косинусы  1I...V,  но  (7)  §  57  служатъ  ||)уыкцЫни  угловъ  Эйлера. 
Такннъ  образоыъ  координаты  любой  точки  неинн'бялеиой  сисяекы  илн 
твердага  т'Ьла  представляются  фуикцЕиыи  шести  неличинъ  x^,у^^,й^,  <;,'}■•''■ 
Выражеи1я  (21)  таковы,  что  связь,  выражающая  нсизнйнность  разстояи1Я 
между  какнни-либо  двумя  точкани  т^  к  т^  твердаго  тЁ.1а: 

(x^  —  х/)^  -\-  {у^  —  уу)^  -{-(г)  —  *у)  =  сопз^; 

выполняется  тождественно  для  любого  положен1я  неизн'Ьняеиой  системы. 

Должно  заметить,  что  неицтегрирующ|яся  дифференщальныя  сня^н 
(§  175)  приходится  принимать  въ  разсчетъ  почти  исключительно  въ  тоиъ 
случае,  когда  положен1е  системы  отнесено  не  къ  декяртовыиъ  координя- 
тамъ,  а  къ  сис1'ем'Ё  произвольныхъ  введенныхъ  нами  коо))линатъ  ^^,  т  е. 
когда  связи  эти  выражаются  равенствами  (17). 


^уI,.е.^.^V^_-.ОО^IС 
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Пршгбры:  I')  ТверлыЙ  шаръ  1>ад|уса  а  катится  по  плоскостк  беяъ 
скольжен1я.  Беренъ  плЪскость  катан1я  за  ХОУ  и  направляенъ  02 
отъ  плоскости  по  норняли  нъ  ту  сторону,  съ  которой  находится  шаръ. 
Полюсь  А  (Фиг.  83)  )101гЬ||(аеиъ  въ  п.ентр'Ь  шара;  координаты  центра 
будутъ:  х^,  р^,  а.  Координаты  точки  касаи!я  В  шара  съ  плоскостью 
тогда  представятся  такъ:  x^^,  у^.  0.  По  услов1Ю  точка  В  должна  нахо- 
диться въ  игновенномъ  поко*.  т.  е.  по  (18)  §  68  и  по  (9)  §  66: 

0  =  а;^' — п(^^=Хл^'  —  «(.'!ш'р.ягя<}'.в'  +  еовф.  у'); 

(^  =  ^/^^' -\'1Т'=^у/  -\-  « (.чт (р ГО.Ч 'Ь  .Ь'  ^вшф.^'): 


Последнее  уравнение  иигвгрируется  и  даетъ  конечную  связь: 

^^  —  о  =  0; 

выражающую  собою,  что  цеитръ  шара  движется  въ  плоскости,  параллель- 
ной плоскости  катан1я.  Первыя  же  два  уравнен1я  представляютъ  собою 
дв'Ъ  лнфференц|альныхъ  неинтегрирующихся  связи. 


д)  Два  твердыхъ  т^Ьла  (Фиг.  84)  соединены  весьиа  длинною,  гибкою 
витью,  не  аоддающвюея  кручешю  *).  Координаты  перваго  т4ла  пусть 
будутъ  Яд,  у^,  г^,  1р,  ф,  Ь;  а  второго -з;^,  у^,  Вд,  ?1,  фь  в,.  Дв*  системы 


*)  Такая  нить  получится,  если  возьнеиъ  д'Ъпь,  составлеватю  нзъ  рада  сочле- 
невШ,  ввв^ствыхъ  аодъ  инененъ  шарннровъ  Ноока'а. 


.^с^^^^оо^Iе 
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подвижныхъ  осей  выберенъ  такъ,  чтобы  оси  кЪ  и  В?!  (Фиг.  84)  совпа- 
ляли  съ  конечными  касательныии  нити  и  были  направлены  такъ,  ыхъ 
изображено.  У]'ловыя  скорости  т±лъ  по  нодвижныиъ  осянъ  пусть  булутъ 
для  порваго  т*ла  по  §  66 — р,  ^,  г,  для  второго— ^)|,  {1,  Г|,  Связь  тр^- 
буетъ,  чтобы  угловыя  скорости  т'Ьлъ  вдоль  Л2  к  вдоль  Шц  были  численно 
равны,  но  противоположны  по  знаку,  т.  е. 

г  +  г,  =  0. 
или  по  (14)  §  66: 

Полученное  уравненЕе,  очевидно,  не  интегрируется,  такъ  кагьдаже 
не  содержитъ  проияводныхъ  <р'  и  ср/- 

Преобразуемъ  теперь  урявнен1я  (7)  къ  новынъ  координатанъ  Ц{, 
подчинен пыиъ,  какъ  было  уже  сказано,  "к  —  х  связяиъ  коиечныыъ  (15)  и 
А:,  дифференфальным  ь  (17).  Съ  этою  и-Ьлью  будемъ  поступать  подобно 
тону,  какъ  мы  делали  преобразовашя  въ  §§  43  и  52. 

Предварительно  вынедемъ  11С11о:логательныя  формулы.  Если  правую 
часть  Пб)  станеиъ  разснатривать,  какъ  функц1ю  отъ '/1',  ^^'яи  то  вндинъ, 
что  Еу' содержитъ  обобщенный  скорости  5/ (^З  47)  линейно,  а  потому 


^1у'  д^^ 


(ЭД 


Зат'Ёиъ  продифференцнруемъ  по  времени  производную  --^;   найдеиъ: 
^^1.  _У1    _й^  й^  , 

Съ  другой  стороны  возькемъ  отъ  Еу' (16)  частную  производную  иод/ 

Сравнивая  правыя  части  выраженШ  (23)  и  (24)  и  помня,  что  поря- 
докъ  диффере11цирован1я   не  вЛ1Яетъ  на  величину  производной,  находимъ: 

^  'Ъ^   ^^  '!Ь.  .  (25) 


В|д|1|гес1  оу 


0001^1^' 
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Воввращаеися  къ  урпвнен1янъ  (7),  уиножкенъ   каждое  изъ  нихъ  на 


Зн  Зп  к       Эп  к,         Зя 

.=  1  ^'       «=1      ^'        /  =  1   *  =  1      '       ^'       >=1      у=1 


Иреобразуенъ  сначала  лЪвую  часть;  им  хоженъ  написать: 
Зп  Зп  Зм 

2*  *"'=-   ^  -  Л  2*  "'"'>  ^  ~  2*  '^^''  ^  й^  ■ 
у  =  1  ^'  у  =  1  ^         ,^1  ^' 

Воспользовавшись  рапенствани  (22)  и  (25),  находнмь: 

3»  Зп  Зп 

>    тЛ ''—=:—    У    ™у*у  1-^  —  /    "ЧЧ  Т^' 
»  =  1  '^'  >  =  1  ^^'        »  =  1  ***' 

л,  если  припонняхъ  вы]кал1еа1е  (5)  для  живой  силы  Т  системы,  то 
получаеиъ: 

Зп 
У^РГ'^  =  -~-^-  (27) 

Первую  сумму  правой  части  (26)  окначинъ  буквою  0|: 

Количество  ^^  носить  назван!»  обобн^енной  силы  по  аналог1и  съ 
уравнен1яни  для  декартовыхъ  координатъ,  хотя,  вообще  говоря,  вта  величина 
не  однородна  съ  диною.  Механическое  аначен{е  ^^  «л'Ьлующее:  выражен1е 
<^^Ц^  представляетъ  собою  ту  элементарную  работу,  которую  совершаютъ 
силы,  ириложенныя  к-ь  систем'Ь,  на  таконъ  11ереи'!^щенш,  когда  изиЁняется 
лишь  одна  координата  ^^ш^  ^^|.  Д'Ьйстви'ге.тьно,  если  нЬняется  одна  только 
координата  ^^,  то  декартовы  координаты  с,  точекъ  системы  получатъ 
■1рнращен1я: 

»:.=  ^-^  ч- 


),Соо'^1е 
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а  потон|г  а»  (6)  ялехентарпая  работа  силъ  на  рлзгкатрипаенонъ  перем'Ь- 
щея1и  выравится  такъ: 


^=,ь%  =  ^,^ф  =  д,ь„. 


Когда  силы  им11ютъ  потрнщалъ,  т.  е.  когда 
-    ^  ()Г 

1'Д'Ь  и  силовая  функц1Я,  тогда 

8м  Зп 


(30) 


И»ъ  пнраженш,  содержяп(ихъ  иножителн  );  яон«чны&ь  снязей,  остл- 
нутсн  только  11ос.гЬлн1И  к  —  X,  такъ  какъ 

V  1  V  ''^'  ''2.  _  V )  -^^  4-  V  1  ^' . 

;  =  1  ,  =  1    '     "      г  =  1     "     г=х+1  ^ 
а  00  (14)  проиаводныя 

Щ  для  ?=1.  2.  З...Х 

тождественно  равны  нулю;  сл'Адонательно 

к       Ъп  к 


1=1 
Наконецъ  по  (18) 


I 


3  =  1     у  =  1  ^'       >  =  1 

Такимъ  обрявомъ,  соединяя  все  сказанное,  но  (27),  (28),  (31 )  и  (32) 
находныъ  исконыя  уравнен!в  такого  вида: 


=  *+2,''|+.|'"^'-    '  =  '.2.., .я.    ( 
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Когда  въ  вы|)ажен!е  (Г>|  длл  живой  силы  встапимъ  значен1я   :/  изъ 
(1й),  то  получимъ: 

ЛГ  ^V  N 

гд* 

Ы  3» 

'"^  '"^  (35) 

-.Ч|;.Ш' 

*)  Отяосптетьво  ко»фф11П1евтовъ  а  .|  должно  зя1гЬти'гь,  что  опред'Ьлитель 

$]=ь«..а«..   «м-  (я) 

ве  можегь  обращаться  въ  вуп  На  сахомъ  д'Ь|'Ь,  жввал  сила  оредставляет-ь  собою 
существевво  оодожктельвую  величину  в  можетъ  быть  раввою  нулю  лвшь  тогда, 
«огдв  вс1  Еу'  по  (5)  равни  вудю.  Прнменъвъ  уравнев1лхъ  (11)  и  (12)  ^  за  вара- 
не т  р  1>,  которому  даво  вровввояьвое,  во  постоанвое  эвачев1е,  и  зат^мъ 
сд'Ьлвеш.  по  форнулахъ  (11)  н  (12)  зак-Ёву  коордиватъ  Е  жл  ^^.  Тогда  всюду  ваю 
оодожнть  -^-  =  О,  и  сл*д.  съ  одной  стороны; 


'|5^*.'.  С» 


а  съ  другоб  въ  вмражев1И  (34)  дли  Т  оставется  лишь  вервый  иевъ.  При  услов1К, 
сд^ланкоиъ  ванн  равьше  въ  прин-Ьчав!»  къ  форм.  (16),  нзъ  (р)  закдючаеиъ,  что 
вс1  ^',  а  сгЬд.  в  Т  обращаются  въ  нуль  лишь  тогда,  когда  в  сЪ  {,'  нули. 

Выражеи!е  для  живой  силы  ноженъ  оеренвсать  въ  нашенъ  случае  такъ: 
2Г=  «,'(«,.  7.'  +  а«9.'+  ■  ■  + о..у  зд.') -I- 

+ + 

+  9а'(яу,  9,' +  а*  Й!*  +    •  +  «д-.У9;у')- 
Еслв  допуствть,  тго  определитель  (а)  для  даннаго  здачев1я   I  обращается 
въ  нуль,  то  оваааюсь  бы  возножнымъ  удоклетворить  ураввев1янг 

«..  Ч^'  +  а„  'Л'  Н 1-  е.»  гл-"  =*  0; 

0.1  Чъ  +  «и  9.'  +    ■  +  «,л-  ?у'  =  0; 


«д'.?1'  +  в.у,9,'  +   ■  +  «уд-гУ  =  0; 


звачев1янн  длл  ^^  отличвымн  отъ  вулн.  А  въ  тшонъ  случае  вышло  бы,  что  живая 
сила  7*  обращается  въ  нуль,  хоти  не  всЪ  ^^  вулп,  что  протнвор^>читъ  сказаввому 
выше. 


^.^Соо^Iе 
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По  (34^   для  производной    -—,  нолучаемъ  следующее  выражен|е: 

—  =а^1^,' '\~аа^^'-\-  -{- аич д. \' '\-а^ .  (36) 

Отсюди  заключаеиъ,  что  обобщенный  ускореп1Я  д,"  входятъ  въ  урав- 
нен1я  (33)  линейно.  Каждое  изъ  уравнен|й  (33)  можетъ  быть  ярвдстав- 
лено  такъ: 

ацд,"  +я.12)"4-       +а,У5,/  +  ^;  —  О,  (37) 

ГД*    А1   фуНКЦ1Я    I,    (/(   Н    {/. 

Интегрироваше  снстеиы  сонокупныхъ  уравнен1Й  (33)  надо  вести 
ткыъ  самыиъ  нутеы'ь,  который  былъ  укаяанъ  нами  въ  §§  123,  125  и  18Ц. 
Прежде  всего  исключаенъ  изъ  (33)  нензв'Ьстные  ванъ  множители  >«  и  р./. 
Съ  этою  ц'кчью  дифференцируемъ  по  разу  уравненЫ  (17)  свявей  днффе- 
ренщальннхъ  н  дважды  уравнен1л  (15)  связей  конечныхъ.  Такикъ  обра- 
вонъ  находинъ  к  —  ^'\-к1  условныхъ  уравнешй,  содержащихъ  линейно  ^Л 
Изъ  уравнен1Й  (37)  онред11ляемъ  ускоретя  ^^  какъ  .1инейния  ф7нкд1н 
множителей  связей  *).  Вставляемъ  найденвыя  9на<1ен1я  для  ускорея1Й  въ 
условный  уравиен1я  и  нолучаемъ  1с  —  к-)-!!;,  уравнен1Й  линейныхъ  отно- 
сительно неизв^ствыхъ  1|  и  11_,-.  Изъ  этихъ  уравнений  н  опред'Ьляемъ  '*) 
множители  ^1  и  ц^'  какъ  функц1и  отъ  (,  </|  и  ^^'.  Подставляя  полученвмя 
яначен!л  для  множителей  въ  (33),  находииъуравнев1я,  содержа1Ц1я  только 
время  и  Л"  неизв'Ьстныхъ  функфй  времени  <{(  съ  ихъ  первымк  и  вторыми 
производными  но  времени. 

Интег1»1ровав1е  такой  системы  совокунныхъ  уравнений  введетъ  2Л' 
иронзвольныхъ  иостоянныхъ,  тъ  которыхъ  независимыми  (§  186)  оств- 
нутся  только 

2N  —  2к -\-  2у^  ~  к, .  (36) 

198.  Незавнеиныя  координаты.  Число  степеней  свободы  еистены. 
Уравнев1я  Лагранжа  второго  рода.  Положннъ  теперь,  что  разсматря- 
ваемая  систрмл  не  им^(п"ь  вовсе  лиффс'ренц1альныхъ  связей  (Л|=0),  но 
кракней  м'ЬрЬ  ыеннтегрнрующихгя.  Тогда  вс'Ь  связи  снстенм  могутъбыть 
выражены  (§  175)  конечными  уравненЫня  между  координатами.  Донустннъ 
дал'Ье,  что  выбранныя  ваий  1(оординаты  ^|  таковы,  что  вс*  свяаи  систеяы 
удовлетворяются  тождественно  (х  =  Л'.  Тогда  количества  ^,  носятъ  на- 
зван1е    незввксиныхъ    коордннатъ   системы,    а  число  ихъ  Л"  назн- 


*)  См.  цредыдущее  ирин1)чаы1е. 

■*)  Сравв.  1|рни'Ьчав1е  къ  §  1Эв.  .иключев!»,  сдЕионвыя  твмъ,. годятся  и  лм 
нашего  случая,  то^ько  вычIIС^ев^я  будутъ  звачительно  сложна. 


^уI,.е^::^V^^ОО^IС 
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вается  чксдонъ  степеней  свободы  системы.  Такъ  говорятъ,  что  сво- 
бодная натер1ядьная  точка  инйетъ  три  степени  свободы;  точка,  лвнху- 
щаяся  по  поверхности,  нн^еть  дв'Ь  стеиени  свободы;  твердое  тЬло  въ 
общеяъ  случае  (прин'Ъръ  в)  §  197)  им'^.етъ  шесть  степеней  свободы, 
если  она  не  подчинено  никакинь  другинъ  связяиъ;  пензя-княеная  лин1я 
'прнн'Ьръ  б)  §  197)  им*етъ  пять  степеней  свободы  и  т.  д. 

Должно  зан1^тить,  что  если  8с±  конечныя  связи  систеиы  не  содер* 
жать  явно  времени,  т.  е.  если  для  всякаго  I  по  (3): 

1  =  0. 

ТО  н  ВЪ  функщн  7у  (11  >  и  (12)  »±тъ  никакой  нужды  вводить  время, 
слЬд,  тогда 

§-■ 

а  потону  пыражен1е  для  живой  силы  будеть  по  (34)  и  (35)  однородною 
Фуикщею  отъ  скоростей  ^^': 

Г  =  т^-  ^  ?г'  У  «;>?/.  (39) 

^  =  1    ^-1 

Если  же  въ  л'Ьвыя  части  уравнен1Й  связей  (3)  время  входитъ  явно, 
то,  хотя  бы  мы  взяли  функщи  1.11) — <рк*1<  ?!+)■  ■■  (р»!  въ  нашенъ  случа'Ё — 
свободными  отъ  /,  всетаки,  вообще  говоря,  время  вошло  бы  явно  въ  функц1и 
(.9) — ш,,«2,...1»х,— а  сл'Ьд.  и  въ  функцш  (12)  —  (р,,  ^г,,..(рх.  Живая 
сила  тогда  ии'Ьла  бы  общ1й  видъ  (34)  и  содержала  бы  явно  время. 

Уравнены  движен1я  (33)  для  незявиснныхъ  коордияатъ,  т.  е.  при 
X  ^  А  и  А:|  =:  О,  принимаютъ  видъ: 

1^-1  =  *^  -'.^■^■■■- 

Полученяыя  уравнен1я  движен1я  для  независиныхъ  координатъ  но- 
<гятъ  назвая1е  уравнен|й  Лагранжа  второго  рода.  ВсЬ  2^  произ- 
вольныхъ  постоянныхъ,  которыя  введутся  интегралами  уравнен|й  (40), 
булугъ  по  (38)  независимы  другъ  отъ  друга 

Ивтегрировян1е  уравнен1Й  Лагранжа  (40)  представляетъ  собою  крат- 
чайш1Й  путь  для  р^шен1я  вопроса  о  двнжен1и  разснатриваеной  системы, 
1^къ  какъ,  найдя  ^^  какъ  функфи  времени,  мы  сможенъ  по  (И)  и  (12) 
определить  для  какого  угодно  времени  положея1е   любой    точки  системы. 


0|д|1|гес1 
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Ес.1и  же  ни  пожеляенъ  не  только  знать  двишенхе  скстены,  но  и  реакц1и 
связей,  то  должны  иернутьсл  къ  урйвнен1якъ  съ  иножителяни  тнновъ(7) 
или  (33).  Двнжен1е  систены  будетъ  ыанъ  уже  ивв^^тно;  сл11д.  всЬ  коорди- 
наты н  скорости  системы  будутъ  ияв'Ьстныни  функщямн  врененк,  я  потону 
въ  уравнея|яхъ  (7)  нлн  (33)  будутъ  неи9|И^тны11и  лишь  нножителк  )1|(1|=0), 
которые  и  найдутся  иэъ  ливейныхъ   уравнен1Й. 

Ирнн^^Р'ь:  Система  состоитъ  нзъ  двухъ  тяжелыхъ  точенъ,  еоедннея- 
ныхъ  нензн'^вяенымъ  стержнемъ.  Массы  точекъ  т,  и  Ш;;  ускор^и1е  тя- 
жести д.  Пусть  02  параллельна  начальному  положен1ю  стержня,  и  пусть 
ускореше  д  образуетъ  съ  осями  координатъ  постоянные  углы  а,  ^,  •(.  Живая 
сила  системы  будетъ: 

Система  ин'1)етъ  пять  степеней  свободы;  за  независиныя  координаты 
выбираеиъ  координаты  Хс,  ус,  Ис  центра  ннерфи  н  два  угла  ^  и  ф;  первыб 
уголъ  опред'Ьляетъ  ваклонев1в  стержня  къ  02,  второй — наклонен1в  провк- 
ц1н  стержня  на  ХОУ^  къ  ОХ.  По  7)  §  154  центръ  инерцш  д^^итъ 
стержень  на  два  отр^Ьяка  п  и  А,  обратно  пропорцЮнальные  няссанъ  точекъ; 


1ЙЗ 


(41) 


Координаты  декартовы  черезъ  везавнсимыя  выразятся  такъ: 

Ж;  =   Хе  Ь  5)И  1р  сое  ф 

,Уг  ^  Ус  —  Ь  ■'*'*'  Т  *'"  Ф 

^1  =  '<!  +  асо$^\ 

^2    =   Не   —  й  Й08  (р  . 


Дифференцируя,  найдемъ: 

XI  =  Хс  -\-  ясо8(рсояфу'  —  ав^к<р.$гпфф' 
хг'  ^  Хс  —  Ь  соз'^  соя  ф  !р'  Ц-  Ь  «'« ^р .  «и  ф  ф' 
У!  =  9»'  -^-  а  соз  1р  зЫ  ф  ^'  -|-  я  я'т  (р  .  са^  ф  ф' 
У:  ^^Уе'  —  Ьсо8<^  з'т ф  ер'  —  Ь  з1п  (р  .  соя  ф  ф' 
*]'  ^  г/  —  «  31п  у  <р' ; 


Я]  =  е/  -\-Ь  згп  7  5р' . 


1уСооз1с 
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Подставляя  въ  выражеше  для  живой  силы  и  пользуясь  (41),  получинъ: 

2Т=(т1-^т2)(х,"-\-ус'^-\-0с'')  +  /{«р'Ч- яш»?  Ф'*).  (42) 

гд-Ё  для  сокращен1я  означевъ  черезъ  /  квадратичной    ноиентъ   систены 
вокругъ  центра  иверфи: 

^  =  я»!  о'  -|-  тг  Ь'- 

Силы,  ириложенныя  къ  систеи'Ь,    ишЬють    потенщалъ.  Легко  нахо- 
дииъ,  что 

и  =  д(т1  ■{-т2)(х:^соза-^угСоз^-\-гсСоз'^).  (43) 

Уравкен1я  (40)  по  (30),  (42}  и  (43)  будуть: 

Хс"  ^  дсоза;     у/  ^^дсоз^;     г/'  =усоаТ, 

(44) 

<р"  —  ат  1р  ео5  (р  '>''  =  0;     —  {^з^п'■  ^  V)  =  0. 
Иервыя  три  уравнен1я  неиос1»едственно  даютъ: 


Значконъ  О  усюииисл    означать    начальный    значен1Я  соотвЬтствен- 
иыхъ  функщй  В1)еиени  для  (  =  0. 

Изъ  ц<х;л'1^дия1'о  уравнен1л  (41:1  вытекаетъ: 

^з^п^  |р  <>'  =  сопв{.  =  ^>I^п'^  |ро  "Ро'  =  О, 

такъ  какъ  по  условш  Ув=^0;  сл'Ьд. 

•Ь'  =  о    или     (р  ^  (ро  =  О  ■ 

Въ  посл^лнехъ  случа*  стержень  движется  поступательно;  а  въ  нер- 
вомъ  случа* 

Тогда  предпоследнее  уравнеи1е  (44)  даетъ 

(р"  =  0    или     1р  =  уо' '  +  То- 

0|д|111ес1оу  Сл0091С 
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Такиыъ  обрауонъ  диижеН1е  систехы  ваола.%  оирвА^ено.  Если  ооже- 
лаемъ  найти  реакц1Ю  сте1)жня,  то  должны  обратиться  къ  уравнен1янъ  съ 
ннохителенъ  для  координатъ  декартовыхъ,  напр.  еъ  такому 

нихг"  =  т^дсозч  +  ^'к{х\  —  х{\ ,  (45) 

гд'Ё  л  множитель  связи 

(аг1-  л::;=+  (У!  — У:)*+  (г,  —  ^^ )2 _  (и  +  (>Я  =  У- 

Подставляя  въ  (45)  вместо  Х1",  Х1 ,  х^  соопИЬтствеиныя  функц1и 
времени,  опрел'Ълимъ  1: 


,Ъ'^^ 


•2(в  +  /*)^''  Ч{((-\~Ь)  ^" 

Система  Л  совокуиныхъ  уравнев1Й  второго  порядка  (40)  относи- 
тельно N  неизв1Ьстныхъ  функц1й  времени  можетъ  быть  эак'Ънена  системою 
2Лсовокупныхъ  уравнен1й  перваго  иорядка,цодержял(нхъ2.\'яевзв1м:т- 
ныхъ  фунвшб  времени.  Съ  этою  ц'Ьлью  раскрываемъ  ураинен1Л  (40)  по 
типу  (37)  и  р^шаеиъ  ихъ  относительно  ус|[орен1й  $/';  то1'да  находнмъ 

<и"  =  Р1[г,»и,а/)\  ^  =  1,  ^,  з,...лг.  (46) 

Вм'Ёсто  Л'  количествъ  ^^  С1'аненъ  разсматривать  '^.N  неи9в11стныхъ 
фуикц1Й  вреиени 


Тогда  эти  2^^  функщй  будутъ  связаны  другъ  съ  другомъ  и  съ  вре- 
мененъ  С11дую1цинв  2^*  урявнен|ями: 


«/'л' (?(7г' *''/>"' ^41 (1^г Лдх 


(47) 


Р|         Рг  У.У        3|'        Чг'  Чх        1 

Когда  намъ  удастся  отыскать  1^  ингш'ралонъ  этой  системы: 

'^у(31',  -/и  ()  =  С;;    ^  =  1,  2,...2.У;  (48) 

гд*  С^  п1юиувольныя  востоянныя,  то  изъ  этихъ  "2^  уравнев1Й  и  оиред*- 
лииъ  ^^,  а  также  ^^,  какъ  функц1и  Су  и  V. 

-/(  =  аК/,  С\)\    ч'  ==  Р-С.  С'уП 
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приченъ,  конечно,  но  (47)  должно  оказаться,  что 

Задача  о  движен1н  (.истемы  Лулетъ  шолъ1;  1>1^шен8. 

199.  Ураввси1я  дввжев1я  Явобв  дла   снстены    1ЕОвеерватнвн0й. 

Пусть  даниаи  натер1альна11  систеиа  безъ  днфф1'ренц1альных'Ь  связей 
консервативна  (§195).  Тогда,  какъ  ны  тх^хн  (§  198),  можно  отнести 
систему  къ  такииъ  не»явисииыиъ  координатанъ,  чтобы  фуик[;1и  (11)  и 
(12)  §  197  не  содержали  явно  щю'чени.  Въ  этомъ  случа'Ь  живая  си.1я 
системы  представится  но  (39)  однородною  функц1ею  второй  степени  отъ 
скоростей,  н  въ  уравнен1я  (40)  время  явно  не  войдетъ:  живая  сила  не 
содержнгь  явно  (,  а  но  (30) 

<^,  =  ^^  =  {ЬпсЦдд- 

Сд'Ь^^овательно,  и  въ  функщи,  оаначенныя  нами  въ  (4())  череаъ  Р», 
нреня  явно  входить  не  будетъ.  А  потону,  когда  систему  совокупныхъ 
ураннен1Й  (40)  зам'^ыниъ  систеиою  перваго  порядка  (47),  то  первыя  2^ 
отношенЕя  окажутся  свободными  отъ  (  Благодаря  этому  обстоятельству 
интегрирован1е  системы  (47)  можно  упростить.  Отбрасываемъ  последнее 
отношение  , 

1 

и  вм'Ьсто  системы  ияъ  '2N  ураинен1й  интегрируенъ  систему    изъ    2^"— 1 
уравнеяШ: 

Пусть  мы  нашли  2N—^  ея  интеграловъ 

•^).(!гЛ  2<)-=  Сх;     ^=^,%...2N~-^. 

Съ  помощью  этихъ  уравненШ  опред^линъ  2^—  1  изъ  количествъ 
д1  и  ^^'  иакъ  функщи  отъ  одного  И8Ъ  ннхъ,  нанр  ^^,  и  постоянныхъ  про- 
извольныхъ  С;: 
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Теперь  прижекъ  во  внииан1е  и  аосхЬдвее  отнотен1е;  беремъ  ТР^ь- 
нвя1е 

И  вставляеиъ  сюда  вм-Ьсто  д|'  его  значен1е  черевъ  ^1  н  Сх;  получаемъ 
„  _      ■181      . 

И  сл'Ьд.  находимъ  ц)еыя  квадратурою 

гд'Ь  т  произвольное  постоянное,  дополняющее  число  С\  до  2^. 

Такимъ  образоыъ  въ  разсмотр'Ёнвонъ  случа-Ь  интегрнрован1е  системы 
И8Ъ  2N  уравнен1Й  свелось  къ  интегрирован! ю  системы  2^ — 1  уравнеи1Й 
и  къ  нахошден1ю  одной  квал|1атуры. 

Но  прнпоннимъ,  что  для  системы  консервативной  мы  ннаемъ  нвпе- 
редъ  одинъ  интегралъ  движешя,  а  именно  интегралъ  живой  силы  (54) 
§  195: 

Т=  и-\-  к  (51) 

сл^^д.  съ  помощью  его  мы  коженъ  въ  уравнеи|яхъ  (49)  иск.1ючить  одну 
изъ  перен^нныхъ,  напр  ^^',  выразинъ  её  какъ  функщю  отъ  остальныхъ 
и  постоянной  А: 

'11  =  » (?1.  9г,  ■  ■  ■  '1,4-  Чг>  1з,  ■■••  Чу,  ^\ 

Тогда  вм'Ьсто  системы  (49)  придется  интегриронать  систему  изъ 
2N —  2  уравнешй: 


(521 


Въ  коэффиц1ентахъ  Р^ , . . .  Р^,  веад*  вм^Ьсто  д1   вставлено  ш. 

Такимъ  образонъ  полная  система  интеграловъ  движешя  состонтъ 
изъ  2^" — 2  интеграловъ  системы  (52),  интеграла  живой  силы  (51)  я 
квадратуры  (50). 

Система  2.^-  2  совокупнмхъ  уравнеи1й  нерваго  норялка  (52)  но- 
жетъ  быть  зан'Ънена    системою    Л  —  1    уравнен1й    порядка   второго.    Съ 


*(:'_  <*гя'_ 

(?2л' 

^'!я,^^^ 

_   ''«_ 

Уг          Г, 

~  'г~. 

ш          дг' 

г» 

С.уМ.Лг;Сп001^1С 
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ятою  ц'Ьл1.ю  иреобразуемъ  у|)иин*'Н1н    (40),    внс^я   въ    нихъ    независикою 

П^реи-ЁННОЮ  71    вм'Ьсто   I 

Уравиени  (40>,  которыми  мы  вайнемсн,  ("^удутъ  с.>('11дую1Ц1я: 

Прежде  всего  зам-Ьчаемъ,  что  для  всякап»  _/ 

4=Р  =/.■-,:    ;  =  '2.  З....Х  ,54) 

'Л  ''31 

если  к^■  оэыачаетъ  полную  11)юи.1Водную  отъ  (/у  но  </|. 

:кт:Ьмъ  въ  ныраж{>н1н  |39)  дли  живой  гнлы  возьменъ  ^^'■    »а  общ1Й 
множите.!  ь: 

Отсюда  ]10  (54): 

гдф  функ1(1я  (л-  зависит'ь  только  отъ  '/1-  71 '/у  "  ироизводныхъ  к/. 


Иодобнымъ  образонъ: 


:кт14мъ  по  С55>: 

=         д  !(•;)  -=31-  -г~  ■  ^^9) 

Вставин'ь  въ  интегралъ  живой  силы  (51)    вм^^сто  Т  выражея1е  |55): 
тогда  оттуда  получимъ: 


I 


а 


(Ш) 


о,о,112еао,СоО'^1с 
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А  потому  вместо  (57)  и  (58)  имЪемъ; 

йг  ^  /йТ*  ас.  ,ед 

дг/      V     "      */' 

(611 


дТ 

V  +  11    на 

* 

е      ■  а^^ 

Производная  со  времени     -  - — ;  на  основанж  (60)  и  (59)   преобра- 


зуется такъ; 


Подставляя  изъ  (62)  и  (61)  въ  (53),  находииъ; 

т/шз ^и/щ^  <)(?\   ц+1>д(г  №^„ 


а    дч, 
в' 


Умножаемъ  вс*  члены  на  -к- 1/   тт-ГГь  ' 

дГ 
л,/ 

Вводинъ  ф;вкц1Ю 

Р=1/ё(СГТА); 

тогда  находимъ  окончательно: 

^»Г_№            ,.=  2,  5,... ж 

(63) 


(64) 


Выведенные  уравне1ая  были  даны  Якоби  *),  ^N —  2  постоянвыхъ 
введутся  интег))ирован1емъ  системы  (64);  постоянная  А  содержится  уже 
въ  внтеграл'Ь  живой  силы;  посл'!Ёдняя  постоянна)!  т  прибавится,  когда  ио 
(59)  возьнеиъ  квадратуру: 

'  +  '  =  \  '^'Уп+Н-  (65) 


*)  Уог1евш1веп  ОЬег  Пупага1к.  Уог1.  6 

0|д|111ес1оу  Сл0091С 
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Посл^  интегра[(1и  системы  (64)  иы  будеиъ  въ  состоян1и  опред1^лить 
всЬ  гео]1етрнческ1я  свойства  движенхя  системы,  и  только  зависимость  отъ 
времени  остается  иеизв^^етною,  пока  не  взята  квадратура  (65). 

Прим^Ьръ:  Двихев1е  тяжелой  точки  нъ  вертикальяой  плоскости. 
Плоскость,  въ  которой  происходитъ  движея1е,  беремъ  за  Х01'  и  ось  у-овъ 
направляемъ  вертикально  выизъ.  Если  массу  точки  применъ  за  единицу, 
то  живая  сила  будетъ: 

т  =  1(х" +  ,:'). 

а  силовая  функц1Я 

I'  =  зи- 

ести  д  ускорен1е  тяжести. 

За  независимую  переменную  иринимаемъ  у,  т.  е.  ^1^=у\  тогда 


Отсюда  по  (55): 


*-!^- 
*"■»!/ 


й  =  ^  (1  +  »У, 


«  по  (68): 


Р=1^у'(да+«а  +  '')- 


Взятая  система  им*етъ  дв4  степени  свободы   (^  =  2),    сл^Ьд-    урав- 
нев1й  типа  (64)  будетъ  тодько  одно; 

^  №  _  №  ^  р 
<1у    дк  дх 

дх' 
средственно  интегрируется 

дГ 


1/1 


)/2    V    1+4' 

0|д|111ейоуСл0091С 
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откуда  • 

<1х  А  .... 

к  =  -~  ~     ; ;  (66) 

<^У  У^^с^-к  —  А^ 

если 

А  =  С\/'^. 

Интегрируя,  полу^аень  уравнение  траэкторш: 
г  +  В^^у'^+Г^А': 

В  новая  иостоннпаи 

'{тобы  ввести  время,  обращаемся  еъ  квадратур'Ь  (65): 


[/|и  +  № 


\'!1«  +  * 


1,14-4')—    -    "^±-^ 


,11  =--.--'-   — 

у/^^ду+Н-Л') 


<  +  1=  ^-^  Цду+к-    Л'1. 


Этиыъ  дАло  интегрирован!»  и  заканчивается. 


),Соо'^1е 


Г.1АВА  XXVIII. 


Союзное  выражете  живой  силы.  Уравнен1я  Гамильтона. 

2(Н).  Обобщенние    ияпульсы.  Союзное  внражев1е  «ввой   енлн. 

Саныя  о6щ1я  уравнен1я  лвиженЕя  несвободной  системы  для  какихъ  угодно 
Боордннатъ  и  при  нроизвольныхъ  свлзязъ  были  даиы  наки  въ  фориул'Ь 
(33)  §  197.  Интегрирован1е  :)той  системы  совокуивыхъ  уравненШ  второго 
порядка  всегда  ножетъ  бытъ  аан'Ёнено  иытегрирован1еиъ  вдвое  большаго 
числа  уравне111Й,  яо  перваго  порядка.  Исключивъ  множители  связей  пр1е- 
хонъ,  ука-чавнымь  въ  конц'Ь  §  197,  раскрываомъ  полученныл  уравнен1я  и 
прнюднкъ  ихъ  къ  виду  (37)  того  же  ла|)аграфа.  Отсюда  опред^Ьлаенъ 
ускорен!»  7/'  какъ  функцш  временя,  коордиватъ  я  скоростей  подобно  (46) 
§  198: 

и  зат^Ёнъ  совершенно  такъ.  какъ  нъ  |^  198.  на^одинъ  уравнения: 

(1д,' 11дг  Ф1х А/|   (1дк  й/ 

"рГ^"^^      ~^~  -71'   "'       ~  '^^'   ~1   ' 

того  же  вида,  что  и  (47)  !^  19«. 

Уравнешл  эти  ааключаютъ  въ  себ'Ё  '2дУ  неизв'Ьстныхъ  функцШ  вре- 
иени  ^^  и  9/.  Ви'&сто  N  посл^днихъ  функц|й  г/,'  бываетъ  удобн'Ье  ввести 
нъ  |>азс110тр^н1е  друпл  функ1ми  р^,  линейно  съ  вини  свяяанныя  такими 
уравнвН1яни: 

^>^  =  хг'^"!*''!' "'""=' '^^'  "1 Ь  «.«?*■'  + Ям  (2) 

щ 

по  (36)  §  197. 

По  аналопи  съ  декартовыми  координатами,  для  которыхъ  по  (5)  §  197 


П) 


Шйчества  ;>!  называются  обобщенными  импульс: 
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Р4шал  уравнев1Л  {2)  относительно  ^/,  находннъ: 

я/  =  Ь^Р1  +  *2>р7+---  +  Ь>РЯг+Э^.  (3) 

Если  означинъ  черезъ  Л  сиыиетричный  *)  опред1^лител1. 

а  черезъ  В1}1  миноръ  этого  опред'Ьлнтеля,   соотв'6тствун)щ1й   элеиенту  (йр 
то,  очевидно,  К08ффи1иентъ 

»"  =  1Г=1^  =  »"  '^' 

Если  въ  (3)  вставниъ  311ачен1я  (2)  для  р1 ,  то  правая  часть  должна 
тождественно  обратиться  въ  ^/,  а  потому  иежду  коэффкц1еЕтаии  а,  Ь,  л,  ^ 
должны  ии'[1ть  м'Ёсто  соотношешя: 

N 

>    Ьиа^^  =  О,  если  ^  не  равняется  I;  (_5| 

1  =  1 

N 

У  6;^в;^.  ==   1;  (6) 

1  =  1 

N 
Ь  +У  <^1Ч  =0.  (7. 

Соотношен1я  (5)  и  (6)  вытекаютъ  также  изъ  свойства  миноровъ  Д/  (41 
Если,  ваоборотъ,  изъ  (3)  вставимъ  во  (2)  значен1Я  д.1я  д/,  то  правая 
часть  тождественно  должна  равняться  р1 ;    отсюда   опять    получаются  со- 
отношения (5)  и  (6),  а  также  сл'6дующ1я: 

N 


,+^к' 


Всякая  фунвц1я  (р  отъ  координатъ  ^^,  скоростей  з/  и  времени  I  въ 
силу  уравнен1й  (3)  можетъ  быть  выражена  черезъ  },  д|  и  нипульсы: 

?('.  вь  в*')  =  Т('.  21.  ^'^)■ 
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Чертою  надъ  буквою  <?  мы  отмЬчаемъ,  что  зависимость  (р  отъ  аргу- 
ментовъ  ^,  ^^,  |),,  вообще  говоря,  совсбмъ  не  та,  какова  была  раньше  для 
аргуиентовъ  ^,^^,^^'.  Когда  въ  какой  либо  функцш  скорости  при  помощи 
уря11нен1й  (3^  зам'Ьнены  импульсами,  мы  будемъ  говорить,  что  взято 
союзное  выражен1е  этой  функцж;  такъ  «р  служить  союзнымъ  выра- 
жец1енъ  функщи  (р. 

Разсмотримъ,  каково  будетъ  союзное  выражеи1е  янеюй  силы  системы. 
Мы  вид'1^ли  (§  197),  что  живая  сила  Т  въ  обп;еиъ  стуча'Ь  состоитъ  изъ 
трехъ  группъ  членовъ:  первая  группа,  которую  означиисъ  Г^,  содержитъ 
скорости  во  второй  степени  и  въ  внд'б  проияведвн1й  по  дв'Ь;  вторая,  Тг  , 
содержитъ  СК01ЮСТИ  линейно  и  наконецъ  третья,  Т„,  вовсе  не  заыючаетъ 
въ  себ*  скоростей. 

Итакъ 

гд4  по  (34)  §  197 


2"  =  Гг  +  Г,  +  Го ,  (9) 

.V  N 


(10) 


-I' 


(И) 


Возьмемъ  сумму 

2У  ЛГ  Л^  2У 

1=1  1=1  г=1  {=1 

Зам^чаенъ,  что  Г^  однородная  функц1я  относительно  скоростей  вто- 
рой, а  2'1^первой  степени,  и  что  Го  отъ  скоростей  не  зависитъ;  поэтому 
по  известной  теорен'Ё  Эйлера  для  однородныхъ  функц1й  *): 


откуда  яо  (9): 


г=||*'«+|г,  +  т.. 


*)  Ес1я  функци  «в  (м,),  »=1,  2,   . .  и,  однородва  относительно  аргуиентовъ  и 
ври  томъ  степень  ея  однородности  к,   то   ^  «^  з—  =  *  "  (**()■ 
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Вставляем'ь    сюда    изъ    (3)    »начен1я    дли    ^,'  и  союяное  выражена 
«иной  силы  оаначаемъ  черезъ  Т: 

т  =  1 V  ;„  I  ,,.„„  +'ф.  ,л  +  1 1  »>  X  ^"^"  -^ 
'■^1  ./=1  '=-1  ;  =  :;=] 

4-  ^^«/Ру-ЬП.  (131 

Вторую  и  третью  суммы  гоединнумъ  въ  одну: 
1   ^Г. 


ТХ-ИЕ" 


^1 


а  эта  сунна  но  (7|  обращается  къ  нуль.  Такииъ  обрацонъ  исконое  союзвос 
иыражРН1е  жнвой  силы  но  {13)  оудегъ: 


Т  =  Т:  +  Т.,. 


1\1.\',...  .  ,15,       I 


Какъ    видин'ь,    союзное  выражен1е    жиклй  силы  не  содержитъ   вонс*' 
членовъ  .тинейныхъ  относительно  ияпульсовъ 

Прнм^^ры:  а)  Для  декарговыхъ  коордннатъ  3;  Й  1^*^ 


сл*д.  союзное  выражение  живой  силы  булетъ 

>=  1 
б1  Для  координнгь  сфери чески хъ  р.  -р,  >>  |§  ."Ч)  живня  си-ш 

Г—  77  ^я^?'^-\-^'Ч'^-^9-^^^«■^9^^'^^■ 
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поэтому  нииульсы 

сл'Ьл-  союзное  ьы1>яже111е  живой  силы  будетъ: 

н)  Д.1Я  коорлиннтъ  :)лли11тическихъ  (§  \Ы)  11ыражеи1е  для  живой 
силы  получимъ  сл^Ьдующинъ  образонъ.  Воэвншаеиъ  въ  квадрятъ  формулы 
(44),  (АЬ)  и  (46)  (;  164,  логарифинруемъ  ихъ  и  .тгЬмъ  дифференцнрурнъ: 


У      ■      лг  ^  1,    -г     ,,2^  ,^    ^     й''  -{- 1,  • 
'2<и  (^Х;  ,         (112  (/Хз 

Оиред^ллемь  отсюда  (/т^-\-(11/-  -{иЬ^,   ири  чемъ  воспользуемся   обо- 
значен1ями  {501.  (511  и  (52)  й  164.  а  также  соотношениями  (43)  §  164: 

^1.г^  -\-  '/у'  +  <}■"-  =  ^  (/.,3 (й,!  +  Л:^ ,1^1'  +  1з^ <Пэ*) . 

Отсюда  жиная  сила 

СЛ11ЛОВ.   иипул1.сы 

И  союзное  выраженге  для  живой  силы 

г)  Система   движется    въ  плоскости  и  костонтъ    нэъ    двухъ    точекъ 
Ш1{х1,у1)  и  пI2^x^,  у^)  ))авнмхъ  массъ;   одна  тояка  гп]  лехитъ  на  прямой 
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а  другая  связана  стержяемъ  длины  а1  ст.  первою.  Число  степеней  сво- 
боды равно  двунъ.  За  независиныя  координаты  выбираенъ  хх  и  уголъ  у, 
который  стержень  I  образует*  съ  ОХ;  тогда 

Дифференцируемъ: 

Отсюда,  если  иассы  точекъ  положииъ  равными  едиш1ц1Ь,  получаемъ 
для  живой  силы  выражец!е: 


Зд-Ьсь  по  (9): 

Т2=^Х1'^-\-  2  а'т'^  -аа1п^Х1Ч\ 
Ту  ^а1соз<(  ^'; 

Гс  =  I'- 
Импульсы 

рх  =  2а;1 '  —  й  51«  ?  (р' ; 

Рг^=  —  а  Вт  <р  ху  -\- а"^  <^'  -\- а1  сов  <р. 
РФшая  эти  уравнения,  находимъ: 

Х1'=  -тт-г ^~-Лар1-\-р2зт'^'  —  ог5ш?соз!р); 

Чтобы  составить  союзное  выражен1е  живой  силы,  пользуемся  равен- 
ствоиъ  (12): 

2Т  =рг  XI'  -\-рг^-  +  Г1  +  2Го  = 

=  ,  .  ■ — г-г  [аV1*^-^« згй ^{'^'|^?г^-2^)1'— «=/  я»  <? созчр1—1а1  ш ^?р^]  4- 


С.уМ.Лг;Сп00^1с 
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Посл^^  сокрац(ен1Й  окажется 

^  =  2ж;?й  ""^■' + '"'"  "■^=+ ''''>  +  ттЬ-,  ■ 

201.  Твореяы  Войк1п'а.  Траввев1я  Гамильтона.  Уравиен1я  кано- 
ннчеек1а.  Прежде  ч1иъ  приступинъ  еъ  зангби'!^  скоростей  иипульсаии  въ 
систем*  совокупныхъ  (1),  выведемъ  в'Ькоторыя  вспоиогательныя  теоремы, 
получевныя  впервые  ОопМп'оиъ  *). 

Пусть  ны  ин^еиъ  нМоторую  функфю  X  отъ  независииыхъ  переи'1Ён- 
ныхъ  а:((»  =  1 ,2,  3,...п);  разсмотримъ  новыя  перезс1^нвыя  у(,  такъ  свя- 
занныя  съ  црехнвян: 

дХ  дХ  дХ  дХ  ,(,„, 

Если  ивъ  этихъ  п  уравнен1й  возможно  опред'Ёлить  щ ,  какь  фунхц1И 
отъ  у/(;  =  1 ,  2.. .  п): 

то  окажется,  ?го  ат!  въ  свою  очеряль  выразятся  какъ  частныя   производ- 
ныя  отъ  в'ЁЕОторой  функц1и  у,  зависящей  отъ  у/. 


(21) 


На  самомъ  д-Ьл4,  изъ  (20)  вытекаетъ,  что 
п 

г  =  1 
Прибавииъ  къ  обЪимъ  чвстяиъ  зтого  равенства  но 

Тогда  найдеыъ 

м  п 

»=1  *=1 

•)  РЫ108.  Тптв.  1864. 
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или 

«  «  я 

*=1  1=1  '1  =  1 

откуда  ясно,  что  вырахеи1е 

1=1 

представляетъ    собою    полный    дифференцилъ    некоторой    функц!» 
Г,  если 


а  потону  и  выраженш    (21)  доказаны.    КрожЬ   того  ны    видикъ,    что  об* 
функц1и  X  п  Т  такъ  связаны  другъ  съ  другомъ: 


х  +  г  =  Х" 


=  1 

Написанное  равенство  станетъ  тождествомъ  лишь  тогда,  когда  обгк 
части  выражены  только  череяъ  Х1  или  только  черезъ  1/1. 

Положиыъ  теперь,  что  функа1Я  X  содержитъ  крон!  Х1  еще  другш 
иерен']^пныя  ^  въ  пронэвольиоиъ  числЬ.  Тогда  эти  перен'Ьнныя,  вообще 
говоря,  войдутъ  какъ  параметры  вт.  уравнен1я  (20),  слЬд.  н  въ  функц!» 
У.  Сравнииъ  между  собою  проиэводныя  отъ  функц|б  X  и  Г  по  этимъ 
неремЪниымъ.  Дифференцируенъ  равенство  (22)  по  ^,: 

йХ    ,    ^*        Г1  ^'    ^  _  VI      ду^ 


(  =  1 

По  (21) 

суммы 

сокращаются,  и 

сл*д. 

дХ 

ПрИ1гЬр1 

:  Функц1Я 

),Соо'^1с 
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тогда 

1/1  =  Ь:2-Ч\     Иг  =  ^з^'ь     Ул  =  ;я;|.Г2. 
Отсюда 

Функщею  У",  очевидно,  служитъ 
Соотко1иен1е  (22)  будетъ 

5  Г1  Х2  Хз  +  2   1/    *'  -^^^  "-^    =  д:,  (/1  -Ь  -с-  У;  +  З^з  .V} 

Производная 

ОХ 

^  ^  ^1  ■'•'г-Рз. 

а  производная 

Положннъ  теперь,  что  фуцкц1ею  X  служить  Т,  живая  снла  разсиа- 
тркваеиой  натерЕальноЙ  системы,  а  за  переи^Ьнвыя  Х1  взяты  скорости  ^^'; 
тогда  перен-Ьнныии  у)  будттъ  импульсы  р^  (2): 

124) 


(26) 


/'■  - 

1>Т 

По  (21 ) 

нзъ 

ятихъ 

У1)авнен1Й 

окажется. 

что 

(/('  ^ 

<)Ф  , 

гд* 

ко  (221: 

Ф 

=  У 

Л<1,'  -  Т 

ирн  ченъ,  конечно,  ^^'  должно  быть  выражено  черезъ  импульсы. 
Въ  Т  кром-Ь  скоростей  входятъ  еп;е  координаты  ^^\  ио  (23 1: 

^  ^  _  ОФ 

д<ц  д^^ 


127) 
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Обращаемся  къ  уравнен1яцъ  (33)  §  197;  предполагаеиъ,  что  множители 
связей  уже  выражены  черезъ  {,  ^^ ,  д-/;  тогда  по  (24)  и  (27)  упомянутыя 
уравнешя  даютъ: 

'=х+1  ^  =  1 

Чертою  мы  означаемъ,  что  для  соотв'Ётствеяныхъ  функщК  должно 
быть  взято  союзное  выражен1е. 

Когда  къ  N  уравнешямъ  (28)  присоединимъ  еше  N  уравнешй  (25): 

!^'  =  ^  .  (29) 

то  и  найдеиъ  искомую  систему  изъ  2^*  совокуоныхъ  уравнен1й  нерваго 
порядка  относительно  2?^  неизвЬстяыхъ  функщй  времени  ^^  и  р^. 

Иолученння  уравнен1я  (28)  и  (29)  называются  уравнен1ями  Га- 
мильтона. 

Когда  координаты  ^^  независимы,  т.  е.  когда  вместо  общихъ  урав- 
ввн1Й  (33)  §197  мы  ии+.емъ  уравиен1я  Лагранжа  второго  рода  (40)  §198, 
Гамильтонова  система  совокупныхъ  прининаетъ  видъ: 

Лр^_  _  дФ.у 

(30) 

1^^;      дФ 

Ш         ~      дрг 

Пусть  силы  им'Ьютъ  потенщалъ,  хотя  бы  зависящ1Й  явно  отъ  вре- 
мени, т.  е.  пусть  по  (30>  §  197: 

7,        ^        д^ 


гд*  Т^=^(опс^{^^,^).  Такъ  какъ  СГ  не  завнситъ  отъ  скоростей,  а  сл'Ёд.  и 
отъ  нмпульсовъ.  то 

Поэтону  вн^^то  (30)  ножемъ  написать: 

<й        д^^     д^^  ^(     ' 

^   _    дф_дф      дЦ  _д(ф—т 
й(  др1       др1      др1  др* 


о  у  Пге^ 


г;Соо'^1е 
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Теперь,  если  полохить 


■  ^='^Р^^^'-'^-^=и,  (31) 


уравнев1я  Гамильтона  становятся  каноническими: 

Ш  д^^  ' 

^1      ~     др1  ' 


(32) 


Когда  взятая  матертльная  система  консервативна,  функция  В  нри- 
нинаетъ  весьма  простой  вилъ.  Въ  этоиъ  случае  живая  сила  но  (39)  §  198 
представляется  однородною  функц1ею  второй  степени  отъ  скоростей,  сл*д. 
по  теорен'Ь  Эйлера 

N  N 


^,„,  =  ^,,^,..Г=2Т. 


г  =  1 

И  погон;  изъ  (31)  вытекаетъ 

Я  =  Т  —  П.  '33) 

Другими  словами  союзное  виражеше  интеграла  живой  силы  будегь 
по  (54)  §  196: 

Н  =  к.  (34) 


),Соо'^1е 


Общ1п  начала  Диняиши. 

•20'2-  Предварительные  »аж1)чан1а.  Въ  глав^  Х\\'1  мы  и»ложн.1и 
такъ  ыазываеиые  законы  движее|Я,  т.  е.  н'Ькоторыя  общ^я  теоремы, 
указывающ1н,  навь  изы'бняются  скорости  точекъ  системы  въ  нави«'Нмо(-тн 
(>тъ  ланвыхъ  силъ  и  реащШ.  Это  были  яаконъ  количествъ  днижешя.  эя- 
кояъ  хоиентовъ  количествъ  движевЕя  и  заковъ  -жиноё  силы.  Каждая 
такая  теорема  вь  частномъ  предиоложенш  о  силахъ  и  реакцЕяхъ  снстриы 
можетъ  ъепосредственно  привести  къ  интеграланъ  лвижен1я-к'Ь  закову 
сохранен1я  центра  инерцш,  къ  закону  сохраден1я  нонентовъ,  къ  закояу 
сохранен1я  энерпн.  Но  за  то,  вообще  говоря,  ни  одинъ  на*  названиыхъ 
выше  законовъ  не  въ  состояти  яам'Ьнить  собою  т-ей  совокупности  урав- 
нен1Й  движенш  системы.  Другими  словаки,  движен1е  системы  въ  обл^енъ 
случа'Ё  не  можетъ  быть  вполн);  окарактерниовано  однииъ  какииъ  .шбо 
и.1ъ  уыомлнутыхъ  законовъ.  Первые  два  закона  эквиьалептны  каждый 
только  тренъ  уравпешямъ  движешя.  :1аконъ  живой  силы  яквивалептснъ 
только  одному  уравнешю,  такъ  что  иапр  движен1е  системы  съ  8  степе- 
нями свободы  уже  не  можетъ  бытьвполи1|  ог1|>сд11Лено  даже  совокупностьт 
вс'(1хъ  трехъ  вышена.чваннмхъ  .законовъ. 

Т11  обп11Я  положения,  которыми  мы  желаенъ  теперь  отняться  и  К1>- 
торыл  носятъ  назваы1е  началъ  или  принпиновъ,  отличны  отъ  зако- 
новъ движения.  Конечно,  и  на'шла  выражаютъ  собою  нЬкоторыя  свойстиа 
движен1я  системъ,  но  ни  одно  имъ  :+тихъ  нрелложен!!^  не  даетъ  инте- 
граловъ  движен1я,  хотя  бы  при  частныхъ  гвойствахъ  силъ  системы,  если 
вс-Ь  количества,  входяпмя  въ  выражеше  начала,  сохраняютъ  свое  общее 
значете.  За  то,  съ  другой  стороны,  каждое  нача.10  вполн'1:  характеризуетъ 
движен1е  системы  и  ;<квивалентно  всей  систен'Ь  совокупныхъ  ди||>ферев- 
Ц1альныхъ  уравнен1Й  двиисешя.  т.  е.  изъ  каждаго  начала  соотв1&тстввннмя 
уравнешя  динжен1я  могугь  быть  выведены,  какъ  1'.1'^дп'В1я. 

Вс'Ь  начала  по  форм'!;  своей  разделяются  на  дв11  кагего)пи:  одни— 
начало  Далаибера,  начало  возножныхъ  нереи'Ьн^еи]  й,  начало  Гаусса  или 
наимевьшаго  отклонен1я — представ-тяютея  прямо  диффе|1енц1альными  ря- 
кенствами  или  неравенствами:  друпя — начало  Гамильтона.  ийча.10  наинень- 


^уI,.е.^.^V.^-.ОО^IС 
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шаго  д'Ёйств1Я  или  Лагр&ыжа,  начало  Гельнгальца — выражаются  въ  видЪ 
свойствъ  Б^Ькоторыхъ  ннтеграловъ.  Начали  первой  категорш  бол1^е  общаго 
»1рактера:  они  прилагаются  въ  систенамъ  съ  произвольными  связями, 
какъ  Еопечныни,  такъ  и  ди<|>ференц1а.1ьныни,  ири  ченъ  посл'Ёдн]я  когутъ 
<'>ыт1.  иптегрирующиывся  и  неинтегрирующниися.  Нача.1а  второй  катего- 
рп!  несправедливы  для  системъ  съ  неинтегрирующинися  диффе- 
рет1Ц1альныии  связями. 

Законы  движен1я  получаются  изъ  нача.1ъ,  какъ  сл'>>дств1я,  если  сд^Ь- 
лать  частныя  предцоложев1Я  о  гЬхъ  проиавольныхъ  количествахъ,  которыя 
:4ак.1ючаются  въ  нкчалахъ. 

303.  Начало  Даланбера.  Позьмемь  уравиен1я  Лаграажя  иерваго 
рода  (22)  §  186  для  несвободной  системы,  подчиненной  к  нонечнымъ 
свяэямъ  типа  (1)  ^  1СЭ: 

/■Дх;,  у;,  г,,  0=1);  г=],2,..*;  (1) 

и  !■,  связямъ  дифферени]альны)1ъ  типа  (1У^  §  174; 

'Ъ-  -^  (^ух/  +  -Со-№Ч-С-,>д')4--О>  =  0;    у=1,2,...Л,;         (2) 
(  =  1 
И  папишемъ  ихъ  въ  такоиъ  видй: 

к  к, 

Ж  —  т,  X,"  +  V  ),  ^  4-  У  ^1^  л^^  =  0; 

1=1  ;=1 

к  *, 

у.  _  и, у/-  4-  V  1,  ^  +2  ^^^^^*  =  '*; 


(3) 


1=\  ]=Х 

к  к, 

2,  -  ,«,„'г  _1-  V  ),  ^^/1  +  у  ц^  Сг.  =  0. 

г^1     "     ^  =  1 

Пусть  Зл-;,  Ьщ,  Ьx^  озпачаютъ  возможяыя  вар1ацш  (§  150)  положеи1й 
точекъ  дайной  системы.  Тогда  по  (13)-(1б)  §  180  величины  эти  до.1жны 
удовлетворять  равенствамъ: 


«/^=.1(1 '^+1'-+!:'^ 


=  0;    1  =  \,%..Л\ 


(-1) 


8?^-=  У  Му,  Ъ^  +  Бд  Ц,  +  С^^  5^0  =  0;    ^  =  1 .  2, . . .  /^,; 
(  =  1 
ес1н  ВС*  евя.зи  удержнва1)Щ1я. 

0|д|111ес1оу  Сл0091С 
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Когда  же  которая-нибудь  изъ  связей  неудеркивающан,  наир-  /1  или 
^/,  т.  е    когда 

(1{х^,  у,,  А.  О>0;  <р^-^0,  <51 

то  но  (21)  й  180  возиожныя  вар1ацт  ноддяняются  услов1яиъ: 

Кро|гЁ  того  по  (21)  §  185  множитель  *|  или  цу  для  неудерживающей 
связи  не  ножетъ  быть  отрицятсльнымъ: 

'1  ^  ";    \^^  >^-  (7» 

Уяножаемъ  первое  изъ  уравнен1Й  (3)  на  Ъхх,  второе  на  8у^,  третье 
на  Ьгх,  складываемъ  и  беренъ  сумму  но  значку  1.  Придерживаясь  обозня- 
чен1Й  {4Х  получимъ: 

У  { ( X*  —  №(  ж/')  Ьх1 4-  ( 1';  —  т,  у/' )  Ьу1  +  (г,-  -  пи  г/'  1 3^(1  -|- 

4-^  1^  8/1  +  2  (1/8^,-^0.  '^* 

г=1         ^-  =  1 

Если  вс'!Б  связи  удерхивающ1я,  то  члены,  содержащ1е  множители 
связей,  но  (4)  обращаются  въ  нуль;  если  н'Ёвоторыя  или  вс^  связи  не- 
удерЖ11вающ1л,  то  упомянутые  члены  съ  множителями  но  (6)  и  (7)  или 
нули,  или  положительны.  Поэтому  изъ  (б)  заключаемъ,  что  для  системы 
со  связями  удерживающими: 

У   \{X^~т^X^^^)Ьx^^а^—т^у^^)Ьу,^{г^  —  и^^г^^)Ь:^,]=^>;     (9) 

а  для  системы  со  связями  неудерживающимн: 
» 

»  =  1 

Формулы  (9)  или  (10)  и  лредставляютъ  собою  аналитическое  вы- 
ражеше  начала  Даламбера:  точки  несвободной  системы  им'!&ютъ  таки 
ускорен1я,  что  для  всякой  грунпы  возможныхъ  вар1а[(1Й  выполняется  или 
равенство  (9),  или  неравенство  (10).  ВпослЬдств1и  начало  Даламбера  мы 
выскяжемъ  ъъ  иной  фори'Ё. 

^уI,.е^::^С100^IС 
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Начало  Даламбера  было  нами  получено,  какъ  с.т11дств1е  изъ  урав- 
иен!^  движен1я  (3).  Паоборотъ,  если  иринмть  несонн^шныиъ  равенство 
(9>,  то  изъ  него  можно  вывести  какъ  сл'&дств1е  уравкен1я  движешд  (31. 

На  саионъ  д'Ьл'Ь,  пусть  (9)  должно  выполняться,  и  ыоложимъ,  что 
систена  подчинена  связянъ  (1)  и  (2).  Разсужден1я  будутъ  ткхе  саыыя, 
Еоторыки  ны  пользовались  въ  §  184  Если  бы  всё  вар1ац1и  были  произ- 
вольны, т.  е.  снстеяа  была  свободною,  то  равенству  (9)  нежно  было  бы 
удовлетворить  лишь  полагая,  что 

Х( — »11(ай"  =  и;  Г!  —  »М(у1"  =  ');  2'* — ^,п1|л"  =  0, 

А  это  ничто  иное,  кавъ  уравненш  двия[ен1Я  (1)  §  181  д.тя  свободной 
матер1альной  системы. 

Но  ДЛЯ  взятой  несвободной  системы  вар1ац1и  стеснены  услов1ямн  (4), 
стЬд.  только  Зп  —  Л  —  *!  изъ  нихъ  вполн*  произвольны,  а  остальяыя 
А-1~':1  является  по  (4)  функпДяыи  отъ  независимыхъ.  Повторяенъ  и  зд'Ьсь 
тоть  пр1еиъ,  который  прим'бнили  въ  §  184.  Умиожаеыъ  каждое  изъ  усло- 
В1Й  (4)  на  я*который  множитель  Х)  или  ^^^  и  прибавляемъ  ихъ  къ 
равенству  (9): 

п 

-(-^^1/;  +  У  ^^^%  =  0.  (11) 

Зат'&иъ  введенными  к-\-'к1  неопред'кхенныин  ниожителями  распо- 
ряхаеися  такъ,  чтобы  коэффищенты  при  зависииыхъ  вар1ац1яхъ,  числоиъ 
также  к'^-]^,  обращались  въ  нуль;  тогда  у  насъ  останутся  лишь  вар1ац1и 
пройэвольныя,  а  сл'Ёд.  во9ффиц1енты  и  при  нихъ  должны  быть  нули,  иначе 
предыдущему  равенству  нельзя  удовлетворить  для  вс'!^хъ  возножныхъ 
значен1й  этихъ  произвольныхъ  вар1яц|й.  Опять,  какъ  и  въ  §  184,  фор- 
мальнымъ  обраэомъ  исчезаетъ  различ!е  между  зависимыми  и  независимыми 
вар1а1цякв:  приходится  коэффиц^еитъ  всякой  вар1ац1Н  сд^-тать  рявнынъ 
нулю. 

Если  раскроемъ  выражен1я  2/|  и  8^/  "*>  (^)  и  зат41мъ  положинъ  ъъ 
(11)  равными  нулю  коэффициенты  при  Ьх{,  Ьу1,  3^1,  то  и  вернемся  къ 
уравнешяиъ  (3). 

Когда  между  связями  системы  есть  и  неудераивающ1я,  разсужденйя 
|фндется  несколько  видоизм'бвить.  Въ  упомлнутомъ  случае  начало  Дала  ибера 
яйетъ  видъ  (10): 


.^.^Соо^1с: 
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У  [(XI—  1тx^")^X^-\-{У^  —  »^^^^^'^)Ьу^■^  (г.^  Ш^г^^^)г;!^}  <  0; 
*  =  1 
а  услоБ1я  для  возможныхъ  ва1>1ац1й  будутъ  по  (6): 

?/;  ?:  О  ;  8(р^  ^  О  . 

Разспотрииъ  снача.1а  так1я  группы  вояяохныхь  вар1ац|й,  которыя 
удовлетворлютъ  равенствамъ; 

5/)  =  0;     Ц^  =  0.  (12» 

Нетрудно  вид'Ьть,  что  для  вэатыхъ  группъ  неравенство  (10> 
должно  быть  ааи'Ёнено  равенстьомъ  (9).  На  саионъ  д.'ЬлЪ,  но  однород- 
ности уравнешй  (12»  относительно  Ьх{,  Зу;,  Ьг»,  всякой  такой  групц*  воз- 
хохныхъ  вар1ац1й  Ев;  (3x1 ,  3^(1  ^^0  всегда  соотв4тствуетъ  группа  вар^ащй 
Л«;  (Дг,^  Ду(,  Аг^)  равныхъ,  ирямопротнвоположныхъ  (Дx^  =  —  3^,, 
^1/1  =  —  Ьу1,  Дг,  =  —  ЪеО  и  также  возыожныхъ.  Поэтому,  если  бы 
ускорен1я  точекъ  системы  были  такова,  что  для  первой  г]|уппы  В$|  ин'кю 
бы  м'Ьсто  неравенство,  т.  е.  если  бы 
п 

у  к  X  ~  »н  л.")  гх1  +  ( г,  —  Ж( ,//')  3^,,  -^^г^~■  т  г/';  Зг, )  <  I), 

1=1 

ТО  для  второй  вогшозкной  группы  Лв,  лы  ин'Ёли  бы: 

что  противоречить  (10), 

Нтакъ  вар1аЦ1ямъ,  удовлетворяющимъ  рапенстваиъ  (12)  соотв1;т- 
ствуетъ  равенство  (9).  Отсюда  тЬмъ  же  путеиъ,  какъ  и  для  связей  удер- 
живающихъ,  приходимъ  къ  уравнеи1Я)1ъ  (3);  подставляя  изъ  этахъ  урав- 
нен1Й  въ  (10),  получаемъ  добавочное  неравенство: 

^  А 

Г=1  ^=1 

изъ  котораго  по  (6)  вытекаетъ: 

Ь  >  О ;     V■^^Ч. 

Д'!|йствительно,  среди  безчисленнаго.  ннохества  группъ  вовможннхь 
вар1»Ц1й  выбираеиъ  такую,  для  которой   всё  неравенства  1.6)  обращалтсл 


^уI,.е.^::^V^^ОО^IС 
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въ  равенства  за  псключенхемт.  одного,    напр.  2/)>0    Тогда,  по  предыду- . 
1цек\',  ии'Ьенъ:   ' 

—  ).;  Ч'  <  О  , 
т.  е. 

)(  ^  О . 

Тоже  можно  иоказать,  конечно,  и  отно(!ительно  другихъ  множителей. 
Зан1^тииъ,  что  вышеириведенныя  неравенстпа  д.1я  множите.!?!^  ппо.тн'!^ 
(.■(ютв^тствуюгъ  §  185 

Изъ  начала  Даламбера  въ  форМ'Ё  (0)  иы  мохеиъ  вынести  какъ 
сл1'>дств1я  и  тЬ  три  закона  лвиженЕя,  которые  изложены  нъ  г.тав^:  ХХ^'1. 
Предварительно  зан^тныъ  сл'Ёдуюн^ее:  когда  въ  выражен1и  (И)  множи- 
тели >|  и  )^^  определены  такъ,  что  Ео?ффиц1енты  при  зависимыхъ  вар!а- 
Ц1яхъ  стали  нулями,  то  равенство  (11)  остается  снраведлнвымъ  нрн  совер- 
шенно произвольныхъ  значенЕихъ  для  всёхъ  количествъ  ^x,,Ьу|,Ьг^. 
Собственно  говоря,  пронзвольиыя  значен1я  мы  можемъ  дать  лишь  Зп—Л* — А'1 
не:1ависиммхъ  вар1ац]анъ,  а  к'\-к1  зависиныхъ  вар1ац|й  должны  быть  оире- 
д'Ёдены  ори  помощи  уравнен!^  (4),  но  д'!Ёло  въ  томъ,  что  коэффин1енты 
при  этнхъ  Бар]ац|яхъ  нули;  поэтому  совершенно  безразлично,  кашя  значен1л 
принимаютъ  упомлнутыа  зависимый  вар1ацш. 

1^спользовавшись  этииъ  зан^Ьчан1емъ,  применъ,  что 
8,Г(  =  (1х; ;     ^I^^  =  ({у[ ;     '^г^  =  |}::^  \ 

ГД11 

(?а'( ^ Я7^' ^Ь  =  (181 С08 {^^ ,  х);     (1гц ^ у;' ^1  ^  с/я,  соя {(Ы ,  у) ; 
(1г1  =  х1  (Л  =  (78;  сов  ((1з1 ,  е) ; 

а  (/з1  ояначаетъ  собою  то  д'Ёйствительное  пере)гЬщен1е  за  элементъ 
времени  (И,  которое  совершаетъ  точка  М(  системы.  Въ  такомъ  случае, 
<>сли  вспоинимъ  обозн8чен1л  (14)  §  184,  нзъ  (И)  выводимъ 

У  (Х,^л:^-|-Г;(/,1Л-1-7^^г11+ V  (Виаx^-\-Я^у(^у^-\-2}^,(^2,)  — 
1  =  1  г  =  1 

—  Л    п^^ (х1  х"(11  -\-  1/1' у  "(К  -^  г' г"(Ю  =  О, 

1  =  1 

или,  если  живую  силу  системы  означимъ  черезъ  Т, 

(1Т=  У  (Ж  г?а-|  4-  У!  <Ьл  +  ^(  (Ы  +  У  (Л;^  (^x^  ■\-  Вц  <7у1  -^  Л,  <^г.\ 
»=1  1=1 

что  по  (43)  §  194  и  внражаетъ  собою  заковъ  живой  силы. 

0|д|111ес1оу  Сл0091С 
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По.10жинъ  теперь,  что  Ь^^  =  Ьг^  =  0,  я  всгЬ  Ъх1  равны  между  собою 
и  равны  произвольному  количеству  Ьх,  тогда  изъ  (11)  вытекаетъ; 


2  х  +  У^и-^""»^'"-" 


1=1 

Лналогичныиъ  путехъ  найде»ъ: 
У  Г,  +  У  Д,-У  «.,„"-0;    У  2,  +У  Л.-  У  «„2,"-0. 

А    1^1    а^       а,    ,^1    а^ 

Но  (6)  §  187    полученныя  три   равенства  ймражаютъ  собою   законъ 
количества  движен1я. 

Наконецъ,  пусть  вс)^)  Ьх\  равны  нулю,  а 

2^1  =  —  г(  8() ;    8^1  =  у|  Ш : 

гд"!!  ?^  произвольное  количество.  Тогда  изт  Г11)  С14дуетъ: 

Л  ■ 

Иодооныиъ  образонъ  вайдемъ  еще  два  равенства: 


V  (г^т  —  1';л)  +  У  (Д,у|— Д,гс)  -  I  У  *«.<уи.'-  *.№')  =  0. 


У  ( X  г^  -  21  .гО  -Ь  У  (Ли  г,  -7?„  з:0  -  ^  У  '".  (г,  з^^'-.^,  г/)  =  0; 
1=1  ( =1  (=1 

]^  (У,^  -  »!,.)  +  2  (Л'»^'--йи/А)-  I  2  «(*(:с,|й'-у<:г/)  =  0; 

^=1  *=1  ;=1 

и  получимъ  по  (23)  и  (24)  §  189  законъ  номентовъ  кодичествъ  движен1я. 
Вообще  всякому  преобразован1ю  уравнен1й  движешя  системы  (3) 
соотв*тствуетъ  опредЬденное  преобрааован1е  выражеввя  (9).  Въ  внд4  прн- 
н'Ёра  похаженъ,  какь  изъ  (9)  вывести  уравнен!я  Лагранжа  второго  рода 
(40)  §  198.  Пусть  ас*  свази  системы  конечпыя;  41=0:  вместо  Х1,  у|,  г, 
вводинъ  N  новыхъ  координатъ  ^^,  независиныхъ  другъ  отъ  друга, 
патагая 

^1=Т1(?у.О;   у^='!'.(зу,0;   г^=%ии,^)■,  ;— 1,2,3.. ..ж 

Но  УСЛ0В1Ю  уравнен1я  (1)  связей  поел*  подстановки  вн^ютол;!,  ус,  в 
функфй  ^^,  <]'|,  %  обращаются  въ  тождества,  сл'!Ёд.  какъ  сами  д>,  такъ  и 

^уI,.е^::^V^^ОО^IС 
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вар1ацш  ихъ  Ь(^^  вполнгЬ  произвольны.  Въ  выражен1н  (9)  прининаехъ 


/=1 

;  = 

1 

тогда 

им'Ьемъ: 

^/-^ 

+  1' 

+'': 

-у.,„(. 

"ё+^' 

+  . 

(13) 

^^  \  »ч  I  "Ч I  ич  I  I    I 

1=1 

Ткыъ  хе  путеяъ,  какииъ  были  получены  формулы  (22)  и  (25)  §  197, 
находинъ: 

дх{'    дх1  _      дга'    01Ц  .      0^1  дг1 

(14) 

4  дх1  их/  _     (/  (>у(         ()|//  _     4  дг1  дг' 

(11  дц}         А/у  '     <^*  'Н^        <^'и  '     4(  (1<и         'Ц} 
•ЗагЬмъ 


1=1  (=1  1=1 

110ДСТЯВ.1ЯЯ  сюда  изъ  (14),  ииЬемъ: 

|;'(^"1+  )=Й;4'^+■)-|'4■^+■•■)- 
=  ^  ''-^,  -  !?^',  (15) 

гд*  Т,  какъ  всегда,  живая  сила. 

Припоянямъ  обозначев1е  (2)  и  (28)  §  197  и  вставнмъ  изъ  (16)  въ  (13): 

^  =  1 

откуда  ио  произвольности  ^^^  и  вынодимъ: 
ура11нен1я  (-10)  §  198. 


'  У/. 
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304.  Положен]»  раБ110в'&е1я  сяетеяы.  Начало  возхожннхъ  пе- 
ре11'Ь1Цен1й.  Подъ  лолоа:ен1енъ  равнов'Ьс1я  данной  )1ятер1а.тг>но{1 
системы  мы  разуц'Ьенъ  такое  110Ложен1е,  нъ  которомъ  разсматривяемал 
система  можетъ  неопределенное  иреия  оставаться  въ  новоЪ.  Не  при  вся- 
кихъ  ириложенныхъ  силахъ  и  не  при  всякихъ  свлзлхъ  система  можетъ 
им4ть  положены  равнов'Ьс1я.  Прежде  всего  заи^тинъ,  что  ни  силы,  ни 
свяви  не  должны,  вообще  говоря,  явно  заключать  время,  потому  что 
въ  иротипиомъ  случа4  услов1я  равнов1^с1я,  годныя  для  одного  момента, 
не  1филагалнсь  бы  къ  другому,  и  слЬд.  система  не  могла  бы  оставаться 
въ  ново*.  Отсюда  заключаеиъ,  что  для  конечныхъ  связей  (I)  системы 
должно  соблюдаться  услов1е: 

!-»•  ('« 

а  въ  коэффициенты  Лл,  В^1,  С^^  связей  лнфферени,1альныхъ  (2)  не  должно 
входить  явно  время. 

Кром4  того  Еоэффиц1ентъ  2)/  долженъ  быть  нулемъ: 

1>1  -  о  ,■  (П) 

иначе    по  (2)    даже    мгновенный    покой    (лг/ =  у;' =■  г/ =■  0)    не  служить 
однимъ  изъ  возыожныхъ  кинематичсскихъ  состоян1Й  системы, 

Кавъ  мы  вид'Ьли  въ  конц-Ь  §180,  при  услов1яхъ  (16)  и  (17)  вовиох- 
ныя  вар1ац1И  системы  совпадаютъ  съ  возможными  перемЁи^енхяки. 

ЗатЁмъ  система  только  тогда  можетъ  находиться  въ  длительнонъ 
поко*,  когда  ея  скорости  не  нзм-Ьняются,  т.  е,  ускорен1я  равны  нулю: 

з-.'/  ^  у."  ^  ^•'  =  0.  (18) 

Прим'Ёнимъ  начало  Даламбера  въ  форм*  (9)  или  (10)   къ  системе, 
находяще:йся  въ  ноложеши  равиов1^с1я;  тогда  по  (18)  получимъ 
я 

У  ( X^  Ь.щ  +  1\  Ьу,  +  2;  8г,)  =  О ,  (19) 

1=1 

для  связей  удерживаюп1ихъ,  и 

У  ( X  гх^  4-  1'<  Ц<  +  г,  8^.)  <  о ,  (20) 

1=1 

если  нЪкоторыя  изъ  связей  неудернивающ1я. 

Помнимъ  при  этомъ,  что  въ  настоящемъ  случае,  по  сказанному, 
различ1е  между  возможными  вар1ац1ями  и  возможными  перен'Ёщен1яни 
исчезает!. 


1уСооз1с 
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Найденный  частный  видъ  начала  Далаыберя  (19)  или  (20)  иоситъ 
назеаше  начала  возножныхъ  перем-Ьщен!!!  и  представляетъ  соСк)Ю 
<^1ный  обш1й  нр1енъ  для  нахожден1н  полохен1&  равноц^сш  систехъ. 

Впосл*дств1И  мы  подробно  разснотрии'Ь  это  начало,  а  зд'йсь  иы  уно- 
хяиули  о  неиъ  лишь  для  того,  чтобы  съ  помощью  начала  возиожныхъ 
перемещен!*  дать  статическую  форму  и  нача.1у  Далаибера. 


Предварительно  обратииъ  янимаше  на  сл^^дующее.  Пусть  (Фиг.  85) 
пи  некоторая  точка,  принадлежащая  снстеагЬ,  и  пусть  къ  неб  приложена 
сила  /"{(Х),  Г(,  2{)-  Если  бы  точка  была  свободна,  то  отъ  этой  силы  она 

пап'чила  бы  уекорен1е  —  I'^,  но  на  саяомъ  д'};л4  ускорен1е  й(  точки  будетъ 

ивое,  а  именно  такое,  какое  сообщается  ей  равнодМстиуюи[.ею  6;  силы 
Р,  н  силы  реакцш  I^^,  приложенной  къ  тщ-  Фиктивная  сила  ^^,  равная  и 
пряно  нротивонолохная  сил'ё  &  (сил'Ъ  д'Ъйствующей),  носить  назваше 
силы  инерЦ1и;  ем  проэкцш  на  оси  будутъ: 

^Т^^^^^С08{^^,X]  =  —  т,-  1\С08{Г1,Х)  =  —  ПНх"\ 

^^I,=  —  »!(1/(";  г7'(,  =  —  )Игг(".  (21) 

Сдожинъ  геометрически  приложенную  силу  ^р;  и  силу  инерфи  ^^■, 
иакъ  легко  видеть  нзъ  построешя,  найденная  сила  П1: 

(Ш  =  (Гд  +  (^,). 

будетъ  равна  и  прямопротивоположна  сил*  Д.  Фиктивная  сила  П,  назы- 
вается силою  потерянною;  проэкщи  ея  на  оси  будутъ  по  (21): 

1Т^,='П^еоз{I^^,x)  =  I'^с08^Г^x)'\-^^С08^^|.x)=X^~т^з■^"; 

Д.,  =  Г(  —  т^ №";  Я;,  =  2;  —  т-,  г^ ".  (22) 

Если  бы  связи  и  силы  системы  перестали  изменяться  съ  временемъ 
н  къ  систем*  были   приложены  только  нотерянныя  силы,  то,  очевидно, 


зуСоо^1е 
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вз1ггая  несвободная  система  нодъ  д'1йств1енъ  сидъ  Д  была  бы  въ  равно- 
в']к|и,  такъ  какъ  реак111И    связей  Д  уничтожили  бы  д'Ьйств1е  сидъ  поте- 
рянныхъ,  и  точки  системы  не  получили  бы  никакихъ  ускорешй. 
Равенства  (9). и  (10)  по  сравненш  съ  (19),  (20)  и  (22)  даютъ: 

У  ( Пи  Зз-|  +  т,  Ц,  -Ь  Я|,  Зг; )  =  О ,  (23) 


V  {ПиЬх1  +  тЛу,  +  ЛМ)  <  0;  (2В'> 

а  эти  выражен1я  представллютъ  ничто  иное,  кавъ  нача.10  возможныхъ 
перен&111еа1й  для  системы,  находящейся  иодъ  д'Ьйст81емъ  потеряиныхъ 
силъ. 

Поэтому  начало  Да.1амоера  часто  выряжается  такъ:  потерянныя 
силы  уравнов:&шеиы  при  помощи  реакц1й  связей. 

Не  надо  упускать  изъ  виду,  что  о  равнов*е1И  системы  подъ  дЫ- 
ств1енъ  потерннныхъ  силъ  можно  говорить,  лишь  дооустивши,  что  силы 
системы  перестали  явно  -чанисить  отъ  времени,  хотя  ыогутъ  изы'бняться 
въ  зависимости  отъ  иоложен1я  системы,  а  связи  иаъ  де<|юриирующихся  и 
подвижныхъ  стали  неизменными  и  неподвижными  въ  томъ  состоян1и,  въ 
какомъ  он4  находились  во  взятый  моментъ*).  Короче  говоря,  время  и 
явно  входящее  въ  выражен1е  силъ  и  связей,  надо  принять  за  постоянный 
параметръ,  а  не  за  независимое  переменное. 

Начало  возможныхъ  перемещен!!)  получилось  у  насъ,  какъ  частное 
сл4дств1е  изъ  начала  Далаибера.  Примеиъ,  наоборотъ,  за  очевидную 
истину  начало  возможныхъ  перемещен1й  или  выведемъ  »то  начало  какъ 
сл'Ёдств1е  изъ  какого  либо  другого  положен1я,  прининаеяаго  нами  за  не- 
сомненное; тогда  въ  силу  того  соображен1я,  что  силы  потерянныя  равны 
и  прямопротивоположны  силанъ  реакг^ш,  мы  получинъ  начало  Даламбера, 
какъ  слелств1е  изъ  начала  возможныхъ  перемещен1й. 

Такинъ  образонъ  въ  вашемъ  распоряжеши  два  пути  къ  получен1ю 
уравнений  лвижен!а  несвободной  системы.  Одинъ  путь  тотъ,  которымъ 
мы  шли,  а  ииенно — снача^1а  составляются  выражен1я  для  силъ  реакц1й, 
отсюда  вытекаютъ  уравнеа1я  движен1я  несвободной  системы,  а  изъ  иихъ 
нача.1а  Даламбера  и  возможныхъ  перемещен1й  получаются  какъ  следств1л. 
Другой    путь  былъ  бы    слелующШ — принимается   за  основное    положен1е 

*)  Для  связеП  веувтегрнрующихса  по  (17)  ввдо  еще  орввять,  что  аоэффи- 
Ц1евтъ  В}  обращается  въ  нуль  (вв1шн1я  хассы  оставов.1евы). 


^уI,.е^с^V.^100^IС 
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или  выводится  изъ  каЕОго  либо  иного  оиред4лен1Я  или  услов!»  начало 
возножныхъ  перен'!Ьщеи1й,  сл^дств1енъ  отсюда  служить  начало  Даланбера, 
а  уже  изъ  посл'Ьдняго  вытекаютъ  уравнев1я  движения  несвободной  системы 
и  выражен1я  для  сидъ  реакЦ1б.  Оба  пути  одинаково  законны  в  правильны; 
въ  обонхъ  необходимо  выйти  изъ  н^котораго  основного  опред11лен!л,  явно 
или  скрыто  введеннаго  въ  рвзсужден1я.  У  насъ  наар.  такимъ  основныиъ 
опред'Ёлешенъ  служитъ  услов1е  (11)  §  184  о  рабогЬ  снлъ  реакц1&  идеаль- 
ныхъ  связей.  Когда  ны  будемъ  говорить  подробн1|е  о  начале  возиовныхъ 
аереи'&1цен1й,  а  также  о  доказательствахъ,  данныхъ  и'Ькоторыни  авторами 
этому  цредлоаешю,  то  еще  раэъ  вернемся  къ  затронутому  вопросу  и 
укажемъ,  гд*  въ  приведенныхъ  доказательствахъ  сд-блано  соответственное 
услов1е.  Зан^тимъ  зд'Ьсь  еще  только,  что  не  одно  начало  Даланбера  или 
возможныхъ  перен'Ьщен1Й  можно  положить  въ  основу  Динамики  несвободной 
системы;  точно  также  и  каждое  изъ  посл^дуюп;ихъ  началъ,  напр.  начало 
Гамильтона,  конечно,  въ  аред1^лахъ  его  приложимости  (т.  е.  для  системъ 
безъ  диффереящальныхъ  неинтегрирующикся  связей)  можетъ  быть  при- 
нято ва  исходную  точку,  и  на  немъ  можно  построить  всю  соответственную 
Динамику. 

305.  Начало  Гаусса  или  наинеиьшаго  от1слонен1н.  Къ  началу 
Даламб«ра  т^сно  прнмыкаетъ  начало  Гаусса  или  наименьшаго  отоонен1Я. 
Разсмотримъ  три  снежныхъ  иоложен1я  несвободное  системы,  сиотв^тствую- 
Щ1Я  моиентамъ  I,  к-^Ш  ,  {-\-  '2<и . 


Пусть  какая  либо  точка  >щ  системы  занниаетъ  въ  эти  моменты  м^Ьста 
А^,  А' ,  А"  (Фиг.  86).  Уравнены  движен1я  точки  т,  по  §  184  будутъ: 

т^ XI"  =  XI  +  Ли ;  «|( у"  =  Г,  +  Ищ  ;  пц г"  =•  г"; Ц-  Д. . 

:>ги  три  равенства  можно  заменить  однииъ: 

(т,г-,)  —  (^'0  +  СИЛ, 

если  ^^'^(X<,  Г*!,  ^|)  равиодейстиуюпъая силъ заданныхъ,  а  .в|(Ли>-в>у.  Д)) — 
силъ  реакщй,  приложенныхъ  къ  разсматриваемой  точк^;  черезъ  щ  ны 
означили  ускорен1в  точки  №,. 

Естн  бы  на  точку  т%  не  действовали  никак1я  силы,  то  въ  нонеитъ 
^■\■^^  она  была  бы  въ  Д    на   лродолжеши  эленепта  А\А\\   причемъ, 


.^с^^^^оо^Iе 
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конечно,    ^/Б|  =  ^М|'  по  равно1гЬрности  двнжетя.  Веикокечяп  ма^IЫII 
векторъ    ДЛ("  по  §  49    иредставляетъ  собою    гтр*лку   для  тряэктор!!! 


полное  ускорение  '•■(  точки  «((,  т.  е.  [тзд'Ьленную  на  массу  »»(  [ивиод'Ьй- 
етвующую  снлъ  Г^  а  В{.  Но  обозначеазю  §  204  ата  равнодействующая 
будетъ  действующею  силою  0^: 

((;,)  =  (Гд  +  (Ю- 

Е(.'лн  бы  къ  данной  точк'Ё  ш:  (при  тойже  скорости)  в»1^С'п>  пыше- 
уиоиянутой  силы  &«  была  приложена  одна  только  сила  ^^|,  то  точка  №^ 
попала  бы  въ  иоментъ  (+2Л  не  вь  Л/',  а  въ  кавую  нибудь  другуш 
точку  6*1     Безкоиечно  малый  векторъ  ДС«    опять    оредставдаетъ   собош 

I 


Безаонечно  малый  векторъ  А^"С|  служитъ  геометрическою  разностью 
певторонъ  ас  и  В1А1'': 


Но  по  §  204  и  Фиг.  85  геометрическою  разностью  между  силою 
приложенною  !">   и    д'^>йствующею  &!  является   сила   потерянная  Пг- 

сл1;д.  отр*зокъ 

^,АГа=  —  11>.  (24) 

Представнмъ  себ1Ь  теперь,  что  ивъ  110ложен1Й  А^,  соотв'Ътстиующихъ 
моменту  ^  -\~  д1,  мы  сообщили  точканъ  системы  ка1ая  либо  возможныя  не- 
рем'11П1,ен1л.  Пусть  точка  т^  перейдеть  тогда  въ  ноложен1е  Д.  Бесконечно 
малый  векторъ  А\"В{  представитъ  тогда  собою  возможную  вар1ац1Ю 
88,  точки  »Н(.  Должно  зан'Ьтить,  что  зд^Ьсь  нзъ  неудерживающихъсва- 
зей  лишь  т'!Ё  принимаются  въ  разсчетъ,  реак1(1и  которыхъ  вошли  въ  вы- 
ражение потерянной  силы  II^\ — другими  словами,  гЬ,  который  не  были 
ослаблены  на  переи'Ьщеши  ^{'.^|".  Только  въ  этомъ  смысл'Ь  нм  и  можешь 
назвать  по  §  180  векторъ  А^"^^  возможною  вар1ац1вю. 

Изъ  безЕОнечно  ма.тго  треугольника  С^  ^^  А"  им+.емъ: 

Жй*  =  ^ГСс' -Н  АГВг^  —  2АГС^ .  АПУь еоз{АССи  Л,"Д). 

^д|,.е^с^V.^100^Iе 
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Полученное  раненсхво  уиножаеыъ  на  нассу   Ш)  и  береиъ    сумку  по 
значку  1: 


сл±днюю  сумму  можеиъ  представить  такъ: 

5>».  -^гс; ,  ^7' д  т&  (А  га ,  агв^  ^^^'^т  ч  ■  сов  <  д ,  а.?,) . 

По  вача.1у  Далаибера  (23)  и  ("3')  сунна,  стоящая  въ  правой  части 
[шкенства,  или  яуль,  и.тн  отрицательна,  а  потому  изъ  пдшдыдуща! о 
ныводииъ: 

5  т'Жс^' >  ^  тАГС^- ■ 

Доказанное  неравенство  и  приводить  къ  началу  Гаусса;  чтобы 
выразить  его  словами,  условимся  предварительно  въ  адномъ  термине. 
Разсмотримъ  два  какихъ  либо  безконечно  близкихъ  нолоасеи1Я  системы; 
назовеиъ  одно  изъ  нихъ  нервымъ,  другое— вторымъ.  Пусть  какая  нибудь 
точка  системы  пц  занииае'1'ъ  въ  первомъ  случа*  положен1е  а,-,  во  второмъ — 
Ь1.  Сумму  ^т^а^Ь^^  буденъ  называть  отЕлонеи1еыъ  аерваго  положения 
отъ  второго  или,  наоборотъ,  отклои1емъ  второго  положеН1я  отъ  перваго. 

Выведенное  нами  начало  и  говорить  следующее:  несвободная  мате- 
р1альная  система  движется  съ  такими  ускорен1ями,  чтобы  въ  любой  моментъ 
')гк.юиен1е  ея  отъ  того  положен1я,  которое  она  заняла  бы,  если  бы  безко- 
нечно малое  время  тому  яазадъ  ста.1а  свободною,  было  возможно  наименьшее. 

Если  припоминмъ  значен1е  вектора  А^"  С(,  то  началу  Гаусса  или 
наияеньшаго  отк,1онен1|1  можемъ  дать  нижестЬдующее  аналитическое  вы- 
|ижеше:  несвободная  система  движется  съ  такими  ускорен1ями,  что  сумма 

И1|^етъ  наименьшее  возможное  значен1е.  При  вычислен1яхъ  надо  помнить 
что,  но  вышеприведенному  иХ1ожен1ю  нача^т,  скорости  и  координаты  си- 
стемы остаются  безъ  изм1Ьнен1я,  а  вар1ируются  только  ускорен1я. 
Поэтому  услов1е  д.1я  обращен1я  въ  т!п1шин1  предыдущей  суммы  намъ 
даетъ: 

5  {'  X  —  1Щ  хГ)  ЬхГ  -{-  { Г(  -  т,  уГ)  ЬуГ  -Н  (г^  —  Ш(  2Г)  ЬГ  ]  <  0; 

0,Э,1,гейсуСоОз1е 


446  0БЩ1Я    НАЧАЛА    ДИНАИИКИ.  ГЛ.    XXIX    §    205. 

приченъ  вар1ацш  усжорен1й  будутъ  связаны  нерявенствани; 

У;№  !х,"  +  '^  V  +  1^'  «.,"'1  >  о  :     /  =  1,  2,  3 . . .  *: 

"^и^ЬхГ  +  Д^ву/'  +  а^')  >  0;     ^  =  1.  2,  3..  Ь^: 

Еакъ  это  вытевветъ    иаъ  (3)  и  (4)  §  183,    если  не  булбнъ   упускать  ить 
ииду,  что  ни  координаты,  ни  скорости  не  вар1ирун>тсл. 

306.  Прямой  н  окольный  пути  ■атвр1альной  снетешы.  Лрежде 
ч'Ьыъ  перейти  къ  разснотрЪн1ю  няч&лъ  второй  категор1и  усювимся  въ 
н1^которыхъ  тернинахъ.  Быбереиъ  два  возыожныхъ  (§  169)  ноложен^н 
^0  и  ^1  взятой  натер1альной  систены.  Одно  изъ  вихъ,  напр.  Ао ,  навовенъ 
начальныиъ,  другое,  Л|,— конечнымъ.  Допустикъ,  что  возможно 
такъ  подобрать  скорости  точекъ  системы  въ  положен1н  Ао,  чтобы  она  въ 
своеиъ  дальн^йшенъ  двияЕен1и  подъ  д'Ъйствгенъ  данныхъ  снлъ  прошла 
черезъ  положен1е  ^,.  Совокупность  траэктор1В,  которыа  олисываютъ  раз- 
личные точки  системы  въ  ея  двихен1и  изъ  начальнаго  положен1я  въ 
конечное,  назовемъ  прямым  ъ  н  у  тенъ  систены,  ведущимъ  изъ  ЛоВъА1. 
Лусть  любая  точка  т,  системы  уанимаетъ  въ  Ад  полохен1е  П1ю,  а  въ  Л] 
положение  та;  соединнмъ  т^о  и  шц  какою-либо  кривою  К^,  безконечно 
близкою  къ  траэкторш  точки  т/.  Совокупность  всЪхъ  тякихъ  вривыхъ  2Г| 
мы  назовемъ  окольнынь  путемъ  систены  изъ  Ац  въ  Ах,  если  только 
точки  системы  могутъ  перемещаться  каждая  по  соответственной  кривой 
ЛГ(  безъ  разрушен!»  связей. 


Прим^ръ:  Система  состоитъ  изъ  трехъ  тяжедыхъ  точокъ  т^.т;,  тз, 
соединенныхъ  неизменяемыми  стержнями  (Фиг.  87).  Положимъ,  что  изъ 
положен!»  Ао  въ  А1  система  можетъ  быть  переброшена  поступательвымъ 
двнжен1емъ    по    параболамъ    }»!(,  мц ,   пI2^ »':! ,   п^зо  ^31-    Тогда    совокуп- 
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ность  этнхъ  трехъ  параболъ  будетъ  пряиыиъ  путемъ  системы  изъ  Ао 
въ  Л,.  Проведежъ  кривыя  71^1,  К:.  Кз,  овначенныя  на  чертеж'6  пунк- 
тяронъ,  безконечно  бди»шя  къ  параболамъ,  начи[1ающ1яся  въ  точкахъ  т^- 
'»».  Изо  и  кончающаяся  въ  точкахъ  игл,  мл,  тц-  Совокупность  трехъ 
вривыкъ  Кх,  Кг,  К^  составитъ  путь  окольный,  если  вершины  т1)еуго.1ь- 
аика  можно  будетъ  продвинуть  по  этимъ  кривыыъ  изъ  Ло  въ  Ах  безъ 
схат1я,  разрыва  или  гнут1я  стержней. 

207.  Начало  Ганнльтона.  Полпжимъ,  что  дяннал  натер1альная  си- 
стема не  ни^етъ  вовсе  связей  неинтегрирующихся.  Тогда  (§  175)  вс* 
гвнзи  систены  ны  ножемъ  считать  конечными,  а  потому  всегда  моженъ 
отнести  полоясев1е  системы  къ  везявисиныыъ  координатамъ  д*  {§  198). 
Другиин  словаин,  за  уравнен1я  двнжешя  разснатриваемой  системы  мы 
иожемъ  взять  уравнен1я  Лагранжа  второго  рода  (40)  §  198: 

1  1?;  „  ^  =.  о^ .  (25) 

Кром*  того  донустимъ,  что  силы,  приложеннця  къ  систем*,  им4ютъ 
потеещалъ,  т.  е.  но  (30)  §  197: 


ГД-&  силовая  функц1я  II  можетъ  содержать  явно  время  /. 

При  сд*ланиомъ  услоп1И  уравнен1я  (25)  перепишутся  сл4дующнмъ 
образоиъ: 

л_дт  _  НТ+Ц1  _  „,  ,е 

Воаьмемъ  два  такихъ  возможныхъ  ноложен1я  системы  Ац  п  А\,,  ко- 
торыя  ногутъ  быть  соединены  прямымъ  путемъ  (§  206).  Пусть  переходъ 
систены  по  этому  пути  изъ  А^  въ  41  совершается  въ  течен1и  промежутка 
времени  ^1 — ^^,  гд*  ^д  и  ^)  т*  моменты  времени,  въ  которые  система  за- 
нимала положения  .^10  и  Ах 

Разсмотринъ  интегралъ 

(Т-{-и)^1  (27) 


ж  =  г  ( 


к  1'равникъ  значен1е  этого  интеграла  для  движен1Л  системы  по  пути  пря- 
мому со  значен1ехъ,   которое   принимаетъ    ЛУ  для  двяжеН1я   по  какому 


^с^Соо^1е 
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либо  пути  окольному,  ведущену  изъ  тогохе  начальнаго  положен1я  Л,,  вь 

тоже  конечное  Л],    ирнчемъ  предполагается,   что  переходъ  системы  изъ 

Ао  въ  Л1  по  охольныиъ  путяиъ  ин'бетъ  туже  продолжительность  ^|  —  (а, 
что  и  переходъ  по  пути  прямому.  Тогда  окажется,  что  аначен1е  интеграла 
Ж  Д.1Я  пути  прямого  по  отношенш  къ  значен1ямъ  его  для  путей  окольныхъ 

будетъ  либо  т)п1п1ит'омъ,  либо  тахЕтит'омъ,  либо  т111- — тахшшп'онъ. 

Иначе  говоря,  первая  вар1ац1я  интеграла  (27)  при  зам'^я'Ё  прямого  пути 

окольнымъ  равняется  нулю. 

При  вар1ированш  веобходиио  принять  во  вннмаше  т,1\  вышеуказан- 

ныя  обстоятельства: 

1)  связи  системы  не  должны  быть  нарушены  (§  20В); 

2)  продолжительность  перехода  по  всЬмъ  путпмъ  должна  быть 
одинакова; 

3)  начальное  к  конечное  иоложен1л  системы  должны  быть  одни  и 
тЬхе  для  вс*хъ  путей. 

Целость  связей  будетъ  обезвечена,  связи  не  будутъ  разрушены,  если 
мы  станемъ  вар1ировать  только  независиныя  координаты,  такъ  какъ 
эти  координаты  именно  и  выбраны  такнмъ  образомъ,  что  уравнен1я  связей 
выполняются  тождественно;  напр.,  какъ  бы  мы  ни  изменяли  координаты 
9:  и  ^^  ъъ  пример*  а)  §  197  точка  все  время  ве  покинетъ  эллипсоида 
(19)  §  197;  точно  также  произвольное  изн'Ёнеи!е  шести  координатъ  твердаго 
гЬла  не  нарушитъ  относительна1'о  положен1н  точекъ  этого  т'Ьла,  и  т.  д. 

Ес.1и  примемъ,  что  пред'{1лы  интегра-т  (27)  (о  и  ^1  не  подлежат!. 
вар1ирован1ю,  то  гЬмъ  самымъ  продолжительность  перехода  для  вс11хъ 
движен1Й  будетъ  сд^.1ана  одинаковою. 

Наконецъ  но  3)  координаты  системы  въ  ея  нред*льныхъ  положе- 
Н111хъ  Ац  и  ^1  не  должно  вар1ировать. 

Удерживая  въ  намяти  псе  вышесказанное,  беремъ  вар1ац1Ю  отъ  ^V: 

?ж=г  Г(г-|- ?/),// =  \  ат -{' Ы"-)  ,н  = 


=11, 


(26) 


*[Г""-^  \,^\*Г>'^'Ч, 


Преобразуемъ  первую  сумму;  зам:1^чан,  что,  какъ  известно, 


',«"'-,«**• 


),Соо'^1е 
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"'.  I  '.  «о 

Такимъ  обраэонъ  но  (28)  ин'^мъ: 

^Зд'Ьсь    УНЯ4КИ  о  и  1  показы ваютъ,  что  соотк'Ътственныя   количества 
берутся  для  пред*льныхъ  по.10жен1Й  Аа  и  .4,. 
По  условш  3) 

следовательно  члены  вн'6  :)нака  интеграла  прооадаютъ. 

:3ат'{1ыъ,  движен1е  по  ирлиоиу  пути  совершается  сообразно  съ  урав- 
кен1яни  (26),  стЬд.  нодъннтегральная  функщл  въ  (29)  обращается  въ 
нуль,  а  потону  дл»  прямого  пути  н  находнмъ: 


Доказанное  нами  свойство  интегра.т  и  составллетъ  начало  Га- 
мильтона. Саиъ  интегралъ  IV  обыкновенно  называютъ  Д'('>йств1е11ъ 
но  Гамильтону.  Въ  такомъ  случа'Ь  и  началу  даютъ  такое  вырахвн|е: 
1'анильтоново  д11Йств1е  но  пряному  пути  изъ  даннаго  начальнаго  положен1я 
гистены  въ  данное  конечное  цоложен1е  им:Ьетъ  шш.— Л1ах1тию  по  сран- 
нен1ю  съ  д-ЬЙетвмми  по  нутямъ  окольны«ъ,  ндущимъ  между  т*ми  же 
полонешяии,  если  переходъ  системы  по  всЬкъ  путямъ  совершается  съ 
одинаковою  продолжительностью. 

Введя    виЬсто  силовой  функц1и    Л  потенц1альную   И,   д*йств1го  по 
Гамильтону  можемъ  дать  видъ: 
/, 
Ж=  С  {Т- 11)^1.  (31) 


'о 


зуСоо^1с 
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Мы  доказали  начало  Гаиильтона  при  помощи  уравнеи1Й  движения 
(26^:  наоборотъ.  если  принять  Ганильтоново  начало  аа  несонн^^нную 
истину  или  вывести  это  начало  изъ  какого  либо  другого  принятаго  наын 
положент,  то  уравнен1я  (26)  получились  бы  изъ  разсиатриваемаго  начала 
какъ  сл'Ьдств1е.  На  самоиъ  д'Ьл*,  примемъ,  что  въ  равенств*  (29)  8Ж=0. 
тогда  интептлъ,  стоящ1й  въ  правой  части  этого  равенства  должснъ  быть 
нуленъ,  такъ  какъ  члены  т^  знака  интеграла  нули  но  самому  онред'Ьле' 
Н1Ю  начала.  Но  вар1ац1и  независямыхъ  координатъ  Ь^^  вполн1^  произвольны, 
но<«тоиу  для  обряш,ен]я  въ  нуль  интеграла  необходимо,  чтобы  ко»ффиц1енты 
при  каждой  Бар1ац1и  въ  отд'^льности  были  нулями.  ДМствительно,  пусть 
хотя  одинъ  изъ  коэффиц1ентовъ,  напр.  ири  831  не  нуль;  въ  таконъ  случа'Ь 
полагаемъ  вс*  вар1аши  нулями  крон'Ь  ^^^,  а  ва[лац1и  Ь^^  дяемъ  значе[11е 
от.тнчное  отъ  нуля  и  им'!Ёющее  знакъ  олинаЕОвы&  со  анакомъ  коэффициента 
П1)и  этой  вар1ац1и.  Тогда  окажется,  что  асЬ  элементы  разсматриваеиаго 
интеграла  будутъ  положительны,  и  сл'Ьд.  самъ  интегралъ  нулемъ  быть 
не  можетъ.  Итакъ  изъ  обращен1я  въ  нуль  первой  вар1ац1и  лЪйст81я  по 
Гамильтону  при  вышеупомянутыхъ  услотякъ  вытекаютъ,  какъ  сл'Ёдств1е. 
уравнешя  (26). 

Легко  убедиться  непосредственно  въ  томъ,  что  начало  Гамильтона 
не  прилагается  къ  системанъ,  подчиненнынъ  неинтегрирующимса  диффе- 
ренщальнынъ  свявямъ.  Въ  вид!;  прим'Ёра  станемъ  искать  Ш1П. — так. 
ДЁЙСТВ1Я  по  Гамильтону  для  такой  системы:  материальная  точка  массы  ш 
находится  подъ  дЬйств^емъ  силъ,  нмЬющихъ  силовую  функцш  Г',  и  под- 
чинена связи: 

Лх'  +  ВУ  -^  Сг'  =  О ,  (32> 

гд'Ь  А,  В,  С  функцш  отъ  х,  у,  г,  координатъ  взятой  точки.  По  прави- 
ламъ  для  нахожден1я  отвосительнаго  шш. — так1тит'а  намъ  придется  при- 
равнять нулю  первую  вар)ац1ю  такого  интеграла: 

Ь■\V=Ь  Г  \!^{x^г^у^г^^пу^^^^^(^А^^^Ву^^-Сг^^.(и  =  й,     (33) 

'о 

гд'Ь  )х  н'ЬкоторыЙ  множитель;  вям'Ётимъ,  что  вар1афи  8.г,  Йу,  Ьх  мы  иоженъ 
теперь  считать  мпол^Ь  произвольными. 
Раскрывая  вычвслен1я,  найдемъ: 
(, 

I    \т  {х'  Ьx^  -\-  у'Ьу  +  г'  Ьг')  -Ь  й[/"-|-  \у{х'  ЪА  -\- у' ЬБ  ■{-  х'  ЬС)  + 
-^АЬх'  -\-ВЦ'-^С1г'\  Л  =  0. 


В|д|1|гес1  оу 


Соо'^1с 
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Соберенъ  члены,  знвиснщ1е  отъ  Ьз:': 


\  (шх'  +  М)  Ьх'  Л  =  Г  (ига:'  +  1хЛ)  ^ '^^  = 


Подобнымъ    (Н^рааои'ь   преобразуенъ   члены,   содергащ1е   Ьу'    и    Вл'. 
Тогда  вн'Ьсто  (33),  получинъ: 

{(тх'  +  ;1^)  Ьх  +  (ту'  +  цЛ)  В(/  -|-  (тг'  +  »1С)  Ьг  |  Ц- 


'о 

.гас.     /  ,ал  ,   ,ав  ,    ,ас\        „    _# 
+[а^+''Г  *+"  а7+' *)~""'--^л - 

^_9^'  ,,1  ,дЛ.    ,дВ,    ,ИС\         „     _(!;> 


-'(§«'+|^'+^'')]Н*  = 


Члены  вн^;  знака  интеграла  нули,  если  начальное  и  конечное  ооло- 
Жен1е  Т01КИ  остаю'п;я  неизи'Ьнныни;  обращен|е  же  въ  нуль  нодъинтегра.1ь- 
ноб  функфи   приводить  насъ  къ  такинъ  уравнен1яиъ: 

дц      .Ли         „       I  ,/ал     ав\       , /дС     дЛ\\      „ 
а?-^* -"" -"^'На^-а?)-' Ча^-аг)^-»' 

ар    „*        „    .1  ./ав    ас\      ,/дл    дв\\     „ 

о,о,112еао,Соод1е 
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Полученныя  уравнен!»  совпадугь  съ   уравнешями    движен1я    мате- 
р1пльной  точки: 


если  положиыъ 

и  если,  кром'Ь  того: 


Й|1 


<)г  д^  ')х  дг  ду  Ох 

Подставляя  отсюда  въ  (32),  иабденъ: 

услов1е,  требующее,  чтобы  связь  (3'2)  была  интегрирующеюся. 

Начало  Гамильтона  по  отношению  къ  построенш  системы  Динамики 
можетъ  играть  туже  роль,  съ  соответственными  ограничешянн,  какъ  и 
начало  Да.1амбера.  Принявши  Гаиильтоново  начало  за  основное,  мы  мохемъ 
вывести  изъ  него  уравнетя  любой  несвободной  системы  (безъ  неиытегри- 
рующихся  связей),  а  сл'Ьд.  ио^аучить  выражешя  и  длн  силъ  реакфй. 

Если  предельны!!  полокенЕя  системы  Ао  и  А1  выбраны  произвольно, 
'ГО  можетъ  случиться,  что  ихъ  вовсе  нельзя  соединить  прянымъ  нутенъ; 
но  въ  общенъ  случае  между  данными  двумя  положев1яни  можно  бываетъ 
провести  н'Ьсколько  отличныхъ  другъ  отъ  друга  прямыхъ  путей,  конечно 
такихъ,  чтобы  движен1е  но  нинъ  происходило  въ  теченЕе  одпого  и  тогоже  про- 
межутка времени.  Когда  два  положен1я  Ао  и  ^1  таковы,  что  соединяются 
двумя  или  бол'Ье  безконечно  близкими  прямыми  путями,  то 
эти  положец1я  называются  сопряженными  кинетическими  фо- 
кусами. 

Когда  связи  системы  независятъ  явно  отъ  времени,  то  можно  по- 
казать*), что  Гамильтоново  дМств1е   по  взятому    пряному   пути    будетъ 


*)  См.  Д.  Бобылев  ъ.  О  начааЪ  Гамильтона  пли  Ост  рог  раде  каго  к  о  вачал'Ь 
напменьшаго  Д'Ьаств!!!  Лагравжа,  При],  къ  ЬХ]  т.  Зап.  Ак.  Наукъ. 


^уI,.е^.^V^_100^IС 
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шшшшш'онъ  относительно  лМств1Й  [СО  цутнкъ  окольиымъ  (съ  одинаковою 
продолжительностью  перехода),  если  конечное  положен1е  Ау  удалено  оть 
начальнаго  Ао  не  дал'Ье  близкаЙ1Ш11'о  кинетическаго  фокуса,  соирякенваго 
съ  Ло-  Напр.  для  двнжен1м  одной  матер1ахьной  точки  цо  сфер'1^  безъ 
ириложениыхъ  силъ  дЪйств!е  будетъ  иинимальныкъ,  пока  конечное  поло- 
аен1е  на  нрямомъ  пути  (большонъ  круг*  сферы)  не  дойдетъ  до  точки, 
11аметрально  П])оти11ополошной  положент  нячальиону. 

208.  Нача.10  ваияенываго  Д'кйств1я  Лаграяяса.  Движен{е  системы 
консервативной  (§  195)  безъ  связей  нсннте1рирующихся,  какъ  мы  видели 
(§  199),  геометрически  вполне  опред-Ьдяется  интеграломъ  живой  силы 
(М)  §  199 

Г— Г'=Л  (34) 

и  систеною  совокуиныхъ  уравнен1й  въ  и^заинсииыхъ  коордннатахъ  (64) 
того  же  параграфа: 

/-  ^  -1^-0,  ^-%ъ....ь-  (36, 

гд*  по  (631  §  199: 

р  =.  )'г;(^Г+4|;  (36) 

а  функц|я  а  по  (55)  §  199  такъ  связана  съ  живой  силою: 

I  =  «,'  =  (;. 

Зависииостк  Д1|ижен|я  отъ  времени  находится  при  помощи  квадра- 
ттри  (69)  8  199: 

Составимъ  выражен1е  для  полной  работы  количествъ  дви- 
хен1я  всЬхъ  точекъ  разсматриваеной  системы  на  какоыъ-либо  пути, 
соелиняющенъ  два  взятыхъ  положеп1я  А^  та  Ау.  Такъ  какъ  наоравлеше 
Еа1ичества  дкижеи1я  какой  либо  точки  иассы  т^  совпадаетъ  по  Ш1прав.1ен1ю 
съ  ея  элеиентарныиъ  перен^щешеиъ  (^8:,  то  для  элементарной  работы 
количествъ  движен]я  им'^>еы-ь  сл'!Ьдующее  выряжеи!е: 


если  VI  скорость  точки  »(!.  Полная  же  работа   Ь  на  пути  изъ   положен1я 

^уI,.е.^с^V^^ООЗIс 
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Ао  до  по20жен1я  А^  представится  иытвгралоиъ: 
Л  А, 

^  =  \Vт^V,аз,=   \2Т^,  (38) 

такъ  каЕъ 

Полученный  нани  интегралъ  ^  носить  назваше  действия  до 
Лагранжу.  Сравнииъ  Лагранжево  дФйств1е  по  пряноку  пути,  ведущему 
изъ  Аа  въ  Ах,  съ  Д']^йств1вмъ  по  какому-либо  окольному  между  тЬнн  же 
положен1яыи,  предположивши,  тго  движен1е  окольное  происходить  при 
той  же  начальной  энерг1и  /1,  какъ  и  движете  прямое;  тогда  окажется, 
что  д^1Йств1е  по  пряному  пути  по  отиошен1ю  нъ  д'Ьйств1ямъ  по  путянъ 
оЕОльнымъ  будеть  либо  т1П1тит'оиъ,  либо  тах1П1ат'онъ,  либо  шах.- 
пипшит'оиъ.  Иначе  говоря,  первая  вар1аЦ1Я  интеграла  (38)  для  пути 
прямого  равняется  нулю. 

При  вар1ирован1Я  необходимо  помиить,  что 

1)  связи  системы  не  должны  быть  нарушены; 

2)  двнжен1я  прямое  и  окольныя  должны  происходить  съ  одною  и  тою 
же  начальною  энерпей; 

3)  пред-Бльния  положен1я  Ао  п  Аг  для  всЁхъ  путей  одн1^  и  т^е. 
Предварительно  преобрагуемъ  н1ёсколт>ко  интегралъ  (38),  ван^нивъ 

въ  немъ  перейденную  интеграции  {  переменною  д^  при  помощи  (37): 


г/ 


7Г+-Д '*''.. 


или  по  (34)  и  (36): 


'/II 

-1 


Р^Г?,,  (39> 


гдЪ  дю  и  ^11   представляютъ  собою  тЬ  звачешя,   которыя   прииикаетъ 
координата  ^1  для  положешй  ^о  и  Лу- 

УСЛ0В1Я  вар1ирован1я  1)  и  3^  т*же,  что  и  для  начала  Гамильтона; 
мы  удов.1етворииъ  имъ,  вар1ируя  лишь  независимый  координаты  н 
оставляя  неизм'Ённымн  координаты  предЪльиыхъ  положен1Й  Ао  и  Аи 
Наконецъ  по  2)  услов1ю  постоянная  А,  входящая  въ  составъ  Р,  вар1иро- 
ван1Ю  не  подлежитъ. 


^уI,.е^с^V.^100^IС 


гл.    XXIX    §    203.  0ВЩ1Я    НАЧАЛА    ДИНАМИКИ. 

Итакъ 

'Л.  »..  '~''  ■'"* 

Но  по  (51)  §  199: 

?«  'Ы  'Л. 

("ер,,  ,       (  дР.  Ли  ,        Г'1Р  ''8<я  , 


(40) 


^8 


юлучаехъ: 

1=9  1='»  ^1=9 


Подставляя  въ  (40),  получаехъ: 

(41) 
3  =  2  ^  =  2  <л/  =  ^ 

Значки  О  и  1  показываютъ,  что  соотв1Ьтственныя  количества  относятся 
К'Ь  ноложешянъ  Л^  и  Лх. 

По  услошю  3)  варжрован^я  чл^ны  вн^  знака  интеграла  пропадаютъ. 
Движен1е  прямое  происходить  сообразно  съ  уравне1]1яхи  (35),  сл-^д. 
тогда  я  интегралъ  правоб  части  равенства  (41)  становится  нулемъ.  Такимъ 
обрааоыъ  для  пряного  пути  оказывается,  что 

и  =  0. 

Доказанное  наии  свойство  интеграла  X  и  составляетъ  начало 
наииеньшаго  д^йств1я  Лагранха:  Лагранжево  д^йстд1е  по 
пряиону  пути  между  данными  двумя  положен1яхи  консервативной  системы 
(безъ  неинтегрирующихся  связей)  НI(^Ьетъ  шш.-п1ах1тпт  по  отнод[ен1ю 
къ  д'Ьйств1янъ  но  путямъ  окольнымъ  между  т1)ми  же  положен1нми,  если 
движен1я  пряное  и  окольвыя  происходятъ  съ  одною  и  тою  же  начальною 
энерпей. 

Начало  Лагранжа  мы  вывели  изъ  уравнен!!  (35);  наоборотъ,  принявши 
это  начало  довазаннынъ,  мы  можемъ  совершенно  Тйкъ,  какъ  для  начала 
Гамильтона,  получить  изъ  него,  какъ  слЪдствк,  уравнен1Я  (35)  и  конечно, 
интегралъ  живой  силы,  пш:луживш1Й  намъ  для  преобразован1я  (38)  въ 
||ю)Н1у  (39),  такъ  какъ  данная  система  по  услов1ю  консервативна.  Подобно 
предыдущимъ  началамъ,  и  начало    Лагранжево  иожетъ  быть  положено 


.^.^^.^100^Iс 
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въ  основание  Динамики  системъ  консервативныхъ  безъ  неинтегрирующяхся 
связей. 

Можно  показать*),  что  Лагрянхево  д^&ств1е  по  взятоиу  нряжону 
пути  будетъ  т1п!тит'онъ  отяосительяо  д^йств1Й  окольныхъ  съ  одинаковое) 
начальною  энерг1ей,  ести  конечное  положен1е  А1  удалено  отъ  начальнаго 
Ао  не  дал'1^е  Ллижайшаго  кинвтическаго  фокуса,  сопряженнаго  съ  Ао. 

209.  Начало  Гельигольтца.  Гельнгольтцъ*"')  распространилъ  на- 
чало наименьшяго  д^йств1я  Лагранжа  на  неконсервативвня  систены  (безъ 
связей  неинтегрирующихся)  при  томъ  условш,  что  нриложенныя  силы  не 
зависятъ  отъ  скоростей,  а  И1г6ютъ  потенщалъ,  содержащ1Й  явно  врекя. 

Улсе  при  вывод{1  выракен1Й  для  реакцШ  свяяей  (§  164)  ны  упоми- 
нали о  1'онъ,  что  уравнены  кинематическихъ  связей,  вообще  говоря, 
должны  заключать  въ  себЪ  лишь  координаты  связанвыхъ  другъ  съ  другомъ 
массъ,  такъ  какъ  по  третьему  закону  Ньютона  нсточникомъ  всякой  силы, 
а  сл'Ьд.  и  [>еакц1и  связи,  ножетъ  служить  лишь  насса.  Если  въ  уравнен1Я 
связей  входитъ  явно  время,  значитъ,  координаты  н'1§ЕОторыхъ  массъ  мы 
лрвнимаеыъ  за  известный  функщи  времени,  другими  словами,  движен1е 
йтихъ  массъ  считаемъ  заданнынъ  или  изв^стнымъ.  Иодобпынъ  образомъ 
силовая  или  потенп,1альная  функц1я  ножетъ  зависить  лишь  отъ  коорди- 
натъ  д'1'>йствующихъ  дру|'ъ  на  друга  иассъ;  сюда  можетъ  входить  явно 
время,  если  движен1е  н'бкоторыхъ  массъ  приненъ  за  данное  задачи. 

Устовинся  называть,  какъ  въ  §  184,  леконсервативную  натер1альную 
систему  незамкнутою;  массы,  входящ1Я  въ  составъ  ея,  внутрен- 
ними; массы,  связанный  съ  внутренними  или  дМствуюш1я  на  вихг,  но 
непринатыя  въ  составъ  системы,  —  нн'Ъшвиии.  Систему,  состоящую 
изъ  внутренннхъ  и  вн'Ьшнихъ  массъ,  иаяовемъ  замкнутою;  она  обяза- 
тельно будетъ  консервативною.  При  такой  термиволопи  сказанное  выше 
формулируется  сл*дующимъ  образомъ:  время  явно  входить  въ  уравнен!я 
связей  или  си.10вую  функщю  незамкнутой  системы  потому,  что  движете 
вн'Т|шпихъ  массъ  задано. 

Отнесенъ  ту  замкнутую  систему,  часть  которой  составляетъ  данная 
пеконсервативная,  къ  Л"  независимынъ  коордвнатанъ  ^^.  У[>авнеН1я  дви- 
жен1я  ея  будутъ  но  (26(: 

^^Т_ет^»Г.    ;„1,2,...Л-.  (42) 

ЯГ  01Ц  О'ц  01Ц 


*)  Си,  прим-Ёчав1е  къ  §  207;  въ  отд-Ьл-Ь  „Ивтегрнровав^е  ураввев1Й  динамнви" 
ны  еще  вервенсл  къ  этому  вопросу. 

•*)  „2аг  ОезсЫсЫе  Дез  Рппс1рз  Лег  к1е1пя»еп  АсНоп"  АЬЬ.  Вй.  Ш  24»— 9в2. 


^уI,.е.^.^V._-.ОО^IС 
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Пусть  движенЕя  части  нассъ,  входящих-ь  въ  составъ  системы,  ны 
считаенъ  дяннымъ.  Тогда  и^которнл  изъ  координатъ  ^^,  положинъ  для 
г  =  п-\-1  ,  «4-2,... У,  числоиъ  N — п  етанутъ  изв^стныни  функцкни 
времени.  Так1я  координаты  будемъ  впредь  означать  ^^.  Цонатдо  само 
собою,  что  фуик111и  времени,  подставляеныя  вм'Ъсто  ^^,  должны  быть 
частными  интегралами  уравпея!й  (42).  Система,  опред'Ьлаемая  воордина 
тами  '/I  для  1:^1,2,.,. п,  станетъ  незамкнутою:  пусть  она  будетъ  данная 
иековсериатявяал  снстена;  ея  живую  силу  и  силовую  фунЕЦ1Ю  означимъ 
соотв'Ьтственно  7*1  и  Л^.  Очевидно,  между  живыми  силами  и  силовыми 
ФунЕЦ1лнн  замкнутой  и  незамкнутой  системъ  им^^ютъ  м^сто  таыя  зави- 
симости: 

7=2-1  +  «РО;     I'  =  ^'1  +  '('{'*;  (43) 

гд-Ь  <р  и  'I'  функц1и  только  времени.  Время,  вообще  говоря,  войдетъ  яв- 
нынъ  образоыъ  въ  Тх  и  въ  Г/].  Когда  въ  уравнен1я  (42)  вм-Ьето  <д  вста- 
»инъ  соотв1тственныя  функц1и  времени,  то  нервыя  п  этихъ  уравнений 
прянуть  видъ: 


^  а2\  _  ЙГ|   ^  1)111  . 
(^(  д'ц'         дд1  д1ц 


=  1,  2,...й,  (44) 


Оста.тьныя  уравнен1я  (42),  числомъ  N — п,  или  обращаются  въ  тож- 
дества, И.1И  являются  сл*детв1емъ  вишенриведенныхъ,  если  {,  служатъ 
независимыми  координатами  для  неконсерватввной  системы. 

Окольные  пути,  о  которыхъ  идетъ  ^^чъ  въ  началахъ  Гамильтона  и 
Лагранжа,  нодчинены  лишь  тому  условию,  чтобы  совокупность  траэктор1Й, 
входяп;ихъ  въ  ихъ  составъ,  допускала  переходъ  системы  по  нинъ  безъ 
разрыва  связей.  Поэтому  въ  арим4яеи1яхъ  началъ  ничто  не  нЪшаетъ  намъ 
принять,  что  н'Ькоторыя  и»ъ  окольныхъ  траэкторШ  совпадаютъ  съ  траэк- 
тор1яии  прямого  пути. 

Воспользовавшись  этимъ  зан^чац1енъ,  прнлоаинъ  начало  Лагранжа 
къ  замкнутой  снстем'1^,  заключающей  въ  себ^  разсматринаемую  неконсер- 
вативную. Допус'тикъ,  что  движения  вн'Ьшнихъ  нассъ  не  вар1ируются, 
сл4д.  траэкторж  ихъ  совпадаютъ  съ  соответственными  тра»ктор1яни  1гути 
пряного.  Тогда  вар1вц1и  N^п  координатъ  (ц  равны  нулю: 

8-п  =  0,  (45) 

во  все  время  движен1я  отъ  начяльиаго    положешя  системы  А^  до  конеч- 
ная Ах. 

Усломе  неизм'Ённости  начальной  энерпв  будетъ  теперь  по  (.43): 

Ц  =  8Г  _  8р-  =  ВГ1  —  8Г,  =  О ,  (46) 

^уI,.е^.^С0О31с 
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такъ  вакъ  врехя,  лвно  входящее,  не  должно  вар1ироваться, 
если  движен1е  вн'Ёшвихъ  нассь  оставляется  т^кенъ,  какииъ  оно  было 
въ  пряионъ  движен1и.  Между  тЬыъ  скорости  внутреннихъ  ыассъ,  а  сл^д. 
н  дифферевщалъ  <&,  могутъ  вар1ироваться*),  если  того  требуетъ 
услов1е  (46).' 

Такинъ  путенъ  ны  и  првходвнъ  къ  фориулировк^  начала,  данной 
Гельнгольтн,онъ  для  неконсервативной  незамкнутой  систены,  и  сл11д.  на- 
чало Гельнгольтца  для  систены  незамкнутой  является  непосредственнынъ 
сл-11дств1е]гь  н&ч&ла  Лагранжа,  прнложеннаго  вышеукаэанныиъ  способонъ 
къ  систем*  замкнутой. 

Саныя  вычислен1япри  вывод*  начала  Гельмгольтца  можно  произвести 
сл'Ёдующииъ  образомъ.  За  независимую  переменную  интегращи  выберемъ 
некоторое  количество  О,  отличное  отъ  времени,  и  пусть  О  принимаетъ 
постоянный  значешя  %  я  6,  для  конечныхъ  положенШ  системы  Ла  и  Л1. 
Жавая  сила  Т  однородная  фунвщя  скоростей  внутреннихъ  иассъ  д/ 
(г  =  1,  2,..,и)  и  скоростей  массъ  вн4шнихъ  д1(к  =  п-\-1 ,  п-\-2,...И). 
Интегралъ,  выражающ1Й  д*Йств1е  по  Лагранжу  (38)  и  под.1ежащ1б  вар1и- 
роваН1Ю,  иожетъ  быть  написанъ  такъ: 


^-^^■|л, 


И  вар1ац1я  е1ч>  будетъ  ин'бть  видъ: 


Пусть 


г        *  .    с,  _  *П  . 


ГД'Ь  &  однородная  функц|я  второй  степени  отъ  2(  и  Е^.  Изъ  написаннаго 
равенства  вытекаетъ 


•)  См.  Не1тЬо11г,  АЬН,  В(1.  III,  256-7. 

о,о,112еао,Соод1с 
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Ивъ  того  же  вырахен1я  (48)  ин^^енъ: 


=  /!• 


2У0Г  И]^Т 


(60) 
(51) 


(63) 


такъ  какъ  по  (45)  8()^  =  0,  а  сл4д.  и 


Подставляя  изъ  (51)  и  (52)  въ  (47),  найдемъ 

\    *       * 

Но  изъ  (60): 

'■         _  в,  6, 

*о  "о  "о 

такъ  какъ  по  неизнЪяности  положен1В  Аа  и  Аг  члены   вн'Ь    знака  и 
грала  обращаются  въ  нуль.  Отсюда  по  (49)  получаемъ 

Дал^№  на  основан1и  (50)  и  (49): 


),Соо'^1е 
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Сунна  остальныхъ    интеграловъ   ъъ   правой    части    выражен1Я    (53  г 
даетъ  по  (50); 

6,  в,         _  в, 

•о  *о  *о 

что  ПО  уелов1ю  вар1ац1и  (46)  равняется 


Подставляя  найденныя  выражешя  въ  (63),  изсЬенъ: 


й/о 


Отсюда  посл'Ь  зян'Ьцы  ^^  данными  функ1цяин  врененн  или  убФж- 
даенся,  что  ЬЬ  =  0  въ  силу  уравнешй  (44),  или  наъ  обраш,еа1я  въ  нуль 
вар1ац1и  8/,  выводинъ  сани  ураввев1Я  (44),  тавъ  кякъ  восл-Ё  указавной 
аан4ны  производныя  отъ  П  и  Т  перейдутъ  въ  проиаводныя  отъ  Ь\  и  Тг 
по  (43). 

210.  11рннЪ||ев1е  начьлъ.  Разснотр'Кввыя  вани  вачала  врих'^няются 
главнынъ  обраэомъ  для  волучепи  уравяев1й  движенца  (въ  частвомъ 
случае,  равнов^к1я)  произвольныхъ  весвободвыхъ  натерйальвыхъ  свстенъ. 

Въ  вид'Ь  врин'Ъра  выведекъ  сь  воиощью  вачалъ  Даламбера  и  Гамиль- 
тона уравнен1е  движен1л  для  твердаго  Нла,  врац(ающагося  вокругъ  ве- 
подвижной  прямой. 

Приненъ  веподвиасную  врямую  за  02  осей  веводвижвыхъ  и  за  А2 
осей  подвижныхъ,  неизн'бвно  съ  т^онъ  связаввыхъ  (§  57);  тогда,  если 
вазовеиъ  О  уголъ  между  АЗ  и  ОХ,  то  абсолютвыя  и  относвтельвыя  ко- 
ординаты какой  либо  точки  т,  твердаго  тЬла  такъ  будутъ  связаны  другъ 
съ  другоиъ; 

x^  =  ^1 С08  Ь  —  Г|)  51»  Й ; 

у^  =  ^|8^пЬ'\-т^^со8Н^,  (54) 

воложев1е  твердаго  тЬла  вволн*  онред4ляется  углонъ  С 

^уI,.е.^.^С0ОЗIе 
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Возиожныя   скорости  системы  даются  форнулами  Эйлера  (5)  §  64, 
приченъ  въ  нашехъ  случа'Ь 

р^д  =  0;  х^  =  у^  =  0;  Д  =  е'; 
111'Ёдовательно 

^г/  =  —  у^  Ь';     у/  =  x^  О';     г/  =  0.  (55) 

Отсюда  воакожныя  перен'б1цен1я  будутъ: 

Ь;  =  —  у,  34  ;     8»,(  =  Х1ЬЬ\    Ьг^  =  0.  (56) 

Возьненъ  сперва  начало  Даламбера  (9^: 

^\{X^  —  т^X^")Ьx^  +  (У^—т^у^')гу^-\'(г^  —  т^г^")^2^]=й. 

Для  разснатриваемаго  случая  возхожныя  вар1ЯЦ1н  соападаютъ  съ  воз- 
ножными  переи'{111|;е1)1Я1|и,  сл^д.  по  (56) 


^КГсх,- 


Х(уО  —  тЛх{у{'~  У!^") )  .  8в  =  О, 


2^1И, (х^ у>"—  у^ X^')  =  '-  Уж, (х^ у^'  —  у^ лг,')  =  У( У1 Х1  —  Х уО-  (57) 

Скорости  точекъ  твердаго  тЬла  даны  (55),  сл'Ьд. 

7    пи^цу/  —  у-1Х1')  ^  Ь'  у  пи  (Х1^  -\-  у?)  =  Н', 

1'д1;  I — нокеытъ    инерцш  твердаго  т4да  вокругъ  <к'и  вращетя  — не  зави- 
'■игъ  отъ  времени. 

Такинъ  образомъ  и»ъ  (57)  находинъ  искомое  уравнен1е  движен1я: 

Н"  =  Ь,  (58) 

или  Ь  означать  главный  моментъ    прнложеннмхъ    силъ  вокругъ  непо- 
движной оси  вращетя. 

Пусть  силы  имЬютъ  силовую  функц1ю  V,  хотя  бы  содержащую  явно 
вреия;  тогда 

А/;  '     '  '         дx^ 


1уСооз1е 
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Съ  другой  стороны  ивъ  (54)  вытекаетъ: 

^Х1 


Е(  сов  й 


Поэтову 


Ть   -   »■ 


Тогда  ур&внен1е  (58)  прининаетъ  вндъ: 


(59^ 


Если  пожелаеиъ  въ  настоящемъ  случа^Ё  восаользоваться  нача.10мъ 
Гамильтона,  то  предварительно  по  (55)  вычисляенъ  живую  силу  твердаго 
т1ла: 

Т  -  -^^  ».(«."  +  №"  +  «.")  =^  «"^«(а'  +  »Д  =  \  Н". 
I  г    . 

Зат1^мъ  беренъ  изв^стнынъ  уже  наиъ  образоиъ  вар1ащю  интегра.1а: 

'.  ^1  '. 

8  Г(Г-ЬЬ')Л=8  Г/11й'2  +  С/Лг(=  Г  Ав'Ве'+^!йи  = 
*«  Ч  'о 

-  I '«■»'  + 1  ("ж -'»")»«'"■ 

'о  Ч 

Члены  вн*  знака  интеграла  нули  по  услов1Ю  вар1Ирован1я,  а  обра- 
щеи1е  въ  нуль  подъинтегральной  функц1и  приводить  снова  къ  уравне- 
н1ю  (59). 


1уСооз1с 


Статика. 


ГЛАВА    XXX. 


РавновЪс1е.   Начало  вознотныхъ  лерекЬщенМ.  Устойчивость 
равнов-Ьс^я. 

311.  Положен1е  равноа'Ье1я.  Уелов1я  о  енлахъ  ■  евязяхъ  свстеяъ» 
вогущихъ  бить  въ  равнов'Ьс1н.  Статикою  называек^я  тотъ  откклъ 
Динамики,  который  разснатриваетъ  услов1я  равнов^с1я  Н8тер>альныхъ 
снстеиъ.  Иодъ  положен1е]1ъ  равнов1Ьс1я  данно!^  натер1альной  си- 
стехы,  находящейся  подъ  д'Ьйств1енъ  данныхъ  силъ,  ны  разумЬенъ  такое 
положение  системы,  въ  Еотороиъ  она  иохетъ  неопред'!Блеяяое  вреня 
оставаться  въ  покоЬ. 

Разбереыъ,  какого  характера  должны  быть  связи  системы,  а  также 
и  силы,  приложенныя  къ  ней,  для  того,  чтобы  система  могла  им'1&ть  но- 
Л0ЖЁН1Я  равнов'Ьс1я.  Примемъ,  что  система  состонтъ  изъ  п  матер1альныхъ 
точекъ  и  отнесена  къ  декартовыиъ  координатамъ.  Тогда  положен]е  какой 
либо  точки  массы  пц  определится  координатами  а;; ,  у; ,  г* ,  (»  =  1 ,  2,  3  , . . .  я). 

Прежде  всего  аам'Ътнмъ,  что  д.1я  возможности  равнов^сЕя  силы,  во- 
обще говоря,  не  должны  заввсить  явно  отъ  времени,  такъ  касъ  въ 
нротивнохъ  случа-Ь  услов1я  равнов{|с1я,  найденаыя  для  одного  момента 
времени,  не  будутъ  годиться  для  другого  момента,  и  сл4д.  система  не 
останется  въ  нокоб  неопределенное  время.  Если  ироэкч1И  равнодействую- 
щей силъ,  приложенныхъ  къ  точке  Ш!,  означинъ  черезъ  XI,  У|,  ^|,  то, 

X.   1\,  г^=^опс^(x^,у^,г^,  х/,у/,г;)\   >  =  ],2,..я.  (1) 

Пусть  система  подчинена  к  связямъ  конечнымъ  типа  (1)  §  169: 

^^{x^,у^,  ^,.0  =  0;     г=1,2,..А-;  (2) 

и  4]  свяаянъ  ди|||||1ерен1];1а.1ьныхъ  типа  (19)  §  174: 

'Ъ-  =2м,>,г/-ЬВ/,у/+Слг/Л--г>/  =  0:    з  =  \,  2,,..*,,  (3) 

(  =  1 

^уI,.е.^с^V^^ООЗIс 
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Конечная   связь  (2)  по  (10)  ^172  налагаетъ   на    скорости  точекъ 
системы  условЕе: 


.1(1-'+|"'+^''М=« 


1  =  1 

Если  система  ножетъ  быть  въ  длительноиъ  ооко'!Ё,  то  написанное 
уравнете  должно  удовлетворяться  при  ^•('^^('  =  ^/  =  0  для  любого  мо- 
мента времени  {,  сл'ёд.  при  всяконъ  (  мы  должны  им'Ёть 

^  =  0. 

Иначе,  время  не  должно  входить  явно  въ  ураиненЕн  (2>,  т.  е.  вы'Ьсто 
(2)  им*емъ; 

/1К    >/1,  x^)='<^,  1=1,2,..Ь  (0) 

Подобныиъ  обрааомъ  коэффифенты  Л,  В,  С  въ  уравненЫхъ  (3)  ве 
должны  содержать  /,  такъ  какъ  тогда  услов1я  равнов'ЁсЕя,  вообще  говоря, 
будутъ  явно  зависить  отъ  времени;  крои'Ь  то1'о,  коэффи1иентъ  2>у  долженъ 
быть  нулемъ: 

/)у  =  О  ;  ^Г,^ 

нъ  протнвноыъ  случа'Ь  покой  не  служитъ  однимъ  изъ  во}1иожныхъ  кнне- 
матическнхъ  состояшй  системы..  Въ  силу  сказаннаго,  уравнен1я  (3)  на- 
м'Ёняются  такими: 


(■■=1 

Возможны»  варкцш  рассматриваемой  систекы  совпадаютъ  съ  во:1- 
иожными  иерем'11щен1ями  (!^  180);  к-^-кх  ус.10В1Й  для  возможныхъ  перем'Ь- 
щен1Й  Ьт>,  ^г/1,  Йг,  будуть  по  (6)  и  (7)  §  179  или  но  {13)— (16)  §  180: 


0,0,1|2е.Лг;СпОО1^|| 
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Если  какая  нибудь  связь,  напр,  (г  или  <ру,  неудеркивающаи,  то  по 
(26)  §  180  предыдущее  услов1в  для  возкожныхъ  перем'Ьщен]^  ван'Ьнитсн 
«-л'Ёдующииъ: 

8/1  >  0;     3(р_,  ^0.  (9) 

'ХМ.  Травиеи1я  равнов'ЬсЫ.  Уравнен1я  двнжен1я  |)яш'иатриш1еной 
месвободной  системы  1Г0  (8)  §  184  напишутся   гакъ: 

<«,у/'==Г,-1-Л,  =  П:  (10) 

м,  е/'  =  2;  -|-  Ни  =  1^ ; 
гд'Ь  для  связей  идеа;1ьимхъ  по  (14)  -^  1Н4: 

*  А, 

/  - 1  ;  =  1 

Если  какая-нибудь  саязь,  напр.  /]  или  |^у,  11еуло|)жиы1юищи,  го  «пю- 
житель  •'Я  (;^  185)  не  можетъ  быть  меньше  нуля: 

>,  >  (I;     \^^  >^  0.  (1.2) 

Уиножин'ь  выражен1я(11)  соотв'Бтствевнп  на  Ь.п,  Ъуг,  ?^<  и  сшжимъ: 

п  к  к, 

Когда  ВС*  (вяан  удерживающая,  по  (8)  отсюда  яаходимъ 

^  (Лигх;-Ьй<,8у;-1-Й..гг,)  =  0,  (141 

(  =  1 

т.    е    работа  силъ  реакщй    на   любомъ   воаножнонъ  перен'}1П1е'Н1н   равна 

^уI,.е.^с^V^^ООЗIе 
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нулю,  что  воолн'Ь  соотв^Ьтствуетъ  тому  основнону  ус.тов1ю,    которое  было 
нями  сделано  въ  §  184. 

Но,  ест  нЪкоторыя  или  ксЬ  связи  неудержи вающ1я,  то,  идтвнкая 
во  ввиман1е  неравенства  С9),  я  также  и  (12),  ви'Ьсто  (14)  нахпд,имъ: 

^  (11,.М  ~\-  1и,^у^-^  I{,Л^^^  >  I).  (15) 

Однако  надо  яанФ/гить,  что  написанное  нами  выражен1е  не  нредстав- 
ляегъ  уже  бол1'>е  раГ)оты  1'и.1ъ  реав1;|й  на  взятомъ  возможнонъ  11ерен'1^[цен1И. 
Д1^йетните.чьно.  какъ  нетрудно  вид'^ть,  работа  реакц|й  и  неудерживающе^г 
['внни  на  вавомъ  угодно  возножномъ  нерен'1Ёщен1и,  согласно  съ  услов1ек1. 
объ  идеальныхъ  связяхъ,  всегда  нуль.  Когда  возножныя  перен'Ьщен!» 
оста1).тяют1>  гистеку  на  связи,  тогда  силы  реакши,  вообп^е  говоря,  от^Iичн^) 
от'ь  ну.1Я  (1|>0,  ц^^О),  но  яа  го  переи'1;щен1я  ихъ  точекъ  прнложрн1я 
нодчинрны  ус.10Н1я)1ъ  (8|: 

Й/;  =  О :     Ц^  =«  О  . 

Когда  же  взятое  нерен'Ьщен1Р  сводить  систему  со  свянн: 

3/;  >  О  :     г<р_,  >  О  : 

тогда  еоотв*тственныя  силы  реакши  обращаются  иъ  нуль: 

),  =  ();  ^1,  =  0. 

Такинъ  образомъ  на  равенство  (15)  надо  смотр1;ть,  какъ  на  условие, 
характеризующее  соотношение  между  направлен1яки  возножныхъ  не- 
)>ен^Ьщен^й  точекъ  системы  и  соотв'Ьтствеяных'ь  силъ  реакщй,  но  отнюд). 
ие.1ьзя  принимать,  что  л'Ьвая  часть  (15)  даегь  намъ  величину  работы 
реикщй. 

Сд'Ьлаемъ  зд'Ьсь  еще  одно  существенное  »ан'Ьчан1е.  1'азсмотрнмъ  ^^ 
д'1>йствите.1ьныя,  а  не  воображаеныя  11е]}ем41щен|я,  которыя  совершать 
точки  системы  съ  не  удерживающею  свя.1ью:  /}>0,из'ь  состоянЫ  покои. 
Кс1и  система  бы.1а  иъ  поко^;,  то  иа[гравлен1е  перем11щетя  какой  .шбо 
точки  ея  1щ  сониядаетъ  съ  нанравлен!енъ  ускорешя  г  (л;/',  у/',  г/')  той  же 
точки  въ  ра^сыатрикаеммп  момеитъ.  Ограничен1е,  на-иагнемое  связью 
/(>0  на  ускорения  т(1чекь,  иъ  спча*  покоя  системы  по  (-?)  §  183  будеп. 

о,о,112еао,Со0^1с 


гл.  ххк  §  212.  рдинов^ггЕ.  467 

такъ  какЕ.  1гри  ус.10в1н  (4|  вырааЕен1е  В^(1  по  (16)  §  173  лрелставляетон 
однородною  функщею  нторой  гтепенн  отъ  ско1»остей,  а  потому  д.м  сн- 
4'тены  нокоющебся  В5/(  =  0. 

Въ  11ыражен1и  (1<0  надо  №ШТ1.  знакъ  нераиенспва  только  йъ  тонт. 
случа!;,  когда  ускорешя,  по.1у'теныя  точками  системы  оть  приложенвыхъ 
€И.1Ъ  н  рвакщй  вС';Ёхъ  остальныхъ  сняаей,  крон^  /?,  уже  удовлетнораютъ 
услов1ю  (16),  какъ  это  мы  видкти  въ  §  185.  Отсюда  вытекаетъ,  что,  если 
действительное  неремКн^оше  нзъ  покоя  ?.ч,-(8л^;,  Ьу^.  Зг^^  удов.1етворяетъ 
неравенству 

З/*!  >  О, 

то  нножител).  связи  А,  равняется  ну.1ю  уже  и  для  напя.и.иаго  ноложе- 
Н1Я  гистемы.  Другими  г.тнами,  на  д1'.йствительноиъ  лерсх-^щенж  ияъ 
покоя  множите.1ь  1|  не  можетъ  инм'княты.'Л  скачкомъ,  какъ  это  возможно 
для  любо!^)  воображаема  14)  вонножяаго  аереи^&ш,ен1я, 

Все  сказанное  нами  остается  бтъ  и-чм'Ннен1я,  если  неудв|)жипаю1ннн 
связь  будетъ  дифференща-тьная,  напр.  <р_,-. 

Уравнен1Я  лвнжен1я  (10)  непосредственно  даютъ  так1Я  услов1Я  рявно- 
в'Ьс1н  системы: 

=,  =  0;     Г;  =  0;     2(  =  0.  (17) 

Д'Ьйстните.1ьно,  ес.ш  система  пъ  раиснатриваемоиъ  1ш.10жен1н  иожетъ 
неои{)ед'к1енное  время  оставаться  въ  покоЪ,  то  скорости  ея  точекъ  не 
должны  иим'Ннятьси,  т.  е  ни  одна  изъ  точекъ  не  должна  ии1^ть  ускорения, 
что  и  выражаюгъ  равенства  (17). 

Нет[)удно  вид'1^ть,  что  уравнен1я  (17),  необходимыя  для  равыон'6с1я 
системы,  будутъ  вмЬстЬ  съ  т^иъ  и  достаточны,  если  сой.1юдены  услов1я 
о  силахъ  и  свяэяхъ,  сд^ланныя  нами  иь  1)  211.  На  саномъ  дк^-Ь,  когда 
силы  Х(.  Г(,  2(,  нриложенныя  къ  точкамъ  системы,  не  .адвисятъ  явно 
отъ  времени,  и  когда  <'кя.<)и  системы  выражаются  равенствами  вида  (5^  и 
(7),  то  но  (24)  §  1.%  и  реакщи  Н11,  Н^^,  Д,  (или,  что  тоже,  мно- 
жители свявей  Л(,  )1>)  не  будутъ  явно  содержать  иреиеин.  Следовательно, 
-время  не  воЁдетъ  явно  и  въ  Н|,  1\,  '^^\  а  потому,  если  условия  (17)  вынол- 
ннются  для  одного  какого-либо  момента,  то  они  будутъ  выполнены  и 
всегда,  т.  е.  мгновенный  покой  системы  въ  ра.Ч1-иатриваемоиъ  ноложеши 
влечетъ  за  собою  и  покой  длительный. 

Къ  уравнен1яиъ  (17)  можно  бы.ю  бы  нридти  и  другимъ  бо-^-Ёе  длин- 
иымь  нутемъ.  Л  именно,  стпнень  искать  услоВ1я.  при  которыхъ  живан 
си.1а  системы  иожетъ  оставаться  неонред'Ьленное  время  равною  нулю. 
,|,Л'|  лтого  необходимо,  чтобы  одновременно  съ  живою  силою  обращались 
въ  нуль  и  ккЛ:  прон:«подныя  отъ  живой  силы  но  времени. 


.^с^С0ОзIе 
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Мы  остановимся  Н'Ьскилько  на  указаннокъ  пр)е)г1&,  чтобы  по  повод\' 
его  сд'Ёлать  одно  зан1Ьчан1е. 

Ояначимъ  живую  силу  системы  чсрезъ  Т,  тогда 

1  =  1 

С(>стин.1яеиъ  ны])ажеиш  для  первой  и  кторой  лрои»водныхъ  до  «{ю- 
мени  оть  Т: 

'<и  "" У '"''■^'■'■*'''''+^''У'''+^'''^'''^=' У  ^"'^''"^ '*'■'''' '^'^''^''^    '^*^^ 

=  У^(3.=   +    1".^   +    2,1)  +  Хни^х^'хГ  \-^/,'!/,^''\-г^'I!^^.  (ПЬ 

Равенство  ( 1 8)  нниъ  ничего  не  д а е т ъ,  потому  что  П1)авйя  часть  его 
обращается  въ  нуль  сама  собою  при  э;/  ^  у/  =  г^'  =  0.  Да  и  д-Ьйствительн» 
живая  сила  Т  величина  существенно  положительная,  поэтоиу  нуль  слу- 
жить для  нея  нининумомъ.  Было  бы  вполн'М  ошибочно,  если  бы  мы  взду- 
мали оперировать  съ  (1В)  таЕииъ  обраяомъ.  Умножимъ  лЁпую  и  правук> 
часть  |18)  на  ^1:  тогда,  полагал 

Х!  8^  ^  Ъх1 :     ;/('  8/  -^  8у( ;     г/  Ь1  ^  Вг( ; 
найденъ: 

0=^8/  =.У  (=,  Ьх>  +  Г.  Йу,-  +  2, 8г,  1  = 
=  V  ( Т.  8х,  Ч-  У,  Ь;,,  -Ь  21 8.', )  +У  ( К„  Ьзц  +  5.,  8;/,  +  Д„  Бг, ). 

Такъ  какъ  а;/,  у/,  г/  поиможнмя  скорости,  то  сл+.д.  ва:,,  Ву|,  8г*  во.ч- 
можнын  пере]1^щен1Я,  а  потому  при  связяхъ  удерживающнхъ  по  (И)  и 
получаемъ  какъ  бы  услов1е  дли  приложенныхъ  сидъ: 


У  ( X,  ЙЖ(  +  г,  8у,  +  г,  8г,)  =  0. 

0,д,1|гейауСоО^1с 
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Но.  конечно,  т&иое  :!ак.1ючен1е  о  силях-ь  ничего  не  1'оворить.  такъ 
какъ  въ  нашемъ  с^учаЬ  но  прел  положен  1Ю 

3x1  =  x^  Ь(  =      =  8^(  =  г/  Ь{  =  О, 

и  сл*д.  написанное  равенство  ничто  иное,  какъ  тождестш!  0  =  0. 

Вто1)ал  же  нронзнолная  (19)  .тля  x^^^^'=^г^=^)  и  ориво.гитъ  насъ 
снова  къ  уравнен1ю  (17). 

При  вышеука»аннмхъ  ;сло)11яхъ  относите.]  ьно  силъ  и  <.-вя}|ей  можно 
было  бы  поканать,  что,  вообп^е  говоря,  и  веЬ  попл'^луюния  нроизводныя 
по  времени  отъ  Т  011ращаютея  въ  нуль  д,1я  Х1  =чц' ^  щ' =^  (* ,  если  ео- 
блюлены  равенства  (17), 

213.  Начало  воэможннхъ  перенЪщен1Й.  Вернемся  къ  уравяешлкъ 
раввов^Ыя  (17),  уннохинъ  ихъ  соответственно  на  произвольные  множи- 
тели 81Г(,  8у(,  8^1  и  сложимъ;  тогда  по  (10)  наВ.генъ: 

У  (=^ «л;,  +  Г, г^й  +  2^  8«,)  =  У  (X,  8а:,  +  Г(  г^,  +  г,  8я,) + 


-У(Л^.6ж, 


-1-«.,Ву,  +  Д(,8г,).  (20) 


Иоложимъ  теиерь,  что  количества  Ьх1,  8у1,  8.гг|  представ.1Я1)тъ  собою 
возножныя  пере11^Ьщен1л  системы:  тогда,  если  всЬ  связи  удержнвающЫ, 
предыдущее  равенство  по  (141  нрииодитъ  насъ  къ  началу  возножныхъ 
аерен4щен1й,  выражаюи(ему  собою,  что  работа  приложенныхъ  силъ  на 
всявоиъ  возножнонъ  нерем')>п[ен1и  или;  короче  возможная  работа 
сн.1ъ  обращается  въ  нуль: 

У  (х,а.г;  +  у^Лу^-^-гМ)  =  а.  (21) 

Начало  возможпыхъ  иереи&щенШ  получилось  у  насъ,  какъ  необхо- 
димое сл']^дств1е  изъ  уравнен1Й  (17).  Поваженъ  теперь,  что  зто  яачало 
вредставляетъ  собою  не  только  необходимое,  но  и  достаточное 
уе.гов1е  для  равновЬс1я  системы  *). 


*)  Аналвтически  убедиться  въ  достаточаоитн  вздожеыиаго  начада  мы  ноглн 
Чи  совершевно  т^нъ  же  соособоиъ,  какинъ  на  стр.  436  а  436  вывел!  уравнеа1л 
1янген1я  яаъ  начала  Даламбера.  А  вхенво,  повторяя  ррежв1я  разстжАев1я,  отъ 
01)  ври  помощи  (14)  §  184  приюдкмъ  къ  ураввен1янъ  (17),  О  достаточаостн  воих-ь 
ни  уже  говорили  Ыо.  такъ  какъ  вике  въ  §  214  ванъ  придется  по  другому  вовод)' 
витр'Ътнтьса  съ  т'^ии  же  самыми  ра!)суждев1имк,  то  мы  предоочли  зд'Ьсь  идти  дру- 
г1Г1ъ  путемъ. 


.^.^С0О^1с 


470  РАННов-ьпк.  1м.  XXX  §  213. 

Пусть  си.ш,  приложенный  къ  (истем-!^  нъ  данионъ  )юло«в1пн- 
кы ПОЛИ пюгь  рапенство  (.21;  для  кйкихъ  угодно  иозиожныхъ  пер(!1|1101ен1й 
ияъ  зтого  1ю.10жен1)1,  и  допустииъ,  что  систАмя,  пон^иценнан  пъ  ряясна- 
триваемое  положен*!"  Г>ен7.  начальных!,  гкоростгй,  псетаки  въ  поко^;  нг 
останется,  а  нячнетъ  днигаться.  Приложить  непосредственно  равенств*» 
(21)  къ  этому  движен1ю  системы  мы  не  имЬенъ  права,  такъ  какъ  тогда 
сд'Ёлаеиъ  ошибку  такого  же  характера,  какъ  и  та.  аа  которую  были  ука- 
пано нъ  кон1('Ь  предыдущаго  ||араг|>афа.  На  саноиъ  д'Ьл'Ь,  рацснатриваею** 
движение  начнстсд  и.чъ  покоя,  н  сгЬд.  нъ  начальный  моыенть  нсЬ  хД  у',  г' 
нули.  Поэтому,  и.ш  надо  предварительно  показать,  что  выражен1е  длярабг|ты 
на  воиможномъ  перем-Ь|цен1и,  а  тав^же  условньш  ураинен1Я  дли  нереи^и^е- 
Н1Й  сохраняюгь  свои  нидъ  и  для  пер('1к1101ен1й  ияъ  покоя*)  (иначе  ,инпе- 
рем'Ь|це1пй  второго  |[орядю1  относительно  30  или  о(1ойтн  нту  трудность 
тавииъ  [фЕемомъ,  предложен нимъ  ЛрреГемъ**).  Шь  того  обстоятельства, 
что  снстеин  ннчала  двигаться,  мы  пыиодииъ  сл'Ьдуюш,1я  заклн1чен1я:  а) 
точки  системы,  по  крайней  м^^р*!;,  нЁкоторыя  нм'[)Н)тъ  ускорешя;  б1  такъ 
какъ  движение  происхолитъ  ияъ  сопоян^я  покоя,  то  супгестнуютъ  так1Я 
во!^можныя  11ерен'Ьи(ен1я  (.истемы,  которыя  по  на11равлен1ю  совпадаютъ  съ 
вышеупомянутыми  ускорениями.  :^станинъ  теперь  систему  совершить  именно 
это  перем'к1цен1е,  т.  е.  сообшдмъ  точкамъ  ея  соотв1{тствеаныя  возыожныя 
скорости,  конечно,  отличныя  отъ  нуля.  По  сказанному,  направ.1ен1е  пере- 
и'Ь1цеи1Й  точекъ  нойдеть  тогда  по  нанравлен1ю  силъ,  сл'Ёд.  работа  сн.1ъ 
на  этомъ  нерем-Ьщенш  будеть  непреи'^^нно  положительною,  т.  е.  для  ачя- 
таго  переи'^|Н1ен1я: 

откуда  но  {10)  и  (.14): 

^  ( X  8а:,  -I-  Г,  5  ,,,■  -I-  X,  Зг;  I  >  О 

для  тогожо  нерем'1'>111,е1пя,  что  ^I|)отиво1>^Ьчитъ  услов1ю  (21). 

Положинъ  теперь,  что  н'Ькоторыя  изъ  свя.чей  неудерживающЫ.  Тогдл 
нзъ  равенства  (20)  при  устовт  (15)  выводимъ  .\яя  начала  возможннхъ 
иерем'1;щен1Й  такое  иы1)ажен1е: 


Уо 


( т,  Ьх-,  ■\- 1',  8у,  -}-  г>  а^,  <  о,  •  ■   сз-^ ' 


*)  С|>ав11.  коиедъ  (;  205. 
'  *)  Тгп11ё  '1с  111ёсап1<111с  г 
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т.  1>.  работа  111>и.10женныхъ  силъ  на  коа110жнм):ъ  перемещен  1яхъ  или 
нуль,  или  0'гри1№т*^-'1ьна. 

И  зд'Ъсь  оиять  раиекство  (22 1  Я11.1яется  пока  лишь  неибхолинымь 
<-.т1'|Лств1е11ъ  у|1авнетЙ  р&внов1и^'1я  (171.  Остается  показать,  что  и  въ  рпз- 
гяатривяенонъ  случае!  начал»  возмоявыхъ  11ере1(^щен1Й  даетъ  не  только 
необюлимын.  но  и  дистяточнмя  услов1и  для  равновЪс'я  «гнетены  *). 

Пусть  ириложенныя  си.1ы  вынолняютъ  услов1е  (22)  для  всякаго  воз- 
хожнаш  иерем1;и1€<нЫ  нуъ  даннаго  11оложцн|н,  и  пусть  всетаки  систена, 
иом-Ёщенная  въ  :1то  11и.1ожен|о  (ч-нь  начяльныхъ  скоростей,  не  остается 
иъ  поко'б,  а  приходить  въ  движен1е.  Мы  оиять  не  ин'Ьенъ  нрава  не- 
посредственно приложить  равенство  (22)  къ  этому  движенш,  а  только 
изъ  существовашя  уиоыинутаго  движен1я  выводинъ,  что  точки  систены 
и1гЬютъ  ускорен1я,  и  что  существуютъ  возможныя  неремйщеи1я  но  утииъ 
ускорен1Я11'Ь.  Сооб1цаемъ  точканъ  системы  какъ  разъ  :«ти  возиожныя  нере- 
1||'.и{ен1я  съ  начальными  скоростяин,  отличными  отъ  нуля;  тогда  работа 
ш'^.хъ  си.1ъ.  прн.южениыхъ  К'Ь  систем'Ь,  оудетъ  ноложите.1ьна: 

V{Б,^и:^-\-V>Ц,-\'7.М}>0. 


^  ( X,  Ьх1  +  Г,  йу,  -1-  г,  ?^,  1  +■  У  ( //и  Ь\  4- 1(1,  Ь-  +  ''<■  ^^' '  >  ^- 


V,,,. 


\  +  Н.»  ву(  -I-  Ни  '^1!^) 


нмражает'ь  нъ  настонщемъ  случн);  работу  реакф!)  на  взятомъ  воуножномь 
||ереи'1!шенш,  слЬд,,  но  сказанному  ныше  (§  212),  сумма  эта  равна  нулю. 
Не  надо  упускать  изъ  виду,  что  взятое  возможное  перем'Ь|цен1е  совпадаетъ 
но  наирамлен1ю  съ  д^йствителг.иымъ  перем^.|цешемъ  изъ  покоя,  сл4д. 
иножнтели  ';  и  ^I.^  (§  212)  не  могуть  на  :*томъ  11е)11>м1>Л1ен1н  иякЬняться  скач- 
К'|иъ.  .\  потому 

У  ( X,  их,  -Н  1',  8^  +  -г.  «гЛ  >  О, 

что  аротивор'Ьчитъ  (22).  Достаточность  такимь  о()рязомъ  доказана. 

Начало  возможныхъ  нерен'1и|,ен|В  получилось  у  насъ,  какъ  сл'6дств1е 
Уравиен1Й  движения  (10).  Раньше  (г.тваХХ1Х)  мы  уже  употиналн  о  томъ, 

*)  См.  прн1|^чав1е  аа  стр.  469. 
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что  можно  идти  нутемъ  обратныиъ- вывести  из'ь  нйча.1а  1юм1(ожныхъ  пс- 
11ем]^щеи1й  начало  Даламбера,  а  уже  отсюда  придти  къ  уравнешямъ  (10) 
Но  при  такомъ  построеа|и  Днняники  надо  или  считать  начало  вознояныхъ 
)1ерем'Ьп1,ен1Й  за  непреложную  истину,  или  докапать  это  начало  при  понощн 
К11К01Ч)  либо  лру|'ого  положен1л,  приянавяенап)  «а  весоинйнное.  Было  сл')'-- 
.'шно  много  попытокъ  дать  виолн^Ё  стро1ч>е  доказательство  нача.1у  во:1- 
можныхъ  ие{р^м'1Ёщбн1Й,  но,  подобно  тону,  какъ  при  устапон.1ев1н  уравис- 
Н1Й  (20).  собственно,  при  выводе  выраженШ  для  силъ  реакщй,  нельвн 
обойтись  бе»ъ  н'Ёкотора1-о  основаого  опрод^лянш  или  услов1м  (о  реак- 
щнхъ  связей  идеальныхъ),  точно  также  всякое  доказательство  разсиатри- 
ваенаго  нача.та  тайно  или  нвно  заключаетъ  въ  себ^Ь  подобное  же  условй' 
или  допущен1е  но  отношен1ю  късвязяиъ  снец^альнаго  характера,  я  потому, 
строго  говоря,  докавательствонъ,  т.  е.  спеде1|1енъ  лишь  на  раньше  ири- 
^нанныя  истины,  названо  быть  не  можетъ.  Для  нри1гЬра  мы  разсмотрин!» 
въ  общихъ  чертахъ  два  доказательства  начала  возножныхъ  перех%п|.ен1Й: 
доказательства  Лагранжа  и  Ампера. 


Прежде  в№14)  о^^тановимся  на  докааательств'Ь  или,  лучше  сказать, 
на  той  ген{альыой  нллюстращи,  которая  была  дана  началу  возможныхь 
нерен^щенШ  Лагранжемъ.  Пусть  (Фиг,  88)  на  данную  систему,  состоящую 
изь  м  ияте1пальныхъ  точекъ  съ  массами  »И1,  Мг,  - . .  й1„,  дМствуютъ  снлм 
/•И*  ^=1,2  . .  .и).  Ня  чертеж*  принято  г|  =  ^.  Донуетимъ,  что  вс*  силы  ^''( 
соизмеримы  другъ  съ  другомъ,  и  что  обп[ая  мФря  ихъ  р  содержится  въ 
каждой  сил*  четное  число  разъ: 

Л  =  2А(/<,  (23) 

гх^  ^  ц'Ьлое  число.  Устранваемъ  с1'!Бдующ1Й  ыеханизмъ.  Возьменъ  точку 
ть  нон^стинъ  въ  ней  подвижной  безконечно  малый  блокъ  Мх,  а  по  на- 
]|ра11лен1Н1  силы  1',,  при.тоженной  къ  т^,  пон'1^стинъ  другой  безконечн» 
малый  неподвижный  блок'ь  ^1  и   соединииъ  эти  два  блока  нитью,  ч[)ез'ь 


^уI,.е.^.^V._-.ОО^IС 
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нихъ  проходящею,  въ  по.1испя<'тъ  такинъ  обрйзоиъ,  чтобы  д'('|йств1е  по- 
луяениаго  оо.1испаста  на  массу  №|.  если  патяжеше  нити  станетъ  равныиъ 
р,  ног.ю  8П)1'];лить  собою  дАйств!*"  силы  ^'1.  Для  ЭТОЙ)  необходимо,  чтобы 
число  нитей  между  Сюкани  М]  н  X]  ]1авня.1оеь  2А].  Конечно,  нредпо- 
.1агается,  что  въ  б.1окахъ  н11тъ  трснЕя  и  нить  не  жесткая.  Отъ  ненодвиж- 
наго  А-юка  ^|  проводимъ  нить  къ  неподвижному  блоку  N2,  .ежащему  на 
нанрав.1ешн  силы  Р^,  кото])ая  приложена  къ  точкЬ  т^.  Въ  т;  снова  по- 
м1^и1.аемъ  подвижной  блокъ  Л1|  н  .чд'1;ск  опя1-ь  угтраинаенъ  полисгшстъ  с'1> 
2^2  нитнни  между  блонани.  Отъ  N2  переходимъ  къ  Лз  и  т.  д.,  пока  не 
«иойдемъ  нс'11Хъ  точевъ  системы.  Нить  <утъ  по1'л1;дпяго  блока  ^^„  перево- 
динъ  ни  неподвижный  блокъ  К  и  зат'Ьмъ  нв  ней  укр'^п.1яемъ  грузъ  р. 
Тогла  веяд-Ё  натажен1е  нити  станет!,  равнымъ  р,  и  слЬд.  теперь  можем1| 
отнять  отъ  системы  силы  /''(,  мам'Ънивъ  ихъ  грузонъ  р  и  описанною  си- 
стемою иолиспастовъ.  Иолагаенъ  очевидныыъ,  что  система  подъ  дМств1еиъ 
груза  р  буд(;тъ  въ  равнов11С1и  въ  тонъ  случае,  когда  грузъ  р  при  всякомъ 
впяножномъ  пе1)ек'Ьщен1и  системы  или  остается  въ  поко^!,  или  поднимается. 
Пусть  точка  ггч  совершаетъ  возможное  перем'Ьщен1е  вяг,  тогда  каждая  нить 
полиспаста  Л/(Д  укоротится  на  8,Ч|  соз  ( 7^| .  В»;);  если  сов{^1,Ьз1)  станетъ 
отрнцательнымъ,  то  эта  величина  выразить  удливен1е  нити.  Такикъ 
обряяомъ  отъ  совокупныхъ  11ерем'11що111Й  нс^хъ  точекъ  грузъ  опустится  на 

По  сказанному  для  равнов1><'1я  необходимо,  чтобы 


Умножая  на  ^  и  пользуясь  (,231,  няходпмъ 


что  и  выражаеч'ъ  собою  начало  нозможныхъ  перем'Ёщен1й. 

Оставляя  въ  сторон'Ь  яек  друг1я  неточности  доказательства,  обратимъ 
внимание  лишь  на  то,  что  въ  основанш  разсужден1Й  .1ежитъ  допущенй', 
что  натяжец1е  нити  везд'Ь  одно  и  тоже;  иначе  говоря,  делается  условЁе  о 
ре&кц1яхъ  связи,  осуществляемой  съ  помощью  нерастяжиной  нити.  Кром1: 
того  условие  равнов^§с^я   тяжелаго  1'руза  зд'Ьсь  принимается  за  очевидное. 

Бол^е  точное  доказательство  Ампера  состонтъ  въ  сл^^дующеиъ. 
1'азсмотрииъ  сначала  систему,  ин'Ьющую  только  одну  степень  свободы. 
Всякая  точка  т|  такой  системы  (Фиг.  89),  ножетъ  перем'&тдться  лишь  по 
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■гЬкоторой  кривой  8,-.  Соедининъ  точку  ян  неиям^ннеиымъ  стержнемъ  се. 
нЬвоторою  другою  точкою  /щ',  лкииущеюся  во  данной  кривой  в/,  к  прн- 
ложимъ  иъ  ни'  но  наБр!1влен1ю  стержия  1'акую  сиду  Л/,  41-обы  раввп- 
дМствующая  силы  /',,  цридоженной  къ  т,,  и  силы  ^',  равной  и  проти- 
воиоложно!^  силы  Вг',  легла  вь  нормальную  плоскость  кривой  .^.  Иредио- 
лягается,  что  силы  Л>  и  Л|'  уравнов^Ьшиваются  рвакц1яни  стержня,  т.  <'. 
'1Т0  реакщи  ковцовъ  неизи'&няенаго  стержня  равны  и  нряиооротнвооо- 
ложны.  иусть  координаты  точки  1«(  — а;(,  уь  ■^|'  *  точки  ш/ — с/,  у!*,  г^'•, 
тогда  илъ  нииц|1'Е)нности  разсгоян1я  между  ^^тиии  точками: 

вытекает'ь  сгЬдующее  соотношенЁе  хежду  возможными  11ерек'Бщен1яни: 

(я;1—л:1')(Ьх1—Ьл;,')  -}-  (у^—у^')(^у^  -Ьу>')-\-(г,~е1')(Ьг1~Ь^ц')  =  0.      (24) 


Сила  ^^'  идетъ  но  нниравлон1ю  стержня  >М(»1(';  ел*,;. 

(х,  -  ,.■/> :  (у(  -  у/) :  (г,-  -  л')  =  У^' :  У*' :  <>.■.'.  {'251 

если  значками  а;,  ^,  г  буленъ  означать  11ро»к[11и  на  соответствен ныя  осн. 
Изъ  (25)  и  (24)  выводинъ: 

Я4х'  (Ьх4  —  Ьа-/ )  -\-  ^1,'  (йу(  —  Ьу.')  -I-  ^(,'  ( Ьз^  —  Ьг,'}  =  0.  ( 26) 

Но,  ло  услов1ю: 

*'^'=  — ЛЛ      ^^,^^-Я^,',     %.'' Ей'. 

Поэтому,  вм'Ьсто  (26)  моженъ  написать: 

Съ  другой  стороны  равнодействующая,  т.    е.  геометрическая  сумма, 
силъ   ^^1  и    ^|'   нормальна   къ   Ьв{(^х,,Ьу1,Ьг1),  во^сиожяону  перен'Ьщен1Н) 

точки    М!'. 
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Отсюда  по  (27)  111|11енъ: 

Ра  Ьх1  -Ь  Р^,  8|/(  +  /"м  8^,  =  Пи  ^з;/  -\-  //,/  !(//  +  Ли'  бгД 
г.   е.  воиможк&я    работа  силы  ^1,  приложенной   къ  т;,  раввя    козможной 
работы  силы  К,',  1фи.10женной  къ  т>'- 

Точку  «11  соединяенъ  неичя'бняемынъ  пцржненъ  съ  новою  точкою 
ш'',  дниасущеюся  но  данной  кривой  V  и  опять  нрилагаенъ  къ 
1ч^'{х/',  у!'  ^(")  такую  силу  Л/',  чтобы  равнодействующая  силы  Н'  и  силы 
'(!>"•  раиной  и  нряноцроти во  11П ложной  Д".  была  нодшальна  къ  щ"  Тогда 
опять   найдемъ: 

Ми'  8.Г,'  +  Н^>^  Ьу1'  4-  Е^,^  йа/  =  Ни"  в,с."  +  Н^,"  Щ>  -[-  Д,>"  Ьг.", 

Сколько  бы  раэъ  иы  ни  новторили  укапанное  нреобра^юваше,  во» 
ложная  работа  силъ  сохряняетъ  спою  величину.  Ксли  со  всЬни  точками 
<-ицтемы  ностуиинъ  такъ,  какъ  ностунили  съ  »1(,  то,  по  предыдущему, 
полная  работа  силъ,  ириложеинычъ  къ  систем*, 

У  Т^^  Ьз(  с<>»  { 7-1 ,  8,«( )  =У  ( /•;.  6.Г,  +  Ъ\,  Ц.  +  Ри  Ьд 

будеть  равна  возможной  работе  силъ,  приложенныхъ  [."ь  любой  производной 
систем-Ь. 

:(ат1!мь  ясно,  что,  если  только  стержни  не  лежятъ  въ  нлоскостяхъ 
норнальныхъ  къ  соотв^тственнынъ  криныиъ  (чего  мы  всегда  можемъ 
избегнуты,  то  движен1е  одной  изъ  иатер!альиыхъ  точекъ  влечетъ  за 
собою  лвижен1е  остальныхъ,  съ  нею  свл:!анныхъ,  и,  наоборотъ,  нокой  одной 
изъ  точекъ  останаиливаетъ  пч%  лежа111.1Я  съ  нею  на  одной  ц'Ьпи. 

Иредставинъ  себ'Ь,  что  послЬ  н^ляго  ряда  подобныхъ  преобразоватй 
одной  системы  точекъ  въ  другую  мы  соединили  всЬ  ц4ци  въ  одну  точку 
М,  и  сл1^д  приложили  къ  ней  ис'11  силы,  натягиваюния  соотв'Ьтствеиныя 
Ц'Ьни.  Тогда  движев1е  или  нокоЙ  точки  М  пов^1ечетъ  за  собою  движен1е 
или  покой  всей  системы:  кром-Ь  тош  возможная  работа  силъ,  приложен- 
ныхъ къ  систем*,  будетъ  равна  возможной  работ*  силъ,  приложенныхъ 
къ  М.  Д-1Я  раннов*с1я  точки  Ш  необходимо  и  достаточно,  чтобы  дшвно- 
д^йствующая  силъ,  къ  ней  приложенныхъ,  а  сл*д.  и  возможная  работа 
ихъ  была  нулемъ,  откуда  и  выводииъ,  что  для  равной*с1я  данной  системы 
юзможяая  работа  силъ  Р1  должна  быть  нулемъ. 

Если  данная  система  имЪетъ  не  одну,  а  н-Ьсколько  степен«>й  свободы, 
то,  очевидно,  ус-лов|е,  выведенное  нами,  должно  быть  соблюдено  для  всякой 
группы  возможныхъ  переи*щен1й  системы:  иначе  выщло  бы,  что  система 
не  осталась  бы  въ  равнов*с1и,  когда  мы  сгЬснимъ  ен  свободу  связями 
такъ,  чтобы  единственными  возможными  перем*щен1ями  системы  остались 
т*,  которыя  входятъ  въ  составъ  разсматриваеной  группы. 
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Какъ  видикъ,  и  доказательство  Лкпера  основывается  на  допущении 
И.1Н  услов111  о  реакфях*  связи,  осуществляемой  неиз)гЬняеныиъ  стержнемъ. 

314.  Прнн'Ьнен1е  начала  воаюжныхъ  пере1-Ь1цен1й  къ  опред'к- 
лен1ю  пол09кен1й  равнов'Ье1я  системъ.  Иоложихъ,  что  систена  отнесена 
къ  лекартовым'г.  коордииятамъ  Х1.  у1,  «1  (1=^  1, 2,3,. .  .п|  и  иодяннена 
'к.-\-'к1  связяк'ь  (5)  и  (7).  Возиожнан  работа  прнложенныхъ  къ  системе 
силъ  Р^{X^,   \\,  2|)  Представится  тавъ 

1  =  1 

возиожныя  пе[юн'Ьщев!я  точе 
то  начало  вояножнихъ  перен' 

^  (X  8а^  +  У, 8у,  +  7, 8г,)  =  0;  (28) 

1  =  1 

при  чемъ  но  (8)  нозмокнмя  1ге[)ен'Ёщен1я  не  произвольны,  а  свяааяы  &-)-А, 
услов1яни: 

^^-|;Ш.'-+^»^'+^Ч-«^     .=  1.2,3....; 

8-^,=  ^  ^А^^Ьx^-\- ЯлЬу,  +  СлЬг^)  =  0:  ./  =  1,  2,  3 . . .  *,. 
»=1 
Повторяя  разсухлен1я  §§  184  и  203,  найденъ  изъ  (28)  условныя 
уравнен1л  для  силъ,  если  унножимъ  каждое  изъ  равенствъ  (29)  соответ- 
ственно на  множители  !1|  и  }1/,  прибавинъ  полученный  выряжен1я  къ  (281 
и  зат'Ёыъ  ири1>авнлеиъ  нулю  коэффиц1енты  при  каждой  изъ  вар^ац!^ 
Ьх1,  Ьу1,  Ьг1.  Такннъ  образомъ  получаенъ: 


гд'Ё  8$((б:<;,,  3^/1,  Ьг^)   возиожныя  не[юн'Ьщев!я  точекъ  системы.    Если  вс1; 
связи  улерживающ1Я,  то  начало  вояножныхъ  нерен11щен1Й  требуетъ,  чтобы 


'=1  3=1 


130) 


/-1 
>  (10)  и  (И)  вернемся  къ  у1>ан||ен|ямъ  (17). 
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Если  вс%  или  н^ЬЕ0торыл  изъ  связей  неулержиьаю1Д1я,  то  нм-Ьсто 
(-28)  ||гЬенъ: 

*  =  1 
а  А'-)-&1  услов1Й  для  возможныхъ  перен'^.щенШ  булутъ: 

8/1^0;     Йф^-  ^  О .  (^32) 

Въ  числ11  возножных-ь  перен^щенШ  будутъ  и  так1я  группы,  для  коихъ 
1.ВЯЗН  не  ослабляютсн:  Й/^^О,  8(р^  =  0.  На  такихъ  11ере1|'1^щен1яхъ  воз- 
можная работа  лриложеиныхъ  .  1:илъ  должна  быть  аулемъ.  Убедиться 
нъ  этонъ  можно  изъ  того  соображен1я,  что  Еаждой  группе  тнкихъ  вол- 
хожныхъ  11ерен%щен1Й  всегда  соотв^тствуетъ  группа  ирпыолротивопллож- 
ных^ъ  перемещен Ш,  также  вонножныхъ,  п  потону,  ослибы  нозножнан 
работа  силъ  на  первой  группе)  перем'бщешЙ  была  не  нуленъ,  а  отрица- 
тстьвою  величиною,  то  ва  второй  групи'Ь  ;>та  работа  6;>ла  бы  положи- 
тельна. 

Итакъ  для  уооияаутыхъ  1Еерен'Ь|цен1Й  мы  им^еиъ  снова  раввнстпа 
1,28)  еъ(29)  и  сл*д.  приходимъ  къ  ус-||ов1яиъ  равнов-Ыя  (30).  Определяя 
отсюда  зяачешя  проэкфй  силъ  и  встанляя  въ  (28),  получимъ  добавочное 
услов1е 


■2*.зл-|||^/вт> 


<о. 


изъ  котораго  по  (32)  вытекаетъ 

-1'  ^  О  ,     ;1>  ^  О  : 

н:1  самом'ь  жЪлЪ,  для  системы  возможны  так1я  группы  перем1^п^ен)й,  л.1я 
которыхъ  вс'Ь  неравенства  (32)  обращаются  въ  равенства  за  исключен1ен'Ь 
одного  какого  нибудь,  наар,  8/1  >  О ,  и  слЬд.  тогда 

—  >,8/)  <  О,  т.  е.  )ц  >  0. 

Вышеприведен ныя  неравенства  для  множителей  вполне  соотв'бтствують 
3  185. 

Заи'Ьтинъ,  что  задача  о  разыскан1И  ноложешй  равнов^с1я  системы 
>'Ъ  лиф|{|еренц!альныни  связями  становится,  вообще  говоря,  неопред'Ьлен- 
ною.  Действительно,  мы  найдвиъ  полохен1я  раввовФс1я  системы,  если  изъ 
Ураввен1й  (30)  опред4лимг  8начен1я  Зи  координатъ  точекъ  системы,  но 
въ  эти  уравнения  входдтъ  еще  ^Ч-А^!  неизв^Ьстныxг  иножите.1ей  А]  и  ^^.^, 
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между  т'^мъ  какъ  добавочныхъ  уравнен1Й  (5>  нежду  координатами  исат  к, 
ибо  лля  положен1Й  равнов^&с^я  (агс'  =  у!  =^  г/  =  0)  уравнен'Я  (.7)  обрап(аются 
тождественно  въ  нуль.  Такимъ  образомъ  ^]  ве.тичинъ  из'1.  ЗнЦ-Л -}-*1 
неизв'Ьстныхъ  остаются  вколнЬ  неопред'!|ленными.  Если  же  лнффе11ен1(1а.1ь- 
ныя  связи  отсутствуютъ  (^1  =  0),  то,  вообще  говоря,  рФгаая  систему  Зп-|-/- 
уравнен|й  (30)  и  (5)  съ  'Лп-{'к  иеизв'Ьстными:  а;;,  уь  /с,  1[,— мы  опред-Ь- 
лянъ  одно  или  н'бсколько  отд'(>лы1ыхъ  [10ложен1Й  равнов'Ьс1я,  и  лишь 
въ  частныхъ  случаяхъ  окажетс'я,  что  положен)»  равнов1к-[я  сплошвымъ 
образоиъ  иереходятъ  одно  въ  другое 

Пусть  система  отнесена  къ  произвол ьны»ъ  координятамъ  2[(»=1,2,..  ^) 
§  ]97,  иодчиж'нным'Ь  'х.-^к1  свлзлмъ: 

/^^^^)^0■.    /  =  1,2,3,...1с: 

У  Р^,^;^(^■,  ^  =  1.2,  з,... А,.  <331 

Тогда   по  (29)  <$  197    начало   возножнмхъ   1гереМ'Ъи^ен1й  выршшт<!н 
равевствомъ: 


V  е,в,,.  =  о. 


Ирннемъ  во  внинан1е,    что  воаыожнмя    11ере11-11И[ен!я  6^1  связаны  на 
(33)  условиями: 

N 

^1} 


1> 


^Л,8,,  =  0; 


И  совершенно  такимъ  же  нутенъ.    какъ  и  для  коордннатъ  декартовыхъ. 
нридемъ  къ  равенствакъ: 

X  к, 

<;'.  +  У>.^  +  У  И>Ра=0;     ;  =  1,2,....У.  (35) 

7  =  1       **      ^  =  1 

Полученныя  уравнения  равнов1^с1я  воолн^^  согласуются  съ  уравивВ1я11Н 
(33)  §  197,  если  всноннимъ,  что  живая  сила  Т  системы  въ  настоящемъ 
с.1уча'1Ь  (§1991  представляется  однородною  фувкщею  второй  степени  отно- 

^у|,.е.^.^V.^-.оиз^'-' 
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сительно  скоростей,  и  что  сл'Ьж-  л'Ъъая  части  урявне1Г1н  (33)  §  197  для 
|1оложен1й  рявнов'Ьс1я  {^^"^^^'  =  0)  тождественно  нули. 

И  нд'Ьсь,  конечно,  задача  о  равнов-&с1и  будетъ  опред'1Ьленною  лишь 
при  отсут1'.тв1и  множителей  11у. 

Наконецъ,  когда  вс!:  связи  конечный,  мы  ножеыъ  отнести  систему 
къ  независимыыъ  коорднндтамъ  (§  198);  въ  такомъ  случа'Ё  въ  выражеши 
(34)  ис-Ь  Ь(ц  будутъ  внолн'!^  11{10113во.1ьнмни,  а  иотому  ияъ  (34)  вытекаетъ: 

»  - » . 

что  и  согласу*'Т('я  съ  у1)аннен1ями  Лаг|><1нжа  иторого  рода  (40)  §  198. 

11рим'1^]>ы:  а)  Дв11  точки  ш,  и  №;,  лежащ1н  на  поверхности  одвого 
и  того  же  зллипсоида; 

$  +  $  +  г=-^  '"" 

вааимно  1фитя|'иваютса  или  отта.1  киваю  гея  прлмо  иронорцюнпльно  ра»- 
СТ0ЯН1Ю.  Найти  1ю.10жен1я  раниов'ЁС1н. 

Пустг.  координаты  точки  щ  будутъ  Х| ,  у^,  г,,  а  коордивяты  точки 
»*-  —  аг;.  у.,  «:.  Тогда  силовая  функц1я   [Г  йудет-ь: 

7-  =  1  /  (.,.^  -  ^;)2  ц_  ,-у^  _  ,,^,2  ц_  ,^^  _^^)1 ),  (37) 

1М,11  постоянная  ^<;0  для  11ритяжен1я  и  >0  для  отталкиван1и. 
Нача.1о  возиожнмхъ  пе)1ем'Ь|11ен1Й  даетъ  равенство: 

к{{х1—Х2НЬх1-Ьхз)-\-{у,-у2)(Ц,—Ьу^}  +  а,~г2)(Ь1—Ъ1ц)\  =  Ч.    (38) 

Но  (36)  вовножныя  11ерен'^|ц.ен1я  системы  ограничены  уравнен1ями: 

Щ  8л.1     ,     У1  Эу|     ,     ^|Дд^1    _  А . 
-  ^   +1^    -Г   —2  »■ 

■^г  Зл^г     I     уг^ У:     ,     ^г^г    _  « 
дг-   -Г      ^.г       -Г      ^2  -    -   "■ 

Умножаенъ  первое  ураввеше  на  !11 ,  второе  на  Хз,  прнбавляемъ  кт. 
(38)  и  выводииъ  услов1я  для  рапнп^С1н: 

(*  +  ^)  У. -*?:  =  «;     -*У1+(а+^)у2  =  0:  (39) 

о,о,112еао,Со0^1с 
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Къ  !^тинъ  шести  ураннеп1янъ  надо  ирнбнвить  еще  два: 

^  Л-Ё^  л-  ^  —  л- 
«г    1"   ^г    ^-   рг     -  ^  ■ 

а!    ^  Ь^    -^   с^    ~     - 
Изъ  первой  пары  уравнен!й  (39)  сл'Ёдуетъ  или 

л;,  =,  ,Г1  =  о ,  (40> 

или  011ред1ЬлитбЛЬ  :4тихъ  уравнений  долженъ  быть  нулеиъ,  т.  е. 


(*+»Н)(*+^)-*'-»; 


>Л  +  ЬНХ|  +  )12)  =  0.  (41) 

Иодобнынъ  образомъ  други  уравнен)»  даютъ: 

У1^  У2  =  О,  (42) 

или 

Х,12-1-Л6=а,  +  М  =  0;  (43) 

а  также 

^1  =  «2  =  0.  (44) 

или 

Х,Х- +  *«'(>  14-^:)  =  о,  (45) 

Если  а},  Ь'  и  с^  не  равны  между  собою,  то  уравнен1я  (41),  (43)  и 
(45)  могутъ  быть  совместны  лишь  при  услов1и 

)^  -1-  1,  =  О  , 
что  влечетъ  за  собою 

11  =,  1,  =  О  . 
А  тогда  изъ  (89): 

Точки  №[  и  №2  совпадаютъ,  но  могутъ  занимать  произвольное  поло- 
жен1е  на  эллипсоид'Ь. 

Найденныя  положен]я  равнов'Ёс1я,  заг1олняюп;1я  собою  всю  поверх- 
ность эллипсоида,  казовемъ  11олохен1ячи  рав^овЬс1я  перваго  рода. 


^уI,.е^с^V.^100^IС 
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Если  1к1'|->2  не  нуль,  то  изъ  трехъ  уравнешй  (41\  (43)  и  (45)  но- 
жетъ  ин'Ъть  1гЬсто  только  одно,  напр.  пе))Вое.  Тогда 

.VI  =  уг  =  Я1  —  ^2  =  О  : 
»   потону 

Х1  =  а  :     Х2^=  —  'г. 
или 

х,  =  —  о:    Х2  =  а;  (47) 

т.  е.  точки  располагаются  на  кон11ахъ  оси  а.  Иредп<)Л1)Н[вЯ1е 

X,  =  .ги  =  ^  « 

иы  отбрасываенъ,  тякъ  какь  тогда  вернемся  къ  но.1ожен1л11ъ  равнов^1я 
перваго  рода. 

Множители  Х,,  ^з  окажутся  теперь  равными  каждый  2*0^. 

Подобныуъ  обраэомъ  вайденъ  еще  четыре  положен!!!  ра8Н0В']^С1Я 
второго  рода 

2,=г2~Х1  =  Х2  =  *):  у,  =  ± 6 ;  рз  —  ^Ь: 

(48) 
■^1  =  а^в  =  р1  =  .V*  =  О :  ^■1  =  ±  р :  г;  =  Г"  с . 

Если  Ь  =  с,  то  и  110ложен1Й  второго  рода  бесчисленное  множество: 
они  ленатъ  на  экваторЬ  поверхности  Га;|  =  а:г  =  0)- 

Наковецъ  для  (а='Ь='с)  положен1я  второго  рода  покрываютъ  собою 
всю  его  поверхность. 

б)  Найти  усло1!1я  равнов^с1я  свободной  неизиЬндемой  систеыы  или 
гвободнаго  твердаго  гЬла. 

Пусть  къ  точкЬ  т|(а:(,  1/1,  г,-)  тверда!Ч)  тЬла  нриложена  сила 
^«(Хй,  Г(,  2,);  тогда  начало  во.чможнихъ  иерен'111цен1Й  выраяится  ра- 
венствоит.: 

У  ( X,  Ьх,  +  Г>  Ьу1  +  24  8г,)  =  0.  <  49) 

Возножыыл  аерен'^щен!я  точекъ  Т11ерла1'0  тЬ.'га  найдемъ,  ес1и  буденъ 
:(вать  об]Н1л  выражен!)!  для  возможныхъ  скоросте!^  этихъ  точекъ  (§  179), 
а  так1я  виражен1я  уже  ихЪемъ  изъ  кинематики  неизн'11внемой  системы 
въ  вид*  форнулъ  (18)  §  С8: 

■с,'  =  д-/  +  ^(Л(  — ^^1)  -Д(у1  —  у1) 

у/  =  ул'  +  Л(аг(  —  жл'  —  Р(1И  —  ел) 

л'  =  г'л'  +  Р  ( (/<  —  Ул)  -   Я  (^*  —  ^а) 


^уI,.е.^.^С0ОЗIе 
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гдЬ  .^:^^',  у^,  х'  п]>№К1(1и  на  координатныя  оси  поступательной  скорости 
гЬла,  а  Р,  ^,  Д  состав,1яющ,1я  но  осямъ  мгновевной  угловой  скорости 
гЬла.  Унножня  привеленпыя  вырлшен!^  на  Ь%  и  полагая. 

у.'  8/  =  Йж^, :     ч^  8'  =  8рд  ■.    ^^'  ^Ь  =  ^г^ ; 

(50) 
Ги  --=  Вш^:       уЗ*=  8о)у:       Д8/  =  8ш,; 

аолучаемъ  гл-Ьлу>оийя  11Ыражен1я  дли  исконмхъ  11ер«к11ЩвнШ: 

в^■V  ^  ват^  -{-  (*,  —  г^)  !ш»  -    (у^—  У/}  ^"''  • 

5у,=^вр^  +  (.''■1  —  х^^м,  —  )л  —  Х1)Ьч>1:  (51> 

Если  ирипоининъ  выражен1л  л^>я  [1р091ЕЦ1Й  уг.юпой  скорости  V,  ^,  Н 
черезъ  Эйлеровы  углы  (§  65),  то  моженъ  напигать 

8»,  =-  3& .  я\п  (р .  соя  ф  —  8^ .  8гп  ф  ; 

8в)у  =^  йв  . .«« <р  .  81П  Ь  -|-  в:р  .  соя  4 ; 

8»,  =  86-(!08гр-^8ф. 

Отсюда  съ  одной  стороны  видимь,  что  выражев1я(50)  прелстав^шютсм 
линейными  фувкцжни  отъ  кар^афй  независиныхъ  коорднватъ  твердап) 
т*1а  Жд,  у^,  е^,  %  ф,  Ь;  а  съ  другой  стороны  ааключаемъ,  что  количества 
}«,,  8а),,  8(1),  такъ  же  независимы  другъ  отъ  друга,  какъ  и  вар1ац1и  80,8ф,8<{', 
потому  что  определитель 


«П  !р  ^08  ф 

—  «1вф 

1> 

«т?««ф 

со&'Ь 

0 

С08<р 

0 

1 

вообще  говоря,  от.1и>1енъ  отъ  нули 

Полставнвъ  нуь  (51)  въ  (49).  и|гЬе1|ъ: 

и,  У Х,+  8;,^  .у  >■.  +  К  У  й  +  8».  У^гАу,-),)  -У,  1г,— г,))  + 
+8«,.у  I  Х,|г,-гд)— 2,(»,-з;д1|-|-8«.  У!  Г,Ги-х,)-  Х,Чц-у^)]—0.  (62) 

0,0,1|2ейг;СпОО1^1С 
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Вс^  вар1ац1И  вцолн-Ь  аропзиольны,  <мгЬд.  услов1Я  равнок^ия  свобод- 
наго  твердаго  т'^яа  выразятся  такими  шестью  уравнен1яки: 

^Х,  =  0.     Уг,-0:     ^;?,-0: 

У I  Г, (.и -^^,1-  X, (V,  -  1/^ >1  -  (I.  (53) 

Если  главный  векторъ  силъ,  нриложевныхъ  къ  твердому  г^у, 
оавачннг  черезъ  Г  (Рх,  Г^,]^,),  л  |'.п1вный  монентъ  этнхъ  гнлъ  около 
полюса  А  черел  в"ЧО/'1.  «,'".  В.'"!,  то 

7.^,=^Х,     ,'.^1у,     Г.^"^,, 

Уравнен1я  (58)  требуютъ,  чтоГш  главный  вектиръ  ириложенныхъ  гил!. 
н  ихъ  главный  номентъ  около  А  равиялис).  нулю: 

р=0:  а(^>  =  0.  (54) 

Другими  словами,  система  п]1иложенныхъ  ввкторовъ,  изображающих!, 
силы,  должна  быть  зквивалеитвою  нулю  (§  24). 

в)  Е(ми  тверлое  1'1;ло  ии'Ьетъ  неиолвижную  точку,  то  беренъ  ату 
точку  ва  нолюсъ  А:  тогда 

8.г^  =  «Уд  =  92^  =  0: 

вар1ац1и  же  дшх,  ^ш,,  !ш,  остаются  вполн^^  произвольными.  Въ  выражении 
(52)  первые  три  члена  сами  собою  обратятся  въ  нуль,  а  коэффи1;1енты 
яря  остальныхъ  дають: 

0^*'  =  О  :     «/"  =  0 :     0,<"  =  О ; 
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или  короче 

т.  е.  главнык    моиентъ  прилохенныхъ  силъ  вокругъ  неподвижной  точки 
долженъ  равняться  нулю. 

г)  Когда  въ  твердонъ  ткл-Ь  завр'&пдена  неподвижно  ц'&лая  ось,  то 
иринимаемъ  эту  лрниую  за  одну  изъ  координптныхъ  осей,  напр.  за  0^. 
Въ  таконъ  слу9а1^  иеаодвнжыость  полюса  А,  какъ  точки,  лежащей  на  оси, 
влечетъ  за  собою  раиенства: 

Ьх^  =  8уд  =  вг'^  =  О  . 

КроисЁ  того  единственпыи'ь  возиожныиъ  двиаен1енъ  т111ла  служить 
вращвн1е  около  02:  поэтому  Р==^  =  0,  а  сл4л-  по  (50): 

Зю,  =  8м,  =  0. 

Въ  выражении  (52)  останется  теперь  только  одинъ  посл'Ьдн1Й  чденъ, 

который  и  дасть 

а,ш  =  о  :  (55) 

т.  е.  главный  мохентъ  нриложенныхъ  силъ  вокругъ  неподвижной  осп  дол- 
женъ быть  нулемъ. 

л)  Пусть  твердое  т1Ёло  опирается  тремя  точкаыи  иа  плоскость.  При- 
мемъ,  410  плоскость  опоры  параллельна  ХОУ,  тогда 

!л^  >  О :     Зо),  =  йш,  =  О ; 

если  пред1го.тожимъ,  что  гЬло  ножегь  сойти  съ  плоскости  въ  сторону  по- 
ложительнаго  папрявленЬ)  02. 

Разсиатривая  спач)Ь1а  т*  перенЬп1,ея1я,  который  оставляють  систем? 
на  связи  (8г^  =  0),  изъ  (52)  находииь  услои1Л  ):авцов'Ьс1я: 

Т'",  =  О :     /';  =  0 :    6'.'"  =  О  ; 

т,  е.  главный  векторъ  приложен пмхъ  силъ  поряаленъ  къ  плоскости  опоры, 
а  главный  моиентъ  ихъ  параллеленъ  этой  плоскости. 

Но,  такъ  какъ  связь:  г^  =  с(тз1,  неудерживающая,  то  сюда  присое- 
диняется еще  услоте: 

т.  е. 

^;  <  0. 
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ИЪ,  0||ред1Ьлеа1е  положеп1Й  раваов1|с1я  арн  еялахъ,  ня^ющихъ 
потеиц1адъ.  Цусть  система  отнесена  къ  произвольнынъ  коордвнатянь  д^; 
аачало  возжожныхъ  аерен'Ьщен1й  для  такихъ  Еоординать  по  (34)  инЪегь 

N 


Если  силы  шгЁютъ  иотеащалъ,  то  ио  (30)  §  11*7: 
I  сл'бд.  предыдущее  равенство  нохво  переиисат^.  такъ: 


Е 


^а5,  =  8С/  =  0.  (56) 


1  =  1 

Мы  видимъ,  что  ра8ыскан1е  аоложцн1й  равнов^с1я  своднтсл  въ  раа- 
схатриваеионъ  сдуча'Ь  къ  опред^лешю  услов1Й,  при  которыхъ  иервый 
дифференц1алъ  силовой  фунЕЦ1и  и  обращается  въ  нуль;  другими  словами 
подожеи1я  равнов(с1я  совцадаютъ  съ  т'Ьни  иоложен1ями  системы,  для 
которыхъ  фунБЦ1я  силовая  (или  потенциальная)  инФетъ  га1о.-тах1н1иш. 

Для  координатъ  независимыхъ  придется  искать  абсолютный  мнни- 
нуиъ  или  маБСИмумъ  и  или  Я;  если  хе  координаты  связаны  ]гслов1яии, 
то  наЕсимуыъ  или  мивннукъ  I/  будетъ  относихельныиъ. 

216.  Раввов'Ьс1е  ]'Стойчявое  ш  иеустойчмме.  БритерТуаъ  устой' 
чивоетн.  Положен1я  равнонЁС1я  различаются  но  характеру  днижен'я,  ко- 
торое ножетъ  совершать  разсхатриваемаа  система  въ  соседств'!!  съ  этимъ 
положен1енъ. 

Если  система,  при  достаточно  нолонъ  начальнинъ  укловенш  отъ 
положен1я  равнов11с1я  н  при  достаточно  малой  начальной  живой  сил11,  во 
все  врекя  своего  посл{1Аующа1'0  лиижев1л  будетъ  находиться  такъ  близко 
отъ  110ложен1я  равновесия,  какъ  иамъ  угодно,  то  такое  ноложевЕе  равно- 
в'йс1я  'называется  устойчивынъ,  точн'Ье  —  положев!емъ  равнов'Т|С1я 
устойчиваго. 

Всякое  же  другое  110ложен1е  равнпв^^>с1п,  неудовлетворяющее  при- 
ведениынъ  услов1яиъ,  называется  неустойчивым ъ. 

Для  системъ  консервативныхъ  ^е^еипе-^^г^сЫе^  далъ  сл'Ьдующ1Й 
1[ритер|унъ  устойчивости:  если  силовая  функция  въ  положены  равнов{|С1я 
имЪетъ  навсинумъ  *),  то  это  ноложен1е  устойчиво. 

*)  СоотвЪтствепво  потенц1&львая— миоиигнг. 
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На  саыомъ  д'ЁЛ'Ь,  иусть  функшя  силовая  Л,  эавксящан  отъ  коорд.11- 
натъ  (гистемы  ^^,  им'Ьетъ  въ  по.тожен1и  равнов'Ьс!я  наксинуаъ  XI,  при- 
чекъ  координаты  принимаютъ  яначвшя  ^^.  Если  мм  стане1гь  ар17мептамъ 
Функц.1и  П,  т.  е.  Еоордияатамъ  д{,  давать  паачвнш  все  бол^ке  и  бил-Ье 
отличаю1Ц1«ся  отъ  ^^,  то  сначала  фувкц1я  /7  будеть  убывать,  но  въ 
общемъ  случв'Ь  это  убыван1е  не  будетъ  продолжаться  бе»1[ред1^льно. — 
посл^  того,  какъ  силоиая  функщя  V,  уменьшаясь,  дошла  до  и']Ькотораго 
.чначешн  Пг,  неньшаго  V,  она  снова  ножегь  начать  увеличиваться.  Такихъ 
значвнШ  Ц^1,  вообще  говоря,  найдется  ]бе»численное  множество;  выбе- 
ренъ  иэъ  нихъ  наибольшее  и  положительную  раинш^ть  17  —  /7,  означинъ 
черезъ  Е^: 

П,  =  V    -  Е^. 

Всякое  значин1в  I'  между  1Т  и  (1^  мы  моженъ  представить  схЬдуя»- 
]11,имъ  образонъ: 

и  =  V  ~  г\  {57> 

РД* 

Выведемъ  разсмагривяемую  систему  иаъ  нолохен1я  равнов'Ьс1я  н 
пусть  въ  нячальноыъ  положен1И  (1=  11^.  Начальное  111>ложен1е  выберемъ 
такъ,  чтобц  11^  было  меньше  V — Е^,  т.  е.,  какъ  гонорятъ,  чтобы  V» 
.1ежало  въ  области  максимума  11:  тогда  110*(57>: 

и^  =  V  -  в„^  (68) 

Но  Апижен1е  консервативной  системы  нроцсзсодитъ  согласно  съ  ннте- 
|'ря.10мъ  пивыхъ  силъ  (54)  §  195: 

Т  =  V  -\-  к 

или,  если  постоянную  к  оп|1ел11лить  по  начяльнымъ  услов1ямъ: 

Т  =  Г  -\-  То    ~  11„. 

По  (58*  иы'Ьемъ: 

Т  =   II  ~   ГГ  +  во^  +  Го . 

Такъ  какъ  живая  сила  Т  системы  количество  суи^естаенно  положи- 
тельное, то  написанное  равенство  требуетъ,  чтобы 

Г  -    (]  <   е„2  +  То.  (69) 

0|д|1|гес1  оу  СлОО^  I С 
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Если  теперь  начальную  живую  силу  выберемъ  столь  малою,  что 

Ев^  +  Те  <  К^, 

то  во  все  вреня  движенЫ  системы  II  №  выидеть  инъ  оПласти  ■аксимумн 
П.  При  тоиъ  ясно  изъ  (591,  что  всегда  ножно  такъ  иодобрать  Во  и  То, 
чтобы  С  было  сколь  угодно  близко  къ  и,  т.  е.  чтобы  система  въ  своемъ 
лннасен!»  такъ  мяло  улллилась  <пъ  положегпя  раиновЬ^н.  какъ  намъ 
угодно,  что  и  доказываеть  теорему  Ье^еипе-В1псЫе1. 

Прин'Ъры:  а)  Легко  вид'Ёть,  тго  ииложенш  равноиМя,  найденных 
нами  въ  11ри»1*р'Ь  а)  1^  214  пютвЬтствуютъ  тах.-т1штит'у  силовой 
функц|и  ("37): 

гл*  Гц  рнястонН1е  между  рамснатриваемыми  точками.  ДЬйстнительно,  для 
ао.1ожен1й  перпаго  рода  Г1г=0,  т.  е.  доетигартъ  своет  мипиыуиа,  а  для 
пагокевШ  второго  рода  Гхз  принимаетъ  :шачен|л  иак[-имал1.выя  для  то- 
чекъ,  не  нокидяющихъ  эллиисонда. 

[1оложеи1а  рявнов'11(.'1Я  пе])]»)!^  рода  соотв4тствуюгь  иаксимуму  /' 
прн  |Ь<0  и  минимуму  при  к^О,  слЪц.  эти  положен1я  устойчивы,  ес.ш 
точки  иритягйваютця,  и  неустойчивы,  если  оН'Ь  опалкиваются.  Обратное 
вн'1етъ  Н'Ьсто  для  иоложен1й  вториго  рода:  они  неустойчивы  для  нритя- 
1№Н1Я  н  устойчивы  для  отталкиванЕя. 

6)  Оаред1Ьлить  ноложен1Я  равнцв'Ёс]я  системы  тнжелыхъ  точекъ. 
Нанравимъ  О^^кертикальпо  книзу,  тогда  нроэвцж  силы  ^^^(X,  Уи^!), 
приложенной  къ  какой  либо  точк'^  массы  От|,  будутъ: 

Х,=  Г,  =  0:     2,  =  пц,,: 

гд'Ь  д  ускореше  тяжести;  слфд.  д.1я  си.юной  функц1и  17  но  (ЬЪ)  §  195 
ин1;енъ  сл'Ьдующее  выражцн!е: 

откуда 

11=^  дУ,щг1=!,Мг,.  (60) 

если  чреаъ  ^с  означинъ  координату  центра  инерщи  Система  будетъ  въ 
равнов&сж  въ  такихъ  иоложешяхъ,  для  которыхъ  при  всевонможимхъ  !■«'- 

^уI,.е.^с^С0Оз1с 
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1}ен'Ёщен1яхъ  сисгены  иентръ  инерц1и  движется  горизонтально  1?г*=0). 
Если  иритоыъ  для  разснатриваемаго  п(>ложен1я  центръ  инерщи  лехитъ 
ниже,  ч'Ёиъ  для  снежныхъ  вояножаыхъ  лоложен1й  системы,  то  это  поло- 
жев1е  булетъ  устойчипымъ 


I))  Тяжелая  однородная  квадратнял  пластинка  ЛВСО  (Фиг.  90)  ио- 
жетъ  В1>ащять(-.я  въ  вертикальной  плоскости  около  своего  угля  А.  Къ 
ближайшему  углу  квадрата  В  привязана  нить,  иерекинутая  черезъ  блокъ 
В  и  натягиваемая  грузомъ  1^.  Беэконечномалый  блокъ  Е  расдоложенъ 
вертикально  надъ  А  въ  разстояи1и,  раввомъ  сторон'Ь  квадрата.  Величина 
груза  ^  относится  къ  вйсу  Р  пластинки,  каст.  1  :)^2.  Найти  1голожен1я 
равнов^1я  системы*). 

Система  им'!&етъ  только  одну  стеаеиь  свободы,  и  ноложен1е  ея  виолев 
определяется  углонъ  2АС  между  вертикалью  книзу  А2  и  д1агоналы> 
АС\  назовенъ  зтотъ  уголъ  <р.  Центръ  инерц!»  квадрата  лежитъ  въ  О  на 
нерес*чен1и  д1агона.|1ей  АС  и  ВВ.  Если  сторону  квадрата  положит 
равной  а  и  примемь,  что  начало  воординатъ  совпадаетъ  съ  А,  то  кщ- 
дината  г  цент1ж  инершн  квядрата  будетъ: 


Съ  другой  стор^жы  координата  г  груза  <^  выразится  но  услов!» 
дан! я  твЕь: 

—  «  -)-  /^  —  ^«  а*«  -^ , 

если  ояначимъ  черезъ  Ь  длину  нити  (^ЕВ,  а  черезъ  »  уголъ  КАП. 
По  (60)  силовая  функц1я  для  данной  системы  будетъ: 


=  ^|«~'-+^ 


•)  МаНь  Тг1ро8,  1855. 
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Но  между  углами  'р  и  ю  ин'Ьен'ь  сл'Ьдуюш.ее  соотношен!»: 

^9-\-  ^  САВ-\'  ^  «=п. 
иди 

у-1-«  =  -1Г. 

Поэтому 

Приравнивая  нулю  п)>ои8ВОДную  отъ  /7  по  »,  инФенъ: 

дО  7а  I       »  /         п\1       „  Ра   .    /и       ш\   .    /Зш      пХ 

*»  у-2\       2  \         +Л  ]/-2       \4       2;       \2        4/ 

Отсюда  получаенъ  четыре  положен[я  равнов'Ъая: 

1)    .,_|:     2)..  =  |:     3)»,=  ^:     4,..=  ^. 
Ё1сли  подчнслнмъ  вторую  ароизводиую  отъ  П. 

дли  вайденныхъ  выше  »начен1Й  ш,  то  окажется 

д^и       ЗГа    .    г.        И'а  ^  ,, 

для  «1      т-г  =  —у^  ■""  к"  =  ^~7^  ^  "• 


,/2 

<  0; 

3  №  , 

2(/2  ■* 

0; 

ЗРа 

<0 

Сл'бдоватедьяо  первое  и  третье  110ложеп1я  неустойчивы,    а  второе  I 
четвертое  — устойчивы. 


1уСооз1е 


ГЛАВА  XXXI. 

Ра8новЪс1е  нитей. 

'Л7.  Ннтевые  н  етержневые  яиого]^гольявки.  Уелов1в  яхъ  равно- 
8Фс]я.  Систена  нате[)1альныхъ  точекъ,  ибъ  которыхъ  каждая  соединевн 
верастяаиныии  нитями  или  иеизнфняеныии  етераснякн  съ  двумя  дру- 
гими, носиг-ъ  нааван1е  сомкну таго  нитевагоили  стержневого 
многоугольника.  Если  же  дв4  крайшя  точки  не  связаны  другъ  съ 
другонъ,  и  сд^А-  каждая  нэъ  нихъ  соединеиа  лкшь  съ  одною  ивъ  точев-ь 
системы,  то  нногоугольнихъ  называ1!тсм  раэомкнутымъ. 

Означинъ  черезъ  гп!  пассу  какой  либо  точки  системы;  координаты 
атой  точки  пусть  будутъ  Х1,  уь  Я|.  Примемъ,  что  »  =  0, 1,2,...»,  т.  *-. 
пусть  число  точекъ  равно  »  +  1.  Силу,  приложенную  къ  точк*  Ш!,  назо- 
вемъ  ЩХ!,  Уи  21\  и  разсмотримъ  усломл  рапяоаЬс1Я  даннаго  многоуголь- 
ника нодъ  д'Ьйств1енъ  этихъ  силь*).  Начало  возиожныхъ  перем-11щен1й 
въ  на<;тояи[енъ  случа*  даетъ: 


У  1Х,8аг;4-  Г,8у,  +  -^1^'г<'  ^  О- 


Для  стержаеваго  нноугольника  мы  должны  сохранить  лишь  внак-ь 
равенства. 

Если  нноу1Ч>льниЕЪ  сомкнутый,  то  уравнен1я  См-^-М  связей  свстеим 
будутъ: 


'.■./+1  -  I'  {X,—x^^.^)^'  +  {у^—у^+^ )!  +  (.г(-гц-,Я  >  «: 
(2) 

*)  Прцаиааетса,  что  сп.ты  ^|  дави  ии  величии*!!  в  ао  направдешю  и 
сд-Ьд.  не  зав1гсятъ  отъ  иолохоихн  точекъ  ш! .  ВсЬ  пося'Ьдтющ^я  разсуждеи1я 
ведется  ль  этонъ  иредположевЕЯ. 

^уI,.е.^.^V.^-.ОО^IС 
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Зд^сь  постоянный  I  равны  длйнФ  соотвЪтственныхъ  авеньевъ.  т  е. 
длин^Ь  нити  или  стержня  неясду  двунн  точками.  Конечно,  дли  стержнеА 
надо  анакъ  неравенства  отбросить. 

Когда  мноугольникъ  разомкнуть,  связей  будетъ  только  ».  а  именно 
посл'Ьлвее  иш  уравнен1Й  12),  вмражаюи^е^-  связь  между  крайними  точками 
т,  и  *Кя  тогда  отсутствуетъ. 

Продифференцировавъ  каждое  изъ  уравнен1Й  связей  (2),  нолучннъ 
услов1я  ,ия  воэможныхъ  пере11*щен1Й  системы: 

'у-И-1  'у  ..+1 

'у.И-1 

Для  раяомкнутяго  V=0,  I  ,2,..,я  —  1;  для  сомкнутаго  -V  =  0,  1,..». 
ири  чемъ  п-\-1  надо  »ан'1Ьнить  нулемъ. 

Принимая  во  внинан№  (Я)  изъ  (1)  но  >^  214  вынодинъ  сл'Ьдуюи(1я 
уравнен1я'равно1гЬс1я  для  сомкнутаго  многоугольника: 

Х.-»..,  ^^^^ -».,.  ^^!!Р^  =  0: 


Х,-1,. 


1 

—  V" 

1 

«0 

-  г„ 

Количества  X  представляють  собою  множители  соотвЪтственвыхъ 
связей  *);  для  стержневого  многоугольника  X  могутъ  быть  и  ноложительвы 
й  отрицательны,  а  д.тя  нитеваго  только  положительны. 


*)  Ц'ь  вастоящем'ь  сдуча-!)  ниожптел!  какъ  разъ  раввяютск  саиимь  реак- 
ишъ;  это  сд')1дуетъ  1пъ  (15)  §  181,  такъкакк  Д1|фферсац1а.1ьиме  параметры  с  вазе  В 
(2)  ровны  единицам! . 


^д|,.е.^с^С0Оз1с 
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Уравнени   равноь^Iк^я    нногоугодьнива   разоыквутаго   будутъ   тНггь 


X, 

- 

». 

'    и., 

0: 

г. 

- 

>. 

т  —  VI 
'     г.., 

■«; 

г. 

' 

>0 

«.    -    »1 

=  «: 

X, 

-1 

■' 

х^ 

ТГ: 

^-1..,^ 

—  а;п 

—  0: 

-к 

■  ,. 

г» 

7- 

г: 

-  -1.-...- 

г.- 

—  г.-1 

'     !. 

-!.^. 

X. 

- 

>. 

Хп  —  Х,-1 

=.(1: 

У. 

- 

». 

*.-.»-. 

!.-,,. 

—  0; 

г. 



>. 

^«  —  г.- 1 

=  0. 

(б) 


Уравнешл  (4),  числохъ  (Зи+3),  содержать  въ  себЬ  (4п-|-4)  яеив- 
в^тныхъ:  (Зп--{~3)  коорлииаты  и  (»-)-!)  нвожителеЙ  связей.  Къ  втинъ 
уравнен1янъ,  если  связи  ие  ослаблены,  надо  присоединить  еще  (н-}-!) 
ура8аен1й  связеЯ  (2).  Сл11д.,  повидимоиу.  число  ураваен1й  равно  числу 
неияв11стныхъ.  Но,  если  ны  сложиыъ  поч.1енно  вс-Ь  тЪ  уравнен1я  (4),  ко- 
торый содержать  координаты  х,  то  нолучимъ; 

У  X.  =  ().  (6) 

Это  уравнетц  свободно  отъ  координагь  точекъ*)  и  кыражаетъ 
собою  у(-лов|е  только  относительно  задянныхъ  гиль.  Подобнынъ  образоиъ 
найдвмъ  е11(е  два  уравнеи1я: 

V  у,  =  0:     Уг^  =  ^}.  (7) 


}  См.  цредыдттее  ири11'Ьчан1е  о  си^аIЪ  /'<. 
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Выведенныя  ур&ввенш  требу  ютъ,  чтобы  глявный  вектор'ь  аадан- 
ныхъ  силъ  равнялся  вулю.  Легко  поаять,  почему  уелоп1Я  (6)  и  (7)  долхвы 
быть  выполвеиы.  На  самонъ  д'кгЬ,  представимъ  себ'Ь,  что  нногоугольаикъ 
аатверд'Ьлъ  въ  своенъ  положен1н  рявнов11С1я:  отъ  этого,  очевидно,  равво- 
в^с1е  не  нарушатся,  а  для  вензхЬвнемоЙ  системы  по  (53)  §  214  одяикъ 
и8ъ  условий  равноа'1ю1я  являются  равевства  (6|  и  (7). 

йтакъ  оказывается,  что  (4п  -|-  4)  веизв'Ёстныхъ  няло  опред'кяить 
иаъ  4,4п-1-1)  уравнен1Й.  По  исключен!»  (п-Н^)  ■'иожителей  связей  (Зп-(-3> 
коордиваты  будутъ  связаны  лишь  Зп  уравиен)лхи,  такъ  что  три  коорди- 
наты иогуть  принимать  произвольны»  звачев1я.  Другими  слонами,  одной 
изъ  вершинъ  многоугольника  можно  дать  ниолн^;  произвольное  положеи1е. 
Еслнбы  какой  нибудь  изъ  множителей  1  оказался  ранныиъ  нулю  (связь 
ослаблена),  то  соответственное  урнвнен1е  спязи  надо  заменить  нерапен- 
ствокъ,  и  тогда,  конечно,  неопред'1>ленност1,  станетъ  еще  большею. 

Зам'1Ьтимъ,  между  прочинъ,  что  кажлыя  три  взаимно  ураввов'Ъшкваю- 
Щ1НСН  силы  Ри  )<_1.|  и  1|.(ц-1,  приложенныя  къ  точкЬ  щ,  должны  лежать 
въ  одной  пл1)скос'1'и.  А  такъ  какъ  направлен!»  |]еак111Й  1  совпадаетъ  съ 
напра8лен1емъ  соответствен ныхъ  звевьевъ,  то  слЬх.  сила  1;\  съ  двумя 
звеньями  «ч-г  П1|  и  Ш]  гщ.^.!  лежитъ  въ  одной  плоскости.  Легко  проверить 
ато;  пусть  черезът|..1,  т1,т(+1  цроходитъ  плоскость  ХОК  .Р|_1=Г(=Л1+.=0; 
тогда  изъ  уравыешй  рав11ов^.С1я  выходнтъ:  ^{  =  0. 

Все  сказаннов  о  занЕ^нутоиъ  нногоугольник'1|  относится  съ  небольшими 
изм'Ьнен1лии  и  къ  разомкнутому.  Число  уравнен1Й  (5)  между  координатами 
и  1)еакц1янн  13п4-3),  а  пеизв^-.стныхъ  (4п-1-3):  (Зп-ЬЗ)  координаты  и  и 
реакц1Й.  За  то  и  добавочныхъ  ураввеи1Й  связей  всего  п,  такъ  какъ  оо- 
сгЬдпее  изъ  уравнешй  (2)  отсутствуетъ.  Изъ  (5)  о:1лть  выводимъ  равен- 
ства (6)  съ  (7)  и  ел'Ьд.  убЬждаемся,  что  воложеше  одной  изъ  точекъ, 
напр.  тд,  можетъ  быть  выбрано  произвольно. 

Три  первыл  и  три  послф,дп1Я  изъ  уравнен1Й  (5)  прнводягь  къ  равен- 
стванъ: 

Хо:Го:2,  =  (х^  —  хО  :  Гуо  -  у.) :  (г,  —  г.); 

(8) 
Х-  :  У„  :  2,.  =  {ж-,  -я») :  (у,-,— у,) :  (.?--,—*■„). 

Отсюда  заключаемъ,  что  крайни  звенья  совиадаютъ  по  направлен!» 
^съ  силами,  приложенными  къ  крайаимъ  точкамъ  многоугольника. 

Когда  разомкнутый  миогоугольвикъ  нлоск1Й,  т.  е.  когда  веб  дав- 
оыя  силы  I'^  параллельны  одной  и  той  же  плоскости,  то  для  опред'Ьлев1Я 
формы  рвв11ов1№1я  тясого  мЕогоугольвика  съ  большннъ  удобствонъ  приме- 
няется граф11ческ1Й  пр1емъ.  Мы  уже  вид^^ли  выше,  что  г10ложен1е  одной 
ивъ  вершинъ   мпогоугольвикв.   ваир.    крайней  точки   то,  можво   выбрать 
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произвольно.  Пусть  (фиг.  91)  эта  точка  погЬщена  въ  т»  и  пусть  сиа  Т^о. 
приложенная  къ  ней,  изобразится  векторомъ  та^'о-  Звено  Мо  «1  должно 
ио  (8)  И111'>ть  направление,  €0ваада1г>11|.ее  съ  *п»^о;  притонт.,  если  много- 
угольникъ  стержневой,  то  ати  звено  нохетъ  быть  направлено  беяраздични 
огь  то  къ  7^0  или  нъ  обратную  сторону,  а,  если  нногоугольникъ  нятевый, 
то  звено  можетъ  идти  лишь  такъ,  какъ  показано  на  чертеж-Ь.  Отлохииъ 
въ  ностриенноиъ  направлен!»  длину  2(||  звена  тат|,  цодучинь  вершину 
многоугольника  Ш!-  Реашйя  )>о|  должна  равняться  сил^  Рц\  слЬл-  реакц1'м 
Х|.о,  нриложеннан  къ  ту,  будетъ  иавЬстна  и  но  величнн'Ь,  н  по  направле- 
Н1М.  Итакъ  лиЬ  уже  извЬстяыя  нанъ  силы  ^|  и  ^к^о  уравнов^шнваютгл 
въ  точк*  »М|  реакц1ею  11.8  второго  звена.  Цостроииъ  равнодействующую 
Ф|  силъ  ^',  и  >|.о,  011])ед'1>лимъ  величину  и  нааравлен1е  11;.  Само  !1веш) 
опять  иожетъ  для  стержневого  многоугольника  ин^^ть  то  или  другое  ва- 
прйвлен1е,  а  д.1Я  нитенаго  только  одно,  которое  и  построено.  Отложивъ 
длину  1,3  звена  т,  (%,  найдемъ  в^^ршину  т^.  Продолжая  поступать  тякикъ 


образонъ,  мы  очевидно,  съум'Ёемъ  построить  всё  увенья  иногоугольниво; 
прпчемъ  для  посл'Ьдпяго  (я-|-1)— го  звена  ло.1жно  оказаться,  что  его  на- 
правлен1е  совмадаетъ  съ  Р„.  Позьмемъ  произвольный  полюсъ  О  (Фиг.  92) 
и  иэъ   пето,  какъ  изъ   началп,   начненъ  строить    геометрическую  сумму 

силъ  Го,  Рх р„,  т.  е.  пусть  (о/"о)=Ц'о>;  (/■вЛ)=(Л);---;'/'— 1/'->=(^^Д 

Тогда  по  (С)  и  (7)  мнотоугольнивъ  О/оЛ--/*-  обязательно  замкнется,  и 
глЪд,  /*■  совпадетъ  съ  О.  Нетрудно  сообразить,  что  векторы  О/Ь,  (Уь  ...ОЛ 
представятъ  собою  реак111и  1о.,,  ).1,),...!и-1.>>  соотв'ктственяыхъ  звеньевъ. 
На  сямонъ  л'Ъл'Ь,  реакц1я  1о.1  геоиетричесви  равна,  какъ  мы  внд'Ёли,  снл^! 
Ж^,  т.  е.  выражается  векторомъ  0(ь\  ревкшя  )12-1  служить  ■'еометрическои 
суммою  1].о  и  ^1,  т.  е.  выразится  векторомъ  ОА  н  т.  д.  до  реакфн  ^-{.и. 
которая  по  предыдущему  должна  равняться  сил'Ь  Рщ  н  сл^Ьд.  выразится 
вектортнъ  0(н-  Такимъ  образомъ,  'если  построенъ  многоугольиикъ  сил- 
0^1 /я  ■ . /'н-1,  то  мы  ножемъ  тотчасъ  же  построить  и  положепЕе  равнм^ли 
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иятеваго  многоугольника,  а  также  графически  опред'ктть  ватяжеи!» 
звеньевъ.  Между  д^аграинани  н.ти  фигурами  91  и  92  можно  вывести 
также  друг1я  любопытный  соотйОшен1я,  которыя  и  легли  въ  основан1в 
одяого  и»ъ  отд'Ьлпв'ь  11рнклв.1ной  Механики,  носясияго  на9вав1в  Графи- 
ческий Отятики. 

218.  Урявиен1я  равяов'6е1я  свободной  нвти.  Предстнвинъ  06611. 
что  звенья  стержневого  нио1Ч)угольвикй  становятся  безконечво  малы,  и 
<:хЬл.  ирн  постоянной  конечной  длнн1|  пцриметра  число  вершинъ  его  без- 
гранично воврастветь.  При  згонъ  иреднолагаетси,  что  силы,  приложенным 
къ  вершиняиъ,  булутъ  также  безконечно  налы,  во  что  |*.1аннмй  векторъ 
силъ  остается  величиною  конечною.  Тогда  въ  предал*  вм-Ьсто  ино1'оуго.1ь- 
вика  ны  аолучинъ  некоторую  матер1альиую  гибкую  нерастяжикую 
нить,  ио  К0ТО1ЮЙ  распрел'кчены  лриложенныя  силы.  Относительно  силь 
допускаеиъ,  что  он'Ь  приложены  кь  нити  си.юшнымъ  обряшх-ь,  т.  е.  что 
силы,  дМствующш  на  двЪ  безконечно  близкая  точки  нити  бесконечно  мало 
другъ  огь  друга  отличаптсл. 
Фиг.  93. 


Прежде  ч^Ьмъ  перейти  къ  ])азбору  условий  рявпов'!Ьс1я  твкихъ  нате- 
р1альныхъ  нитей,  зан'^.тимъ  предварительно,  что  сами  бе.яконечпо  малыя 
силы,  очевидно,  не  могутъ  быть  введены  непосредственно  нъ  апалнэъ. 
Вместо  силъ  войдутъ  слЪдующ1я  количества,  т)1сно  съ  ними  свпзаянмя. 
Возьмеиъ  какой  либо  отр*80къ  нити  ВВ\  а  на  этомъ  отр-Ьзк-Ь  или  на 
[■раниц*  его  н-Лкоторую  точку  А  (Фиг.  93),  Пусть  длина  отрЬзка  ББ" 
будетъ  Д5.  НаЁдемъ  главный  векто])*  Ф(Фх,  Ф,,Ф,)  силъ,  приложенныхъ 
1ъ  ВВ*.  Но  услов1ю  при  конечности  Д5  этотъ  векторъ  самъ  будетъ 
конечныиъ.  Огрето  вектора  Ф  разсмотринъ  векторъ  .^1  {Хх ,  У] ,  2\), 
им11Ю1ц1й  своими  про»кц1ямн  на  оси 

^     Ь     Ь.  (9) 

Ля       Дя      Дх 

Иредставинъ  себЬ  тенерь,  что  точки  В  и  В*  стремятся  совнасть  |гъ 
А\  тогда  отношен1я  (9)  принииаютъ  неопред'к1енный  видъ.  Допустимъ, 
что  отношения  эти  им11ютъ  конечные  пред'Ьлы,  т.  е.  пусть 
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гд'Ъ  X,  У,  X  конечныя  величины.  Въ  такомъ  случа-Ь  векторъ  ^*^Х,  Г,  2). 
служаш,1й  пред'Ьложъ  вектора  Т\{Х\,  Г],  2^,  носить  наэваше  силы. 
приложенной  къ  точе-Ь  А  и  рязсчитавной  яа  единицу  длины 
нити.  На  санонъ  д'К||11,  еслибы  отр1^овъ  ВТ$  ста.тъ  равнымъ  единиц^"* 
(одноиу  сантиметру),  если  бы  опъ  спряиился  и  совпалъ  съ  отр'Ьэкомъ 
^^'  =  1  сант.  на  каспте.1ьноК  къ  нити  въ  Л  и  если  бы  по  всему  отрезку 
^^'  силы  были  распред'&лены  такъ,  какъ  по  нити  въ  сосЬдствФ  съ  точкою 
А,  то  главный  вевторъ  такихъ  силъ  равнялся  бы  Р. 

Озпячяиъ  безконечно  малый  влеие^нтъ  нити,  содершащ1Й  точку  А, 
черезъ  йб\  тогда,  по  предыдущему,  сила,  приложенная  въ  этоиу  элементу, 
будетъ  им^ть  своими  про»кц1ями  на  оси: 

Ха%.   ГЙ8,  2А!,  .  (10) 

Количество  Ж  не  однородно  съ  силою;  единицею  ^^  служить  не  дкна, 
а  следующая  величина 

дина  грйммъ 


сант.       (секунда)^ 

Чтобы  найти  услов1я  рав110ь1'.с1я  гибкой  нерастяжиыой  нити,  обра- 
тимся къ  началу  возножныхъ  [1ерем1;ще[11й,  при  чемъ  для  общности  пред- 
положнмъ,  что  нить  разомкнугал.  Тогда,  если  нока  означниъ  черезъ  Ь 
позыожвую  работу  силъ,  приложенныхъ  къ  концаиъ  нити,  получаеиъ  ио(10>: 

/,+  (  {Х8.);-|-У8г,  +  2гл)(?5  =  0.  (11) 

гд4  интегрирование  должно  быть  распространено  па  всю  длину  нити.  Связи 
разснатрнваеной  системы  представятся  ракенствани: 

*  =  еошЬ  (12) 

Число  такихъ  связей  равно  числу  ялементопъ  нити.  Дифференцирует, 
каадое  изъ  уравнев1Й  (1^),  уиножаехъ  на  соотв^тствепный  множитель  я 
сумму  полу<1е11пыхъ  пыражен!й  лрибамяемъ  съ  обратнымъ  гшаконъ  къ 
(11),  тогда  ин'Ьемъ 

Л-1-  Г(Хгх  +  Г8у  +  ггг)(/м—  I  Аг*!  =  0.  (13) 

Конечно  и  второй  интегралъ  распространенъ  на  всЬ  элементы,  т.  е. 
на  всю  длину  нити. 
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За1г|няя  ^  его  вмражен1е11ъ,  находииъ: 


Подставляя  отсюда  въ  (1^),  вайдеиъ  члевы  вида: 
Прин^^ыихъ  И[1тегрн1ював1е  по  частямъ: 

= »■  (§),  '''■-'•  (§)/'"-  ]  -Ж""  •  "''•*• 

Зд^Ёсь  значки  О  и  I  покааываютъ,  что  звачешн  соотв^тствевныхъ 
колнчествъ  надо  взять  для  того  или  для  другого  конца  нити. 

Сд1Ёлавши  подобнмя  преобразования  съ  остальаыии  членаии  и  под- 
ставивъ  вм'Ьсто  X  его  зяачен1е,  находииъ  овончателЕ.но'. 

XI  6а:,  +  Уг  ^у^  +  ^1  Ьг^  Ц-  Х^  Ьх^  +  Го  ^!/а  +  ^о  8^о  - 

-Ч(^).'-+Ш>+(^).'-}+ 

ЗаЬ:ъ  ыы  ыожемъ  уже  считать  ъсЬ  вар1ац1и  вполне  прои:)80льныии, 
сл^д.  коэффиц1ентм  при  этикъ  вар1ац1)1хъ  какъ  вн!;  знака  интеграла,  такъ 
н  въ  подъинтегра.1ьномъ  выражсн1и  должны  быть  ну.тяни. 

Подъинтегральная  функцш  даетъ  намъ  сл4дуюпоя  уравнен1я  равно- 
в^1Я  Д.1Я  внутренняго  эленен1'а  нити: 


ГАВН0ВФС1В  нитвй. 


1  ^>\  =  О 


ал) 


Члены  кн'1Ё  интеграла  даютъ  пограничник  услов!я: 

■^-4^="^  ^--4*).="^  ^■-'■(Д-"^ '"' 

Х.  +  Ц^)=„.      Г.  +  Ц^)^»»:     ^.  +  Ц^)=0.    <.7, 

Множитель  1  представляеть  собою  ничто  иное,  какъ  натажен1е 
нити.  т.  е.  ту  силу,  которую  надо  было  бы  приложить  по  касательной  въ 
любой  точк^  нити,  еслибы  мы  въ  этой  гочгЬ  нить  |>азр'Ьэали,  но  пожел&ли 
бы  не  нарушать  равнов']^с111. 

Силы  Ро^X^,,  Го,  2о)  и  р1(Хъ  Гь  2\)  однородны  съ  диною;  сила 
Р{Х,  Т,  Е),  какъ  вид*ли,  съ  ними  неоднородна. 

Мвх8ническ1Й  сныс-лъ  множителя  )1  особенно  лсенъ  въ  пыражен1яхъ 
(16)  и  (17),  ияъ  которыхъ  видно,  что 

1о= ^о;     11  =  +  *■!■ 

Пусть  ось  х-овъ  параллельна  вясательной  въ  коиц1Ь  А^  нити,  ори- 
томъ  той  половине)  касательной,  которая  идетъ  въ  сторону  возрастан1я  я 
Тогда: 

Пусть  лал'Ье  Ь\  идетъ  прямо  противоположно   ОХ: 

Хо  <  0:  ,   )■(,  =  ^0  ==  0. 

Тогда  видинъ  иаъ  (17),  что 

1о  >  0. 

т.  е.  ватяжви1е  считается  положительны  нъ,   если  направлеи1в  его  совип- 
даетъ  съ  положительны мъ  направлен]емъ  дуги  .1. 
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иоложннъ  теверь,    что  одинъ  наъ  концовъ  нити,  нанр.    Лц.  нвсвобо- 
денъ  н   долженъ  лежать  на  данной  поверхности: 

Ч> 'я^о.  »о,  ^о)  =  О  (18) 

Тогда    вар1ац1и  д^:|)1  ^уо,  ^*о   оерегтануп.   быть    про11звол[.ными,    а 
будутъ  связаны  условгемъ: 

Униоживъ  это   равенство  на  я^которыЁ    множитель  (Ло  и  ирибанивъ 
к'ь  (14),  получимь  вм'Ьсто  (17)  с^бдуюцця  уравненЕя: 

Рклибы    СИ.1П    ^^    отсутствовала    (/■о  =  'И,    то    изъ    (19(    цолучасмъ 

или    Ао  =  0,    Н.1И 

(*).'  (*).'  Ыг  Ы.'  (*).'  (''').■ 

т.  е.  или  конечное  натлжен1с  равно  нулю,  нлн  конечная  касательная  нити 
должна  быть  норна.1ьна  къ  поверхности  (18). 

Когда  предписано,  чтобы  конецъ  нити,  напр.  Л],  лежа.1ъ  на  данной 
кривой: 

XI  =  <р(о),  У1='^{а),  г,  =  6(0):  (20) 

гд*  в  .иина  дуги  кривой,  тогда  вар1ац1и  Ьх, .  !»/1,  8/,  выразятся  черезъ 
одну  независимую  вар1ац1ю  Ьо: 


А  потому  вм4ст<)  (16)  найдемъ: 
Лт:,    ,         <^у^    I         </г,  (  (Ьч     1ах\    .     Ау^  ((}у\    ,    (/г,  /йг\    |  _ 
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Если  ^"1  =  0,  то  отсюда  вытекаетъ  либо  111^0,  либо 

Ъ  [аз)^'  113' \^е)^'^  йа  [аз)^        ' 

т.  е.  или  конечное  натяжен1е  нуль,  или  воивчная  васательная  нити 
нормальна  въ  вривоб  (20). 

Наконецъ,  вогда  одивъ  изъ  концовъ  нити,  напр  Ло,  яакр'^олен'ь 
неподвижно,  варгащи  З^о  =  8уо  =  й^о  =  О ,  и  сл'Ьд.  услов1я  (17)  вовсе 
отпядаютъ. 

Воэвращаеися  къ  уравнешяиъ  (15);  имъ  нохно  дать  другую  форму- 
Съ  этою  ц']&лью  раскрываенъ  л1вую  часть  перваго  изъ  уравнен1в  (15)  и 
зан^^няенъ  X  черезъ  Рео8(Р,х);  тогда  мийемъ: 


гд'Ь  Т  И8правлен1е  1^сательной  къ  нити;  а  по  (38)  §  32; 
Л^х соз  (р  д;) 

если   р  рад1усъ  кривизны  нити;    поэтому    предыдущее    ураввен1е    ногно 
нереписать  тавъ: 


Сюда  присоединяются  еще  два  уравнен1л: 

^  ст (Те)  +  -  соз (р е)  +  Гсо8(1'г)  =  0. 

Если  полученныя   уравнен1я  унножимъ  соотв^тствевно  на  со${Тх\, 
со8(Ту),  со8{Тг)  и  сложимъ,  то  найдеиъ: 


'^-{-Гш<1^Т)  =  а.  (21) 

аз 


В|д|1|гес1  оу 


0001^1^' 
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Подобнынъ  образомъ  легко  подучинъ  еще  два  уравнения: 

(22) 
Рсо8(Р.Ь)-=0;  ■ 

если  черезъ  Ь  означинъ  направление  бнцорнали  бъ  нити. 

Три  уравнен1я  (21)  и  (22)  могутъ  заиЬнить  собою  уравнен1Я   (15). 

Аналопя  выведенныхъ  ураввен|й    съ    уравнениями   даижен1Я    мате- 
р1альной  точки  (5)  §  93  очевидна  сама  собою 

219.   Интегрирован1е   уравиен1й    равновФс]я   евободвой    вятв. 

Относительно  интегрирован1я  уравнен1Й  равно8'Ьс1я  (15)  или  равносильвнхъ 
инъ  уравнен1Й  (21)  и  (22)  можно  сд'Ь.тать  так1я  нан'Ёчан1я.  Сила  Р(Х,  У,  2) 
можетъ  зависить  отъ  положен1я  элемента  ^з  на  нитн  и  въ  пространств*, 
а  также  и  отъ  нанравлен1я  этого  элемента,  поэтому 


связаны  соотноше- 


Отсюда  яаключаемъ,  что  вопросъ  о  форнЬ  равнов*с!я  свободной  няти 
р'1^шается  при  помощи  четырех-ь  дпфференц1альных'ь  урввнен1й  (15)  и  (23), 
заключающихъ  въ  1.еб4  четыре  неизв4стыия  функцш  отъ  в:  х,  у,  г  и  к. 
Уравнения  эти  второго  порядка  относительно  х,  у,  г  и  иерваго  относи- 
тельно 1.  Крон'Ё  того,  между  первыми  производными  функц1Ё  х,  у,  г  по 
$  ии'1Ьеиъ  соотношеше  (23),  свободное  отъ  всякихъ  ороизвольныхъ  лосто- 
янныхъ.  СтФд.  число  произвольнмхъ  постоянныхъ  въ  самомъ  общенъ  рЬ- 
шенш  разсматриваемыхъ  уравнен1й  должно  равняться  шести;  т.  е.  инте- 
гралы будутъ  им^ть  видъ: 


1/=Гг<'.С,,. 

.  ■  ел 

'  =  (,(^,С,,  . 

.  ■  с,) 

>=л(8.  С, . 

.     С«1; 

гд*  Си  С1,-.Са  постоянный  цроизвольныя. 
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Постоянный  оиред'Ьлятся,  если  заладннъ  для  н11котораг(>  значен1я  5. 
напр.  во,  положение  начальнаго  элемента    кити— Хо,  у^,  Жц- —  ^го  напра- 

влен!е —  (— 1  >  (-^|  —  и   величину    натяжен!»   на   этомъ    алемент*— «о  - 
УраввенЫ  для  опред11лен1я  постоянныхъ  булутъ  сл4дующ1я: 

^^о  =  Л(«и.  О,,...  СаГ.     .Ув  =  /г(»в,  Си...  Се9:     ^о  =  /я1^о.  Си-.    С'с1: 

=/■,4%.  С,,...  С). 


1^8/ ""'•■"'"'■■■■■-'^"  и) 


Запятыми  обо.1начеиы  производныя  по  8. 

Иначе  можно  задать  длину  нити  {  и  положен1я  двухъ  ея  концовъ 
Ац~Хо,уо.го^ч  -41 — ^а-'| .  .У1 .  ^1  ■  Пусть  начало  дугь  гавпадаетъ  съ  Ли, 
тогда  8о^0.  а  5|  =  1,  и  с^Ьд.  нгесть  постоянныхъ  ^1,..Св  определятся 
изъ  уравнешй: 

а-(.  =  Л  (О,  А,  ■  ■  ■  '''V»;     .'/о  =/'г('>.  Ои...  СбУ,     .^и  =  А(0,  01. . . .  (V, 

Х1  =  Г1{1,   Си-.-ГеК     /Л  =  6(Л  (Г',,...Ге);     .-,  =/'з«,  О,- .'..  <;«). 

Когда  сила  !•'  ]И'  нависитъ  отъ  я,  тогда  можно  ваять  одну  нзъ  коор- 
динатъ,  напр.  х,  за  независимую  перем'Ьнную.  Въ  такомъ  случа'!Ь  урав- 
нен1е  (23)  обраи^ается  въ  тождество,  а  три  уравнен1я  (15)  будутъ  второго 
порядка  относительео  ненив^стныхъ  функц1Й  у,  а  к  нерват  относительно 
X.  Поэтому  въ  самое  общее  )>11шеше  войдутъ  пять  аостоявныхъ  ороия- 
вольныхъ: 

у  =  9  (а:.  Вь  Иг, .  ■ .  В:,У.     -'^  ф  1^ ,  В,....  Ю:     1  =  Ь(х.  йк  -  - .  В^У 

В1,.  В^ — постоянны»  произвольный.  При  помощи  нервыхъ  двухъ 
интеграловъ  ны  съум'Ёемъ  и  длину  дуги  5  выразить,  какъ  функфю  отъ 
X  и  Ви-В^,  если  условимся  о  начал*^  дугь: 

3='ЦХ.    Й1,...Д,1. 

Когда  ианъ  будутъ  даны  длина  нити  /  и  положен1я  ея  концовъ — 
Хо,  уб,  го,    и    хи  Уг,  .^ь  1'о  постоявнмя  найдутся  изъ  пяти  у1>авнев]Й: 

Уо  =  <р(*»,^^^■..^я):     г„  =  ф(л:„,Й,....В^);     ,п  =  '^Хх,В^..  ..В^); 

21=^1хьВх,...в,у.   ^^.ч^  —  во—•{(x,,В1,...в^)~■^(xо,в^...■в^,). 

320.  Связь  Ш6ЖД}'  задачею  о  форн'Ь  равнов'Ьс1я  ннтм  н  задвчев» 
о  двнжен(н    ■атер1альной  точки.    По.(ожимъ.  что  силы,   приложенный 
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къ  нити,  имЪютъ  потеиц1ялъ,  т.  с.  пусть 

дх  '  дц   '  дг  ' 

гд^  11=(опсИх,  у,  а)  оиовая  функц)я.    Тогда  урав1]ев1я  (15)  ножво  пе- 
реписать такъ: 

,^к  '  ^х  ^        </.«г  '^  дх   ~    • 
Ля     вя^       Ла^  "^  ду 


Унножинъ    Еаждое  изъ  уравненШ   соответственно  на  "т- '  ~г"  >  "Г"' 

сложинъ  и  воснользуенсл    равенствонъ  (23),   а   также   и   т^Ьнъ.    которое 
по.|учается  изъ  него  днфференцирован^мъ;  тогда  находинъ: 

^  —  _  '^^  _  '}Р^  -^^  —^  '^^  (24) 

4а  1)х  Лз         д)/  Ля         дг  Ля  Лз 

Равенство  это  вредстав-таетъ  собою  ничто  иное,  какъ  уравнен1е  (21), 
цри1с4нвовое  ко  взятому  ча.гтному  с.1учаю.  Изг  (24)  вытекаетъ  поел*  ннте- 
грврован1я: 

1  =  ^-ТТ,  (25) 

гд'Ь  7  проязвольная  постоянная. 

При  помощи  (25)  мы  моясенъ  уравнин1янъ  (15)  дать  такой  вядъ: 

^ЛвУ'Лз}~       ''дх~       ^^        ^*дх~д2:' 


Р=^(1-(Г}'.  (27) 

Съ  другой  стороны  уравнения  движвн1я  свободной  матерЁальной  точки 
ляссы  т  подъ  д'{1Йств1еиъ  снлъ,  иы^ющихъ  гиловую  фувкщю   ^^^^x,  у,  к). 
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будутъ  такими; 

"и'~  дх  '•   '"Ир-^Ц- 

"ё=^--     '- 

113 

скорости  точки.  Тогда  зам'^чаеиъ,  что 


(1х     Й8 

"  (1я '  <и  ' 


Сл*д.  вместо  урааненШ  (28)  иожемъ  написать: 


!(• 

т   дх 

^{^ 

1)  = 

1  ЙС, 
т   да 

!(• 

1)  = 

1  ад 

1М    д^^ 

Полученный  равенства  нредставдяютъ  собою  дИ({|ференщальныя  урав- 
нен1я  траэктор1и;  къ  зтииъ  тремъ  уравнен1Н1(Ъ,  содержащикъ  четыре 
неивв-Ьетныя  функц1И  отъ  5 — х,  у,  г,  V — надо  арисоедяннть  еще  четвер- 
тое ураинен1е: 

Сравнен1е  системы  дифференщальныхъ  уравнешй  (29)  и  (30)  съ 
системою  уравнен1й  (26)  и (23)  показываетъ,  что  дв4  задачи  о  равнов*сш 
нити  и  о  движети  материальной  точки  сводятся  одна  на  другую.  На 
санонъ  д^Л'Ь,  о'5■^.  системы  сливаштсл,  когда 


Сл'^М.овательно,  если  и  начальныя  услов1я  въ  той  и  другой  задачахъ 
будутъ  одинаковы,  то  ревультаты  совпадаютъ. 
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Итакъ  кривая,  ао  которой  располагается  аатер1в.тьная  нить,  нахо- 
дя1цаяся  подъ  д'ЬЙствйемъ  силъ  съ  силовою  фуикцЕею  Л,  тождественна  съ 
тразктор1ею  свободной  матер1альной  точки,  къ  которой  приложена  си.1а, 
нм'Ьющая  си.ювую  функфю 

гд-Ь  т  масса  точки,  если  только  нача.1ьное  положен1е  точки  совпадаетъ 
съ  начальнымъ  концомъ  нити  Ло,  и  если  начальная  скорость  точки  г^  не 
только  направлена  по  начальной  касательной  къ  нити,  но  и  равна  ва- 
ча.1ьноы)-  натяженш  )|о,  т.  е. 

гд'Ь    1^0  начальное  зна>1ен1е  силовой  фуикц!»  II. 

Изъ  сказаннаго  вытекаетъ,  что  многая  положев1я,  докаэанныя  для 
движен1я  )1атер1альной  точки,  ногутъ  быть  перенесены  съ  соответствен- 
ными изм'1^нея1яии  на  вопросы  о  равнов'Ьсш  нитей.  Такъ  напр.  пусть  нить 
находится  подъ  д'Ьйств1емъ  пентральны^ъ  силъ,  т.  е.  пусть 

/,■=/■(/■), 

гд-Ь  г  раястоян1е  .члемента  нити  отъ  н-Ькотораго  неподвижнаго  центра, 
напр.  начала  координатъ.  Тогда  задача  о  равнов'К^сш  нити  сводится  на 
задачу  о  центральной  орбигЬ  (Глава  ХШ>  подъ  д'ЬЙств!емъ  силы  съ  си- 
ловою функцхею: 

Отсюда  непосредственно  заключаемъ,  что  уадача  всегда  р'бшается 
квадрату  рани,  и  что  формою  равнов1^С1я  служнтъ  некоторая  плоская  кри- 
вая, плоскость  которой  проходитъ  черезъ  д'6йствующ1й  центръ.  ЗатЬиь 
теорема  о  ^остоянств^^  сектор1а.1ьной  скорос1'и  для  статической  задачи 
формулируется  такъ:  ионептъ  натяжен1я  относительно  д^Ьйствующаго  цент)1а 
по  всей  нити  величина  постоянная. 

ПринЪръ.  Определить  форму  равновес1я  нити  подъ  Д'ЬЙств1е1[ъ  силъ 
съ  такою  силовою  фуякЦ1ею: 

V  =  Ьг . 

Искомая  кривая  служнтъ  аентральною  орбитою  для  силъ  съ  силовою 
функщею 
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Кс1И  постоянная  ■{  равна  нулю,  то  нить  расгюлозкится  по  гииербол'Ь 
съ  цАНтроиъ  въ  начале  коордннатъ  (§  102). 

'Ш.  Ц'Ъвная  .1вн1я.  Опред'Ь.шиъ  форму  равно1гЬс1я  свободной  тяже- 
лой однородной  нити.  Направинъ  ОТ  вертика.тьно  книзу,  тогда 

Х=^=11,     Т-^кд,  (31) 

гд'Ь  у  ускорение  в'Ьса,  а  к  постояннан  линейная  плотность  нити  (§  155). 
Уравнен1я  (15)  принутъ  видъ: 

.'Г  ,1  '  Г'  ^^^* 

Интегрируя  посл^лаее  уравнение,  найдеиъ: 

1  ^  =  С0П81.  (83) 

Ькли  плоскость  ХОУ  проведеиъ  череяъ  начальную  касательную  къ 
ВИТИ,  то 

а  потону  изъ  ^33^  и  вообще 

т.  е.  вся  НИТЬ  лежнгъ  въ  плоскости  ХОУ- 

Интегрируемъ  перво*>  ивъ  уравнен1й  (32); 


Л— постоянная  произвольная.  Съ  ||0110Щ].ю  1голученваго  равенства  второе 
изъ  уравнвн1й  (33)  переписываенъ  такъ: 


А'1р'  =^  —  к<1(1ы, 
гхк  для  краткости  полокрно 
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Беремъ   коордивату  х  за   независимую   11е|>е>г6нвую,    тогда   в1гЁсто 
прежняго  ур&вненая  найдемъ: 

если 

Полученное  уравнен1е  легко  сводится  къ  квадратураиъ;  перепншенъ 
его  такъ: 


,  я' у"  ^  .      ,  . 

Л    ,.   -  ■■—  =  — ■  кд  и  4х  , 


и  иитегрируеиъ: 


,/1+у.=  =-*9Л+г;  ,55) 


зд'Ьсь  В  постоянная  произвольная. 

Вводииъ  новую  переы^няую,  полагая 


,^=мр:М.  „в, 


, ^ _^  *^ 

"        ^х  1а}  Ах 

Полставляенъ  въ  (35)  и  преобразуеиъ  это  уравненЗе  въ  такое: 
Неремъ  квадратуру: 

%(ч  +  )/ч'-1)=^'и+«); 

а  постоянная  произвольная. 

Переходинъ  отъ  логарнфновъ  къ  ф;11кц1янъ  повазательнымъ: 


1  +  1/ч'-1=И 

(37) 

1еиъ  друга  другу  величины  обратныя: 

1                       -^^(»+.) 

(38) 

с 

),0,112ейг;СоО'^1е 
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Складывая  (37)  и  (38),  находинъ: 

Зан*няеиъ  зд*еь  г,  черезъ  у  изъ  (36): 


в     л 


?(«+.) 


Чтобы  привести  уравнен1е  кривой  къ  прост^йшеиу  виду,  изиЬявмъ 
ваправлен1е  01'  ня  обратное  и  перенесенъ  начало;  для  этого  устававли- 
ваеиъ  нижесд-Ёдующи  зависимости  между  нреявими  коордиватаии  х,у  и 
новыми  X,  У: 

Г=-,  +  ^.  (89, 

Заи'Ётимъ  еще,  что  по  (34)  разиЬры  постоянной  А  т^же,  что  и  1,  т.  е. 
размеры  дины,  а  постоянная  Ъд  по  (31)  однородна  съ  силою,   разсчитан- 


бою  н'Ькоторую  длину,  которую  и  означииъ  черезъ  а.  Тогда  но  (39)  урав- 
ненЕе  разсматриваеыоб  кривой  будетъ: 


(40) 


Полученная  кривая  носитъ  назваше  ц'бпной  лин1и.  Гео1(е,тричесЕ1Я 
свойства  ея  общеизв'бстны. 

Натяжеше  X  опред'Ёлнтся  изъ  (34): 


откуда  по  (35): 

■     \-=  В—к(л/ 
или  по  (39): 

1  =  А-^Г.  (41) 

Итакъ  оказывается,  что  натяжеше  въ  какой   либо  точк1^  нити  рав- 
няется в'Ёсу   от1)113ка   нити,  равнаго  по  длиц'Ъ  ординате    Т  выбранной 


^уI,.е^.^V^.лОО^Iе 


I  222. 
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точки.  Отсюда  вытеваегь,  что  однородная  тяжелая  нить  АВСОЕ  (Фиг.  94), 
перекинутая  черезъ  безконечно  малые  блоки  В  я  О,  будетъ  въ  равновФ- 
с1и,  если  крайн1е,  идущ1е  вертикально,  куски  ВА  и  ВЕ  какъ  разъ  дохо- 
дятъ  до  оси  ОХ,  соотв1Ьтствующей  средней  цЪпной  линш  ВСВ. 


333.  IIара6о^ичеекая  п'Ьпь.  Какъ  прин'Ьръ  на  си.1ы,  зависящ1я 
отъ  на11равлен1я  элемента  нити,  разсиотримъ  следующую  задачу:  опреде- 
лить форну  равнов'Бс1я  нити  оодъ  Л'ЬВств1е1ГЬ  силь  иостояннаго  наара- 
влен1я,  но  такихъ,  что  величина  силы,  вриложенвоб  къ  разснатриваемоиу 
элементу,  иропорцшвальиа  синусу  угла  между  эленентомъ  и  нанравлен1емъ 
силъ. 

Постоянное  на11равлен1е  силъ  выбе^юиъ  за  положительное  направленхе 
О  У.  Тогда  по  эаданш: 

к — в'Ёкоторал  ностоявная. 

Уравнешя  равиов*С1я  (15)  въ  настоящемъ  случай  будутъ: 


Дв  \  (78' 
Л1, 


'/(1Г+Ш*=»^ 


(42) 


Интегралъ  восл'Ьдняго  уравнения: 


цокааываетъ,  что,  есш  плоскость  ХОУ  провести  черезъ  начальную  каса- 
тельную, т.  е.  положить 


(^1 


),Соо'^1е 
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то  всФ  Э1е1гелты  нити  булутъ  лежать  въ  ллоекистн  ХОУ: 

■^  =  0.  (43» 

Интегрируя  первое  уравнение  (42),  нм'Ьемъ: 

1-^  =  .-1;  (44) 

ли 

А — иостояниам  произвольная. 

Второе  изъ  ураввев1й  (42)  по  (43)  Лудетъ  теперь  такнмъ: 


-4- 


Отсюда  Н.1И 


т.   е.  нить  цредставляет'1.  собою  пряную,  параллельную  0У\  или  по  (44): 

Интегрируя  это  уравнен1е,  найден'!.: 

У=-^зт^4-Л^  +  (",  145) 

^'Л•^^  в  и  с  новыя  произвольаыя  постоянныя. 

Изъ  (45)  видинъ,  что  нить  ]>асполагаетсн  по  пврабол'Ё  съ  «сью, 
пара.иельною  постоянному  направлешю  си.1ъ. 

Такую  пароболическую  фориу  ирининаетъ  ц'Ьпь,  поддерживающая 
съ  помощью  вертижальныхъ  штангонъ  нисяч1Й  горизонтальный  ностъ. 

'Ш.  Равнов'Ье1е  нитн,  лежащей  на  гладкой  поверхяостя.  Когда 
нить  не  свободна,  я  .тежитъ  на  данной   ионерхности; 

Г(х.  у.  .31  =  0,  (46) 

0|д|1|гес1  оу  СлОО^  I С 
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тогда  вачножныя  иерен'^Ьщен!я  Ьх,  ду,  Ъг  ея  ялеиевта  связаны  ]гсл01(|рм-ь: 

Услов1Й  »тихъ,  конечно,  столько,  сколько  элеиентовъ  въ  нити.  По- 
верхность иы  считаенъ  гладкою;  иначе  говоря,  связь  (46)  принннаенъ  за 
идеальную  (§  184).  Въ  такоиъ  случа*  но  §  214  поступаеиъ  сл4дующимъ 
образоиъ:  уыношаеиъ  каждое  тъ  раввиствъ  (47)  на  ыножитель  вида  [1  Лч 
и  сунну  такихъ  произведсшй  для  пс^хъ  алеиентовъ  нити,  т.  е.  ннтегралъ — 

— расцространенный  на  всю  длину  нити,  нрибавляенъ  къ  выражен1Ю  (13), 
цредставляющеиу  собою  пояиожную  работу  силъ  нрнложеннмгъ  и  сялъ 
натяжеи1я,  получаеиъ: 

1]реоб)1аиуенъ  интег|1алъ 

(^  ил- 
совершенно  такъ,  какъ  нока-шно  въ  §  '21Н,  и  зат^-.нъ  нрнранниваенъ  нулю 
коиффиц1ентн  ори   вар|ац!лхъ  пъ  подъинтсгральной  функа1и.    Тогда  вай- 
денъ   с^г!^дующЫ  уравнен1н   равн(1в1-.с1я    для  пкутреннихг   яленентовъ 
янти: 


|  +  х-+4'="^ 

+  Г+.|=0: 

'  +  ^  +  ■4  =  '- 

Члены  вн'Ё  .чнака  интег11а^1я  подобно  тону,  какъ  мы  это  инд'Ьли  В1> 
^  218,  даютъ  нред'^^льныя  услов1н  рав110&'^1я  для  концовъ  нити;  на  1>а^' 
бор*  этихъ  УСЛ0В1Й  М1Л  осгана11Ливяти;я  не  будемъ. 


.^.^Соо^Iе 
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Принимая  во  вни)1ан1е  раз)г]Ёры  остальныхъ  членовъ  уравнешй  (48> 
легко  найдемъ,  что 


представ^тяетъ  собою  сил;  реакц|и  поверхности,  разсчитанную  на 
единицу  Д.1ИНЫ  нити. 

Уравнен1я  (48)  заклюяаютъ  въ  себЬ  пять  неизв'к^тныхъ  функц1в  отъ 
5 — х,у,  г,  I,  |1.  Если  присоединить  сюда  уравиешя  (23)  и  (46»,  то  число 
уравнен1Й  станетъ  равно  чис1у  неизв'Ёстныхъ.  Разсиатриваеиыя  уравнен!» 
второго  порядка  относительно  х,  у,  г, — перваго  относительно  I  и  ну-теваго 
относительно  11.  Но  координаты  и  нхъ  первыя  иронзводння  должен  удов.те- 
творять  тремъ  у1>авнен1анъ,  свободнынъ  отъ  постоянныхъ  произвол ьныхъ, 
а  именно  (23),  (46)  и  тому,  которое  получается  изъ  посл'Ьдняго  диффе- 
ренцирован 1емъ: 

^1.^^Е^^^.^^1  +  ^I.л^^^),  ,50, 

ОХ    аз         117/    «5         дг     ая 

Поэтому  чясю  проиэвольныхъ  постоянныхъ  въ  самомъ  общемъ  р*ше- 
нш  равняется  четырем ъ,  сл*д.  интегралы  будутъ  им'Ьть  видъ: 

лг  =  /-,(в,  С'ь  С':.  С'з,  С,);    у  =  {2{з.  С„. ..  С*);    г^Га'»,  С,, .  ..С*); 

1  =  Л  («,  С,. . . .  С);     11=/;  (8.  Си...  С). 

Постоявныя  С^,..■С^  опред'Ёлятся,  если  зададнмъ  для  н^котораго 
зпачен1я  5,  напр,  яр,  положен1е  начальнаго  элемента  нити — Хо,  у» —  *),  его 

направлен1е —  {~г']  — *"'  ^^  величину  натяжен1я  на  этомъ  элемеит*-1(,- 

Уравнен1я  для  опред*.тев1я  постоянныхъ  будутъ  сл*дующ1я: 

Иначе  можно  задать  длину  нити  I  и  положен1я  двухъ  ея  концовъ 
.^0  —  ;Ро'  Уо — и  ^1  —  371,  ?!•  Пусть  вачало  дугъ  совпадаетъ  съ  А^,  тогда 
5о  =  О ,  а  «1  = ;,  и  сл'Ьд,  четыре  постоянныхъ  определяются  инъ  уравнев1Й: 


*)  г^  набдется  нзъ  (46)- 

'•)  (^)  и  (д^]  ооред-Ь1ятсл  нзъ  (23)  и  (50). 
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,-„  =  Л">.С1.-  ■  ■  о.);     уо  =  /":<*>-  Ск  . . .  С^): 
X,  —Л  (I  6'„  , . .  С»1 :     у,  =/■;  а.  С,   . .  С). 

Когда  силы  не  зависятъ  отъ  з,  тогда  кожпо  в-чять  яа  незавясинуш 
иеренЪнвую  одну  иэъ  коардинатг,  напр.  х.  Въ  таконъ  стуча)!  одно  изъ 
добввочныхъ  урявнея1Й  -  (23) — обращаете»  въ  тождество,  а  три  уравнен1я 
(48)  будутъ  второго  порядка  относительно  у,  г,  перваго  относительно  1  и 
нулевого  относительно  [1.  Въ  санов  обще»  р'):шен1е  яойдутъ  трн  постоян- 
ныхъ  произвол [.НЫХЪ   В|,  В;,    Вя'. 

)1--<р{л:.  Ни  В;,   Пз). 

При  помощи  иервыхъ  диухъ  инте1'ра.г|овъ,  мы  найдемъ  и  длину  дуги, 
если  условимся  о  начял'Ъ  лугъ: 

я  =  -((:>,В,.  /А.  Вз'- 

Когда    намъ  булутъ  даны  длина    нити  I  и  иоложен1л  ен  еондовъ— лг^,  уо 
и  X,.  у1,  то  поетоянния  оцред'Ьлятси   изъ  уравнеи1й 

.'/«^■{'(.ко,  ^^^  Вг.  ПзУ.     У1  =  ?и1,  «],  «2,  /?,); 
/  — •^(а:,.  ^1   7*1,  Вз)  —  тг*^"-  ^1-  ^г>  Яэ). 

Раскрываеиъ  первое  инъ  уравнен1й  (48): 


-  -    по  С38)   й  32.    наконоцъ    -      черезъ  Л/>«.ч(»/а:): 

Зд-Ьсь  Т  означаетъ  касательную  къ  нити,  р — рад1усъ  кривизны,  и— 
норналь  къ  поверхности  (46). 

Подобныхъ  уравкен1й  будетъ  еще  ,1.ва: 

з;  С05 1 1\/ 1  +    -  со5(р^^)-|-^'со5^^'"1|/)-1-^^Д/■со8(иу)^=0: 
-т-соз(Тг)-\ со8(рг)-\-  Рсои{Жг) -\-]1.^Ссо8{пг)=  0. 

Я8  Р 


^уI,.е.^с^V^^ООЗIе 


514  РАВИ0В«С1Е   ННТВЙ.  гл.   Х1Х1   §   223. 

И»ъ  цриведенныхъ  уравнея1Ё  черезъ  укножеи!»  на  соответственные 
косинусы  угловъ  н  сложение  легко  выводинъг 


со»(рп)-1-*'со8(Л^и)+цД/'=0:  (51) 

Р 

=!=-  л»1р»|-Ь/''(ш(^'т)  =  0: 
Р  . 

если  черезъ  т  озыачимъ  наираплеше,  лериендикулярное  къ  2"  н  п. 

Т1осл'Ёди1я  два  уравнев1я  по  §  126  моженъ  переписать  такт.: 

^-Ь7?'с...ч(7'»)+;1ДГ=0:  (52) 

^  ^+ /''тч(^Ч)^0:  (53) 

В  означаетъ  рад1ус'ь  кривизны  нормяльнаго  сЬчеяЕя  поверхности  че- 
резъ касательную  Т,  ^т— рад1усъ  геодезической  кривизнн  нити. 
Когда  силы  иы'Ёютъ  110тен1(1алъ,  то 

т:.'        трт^        хг'^^   \   л/^Ч   \    -7 ''■*        ди <1х   .    би Ну   ,    ^С/^(1г       ^и 
(^5  (^8    '       Ня        д.т  (?.ч        <};/  (Ъ    '     дг  Лч        Лз 

а  потоку  изъ  (51)  сл*дуетъ: 

*    '     Ня 
или 

1-1-  11=сот1.  (54) 

Прин'Ёръ:  Оаред'Ьлить  форму  равнов^С1я  нити  на  гладкой  поверх- 
ности, если  на  нее  не  д^Йствуютъ  ннкяк1я  друг1я  силы,  кронЪ  реакщя 
поверхности. 

.    Такъ  какъ  Р=0.  то  ияъ  (53): 

^  =  0;  (55) 

нить  расположится  «о  геодезической  ливж. 

Въ  настоященъ  случа*  можно  положить  ?7  =  (1,  сл*д.  иаъ  (54): 

\  =  соп.ч1=\,:  (561 

нить  по  всей  ддин-Ь  натянута  одинаково. 
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Геоиетрмчесная  теор!я  равнов%с1я. 

224.  Оеновиыя  лоложев1я  геожетрнчеекой  статики.  Эквнвалент- 
иив  еистевы  силъ.  Начало  воянЪжныхъ  перен'}>в1ея1й  представляетъ 
собою  самый  об1д1й  пр1е)|ъ  лля  нахождеи!»  положен)!)  равнов-!Ёс1я  иате- 
р)альныхъ  си1!темъ.  Но  во  иногихъ  случаяхъ  оказывается  вояыожнымъ  вы- 
вести УСЛ0В1Я  равновМя  ори  понощи  чисто  геолетрическихъ  соображев1б. 
Въ  особеняости  такое  геометрическое  изсл'Ёлован|'е  удобно,  когда  поло- 
жен1е  равнов^^сЫ  системы  из1гЬстно  яаравФе  и  ии1,утС11  лишь  услов1я  для 
приложеияыхъ  сйлъ. 

Исходныиъ  пунктомъ  геометрической  Статики  «лужатъ  услов1я  рав- 
но^'^с^я  сиободпйго  твердаго  г1Ьл;1,  найденныя  нами  въ  §  214  (црим.  б): 
система  приложен ныхъ  векторовъ,  изображающихъ  приложенный  силы, 
должна  быть  9квива.1ентною  нулю  (§  24),  т.  е.  главный  векторъ  и  главный 
моментъ  ятой  системы  должны  обращаться  въ  нуль  для  любого  цолв>са. 

Ксли  въ  данной  систен'Ь  силъ  занЪнииъ  всЬ  силы  равными  и  вриио- 
противоволожными,  то  новую  систему  для  краткости  буденъ  называть  си- 
стеною  прямонротивоположиою  первоначал  той.  Дв'Ё  систеиы  снл1> 
8|  и  8;  мы  назовеиъ  эквивалентными,  если  сложная  система,  со- 
ставленная изъ  5|  и  системы  прямопротивоположной  >$2  или,  иаоборотъ. 
изъ  5;  и  систеиы  прямопротивоположной  5|,  будучи  придожева  къ  твер- 
дому тЬ.1у,  находится  въ  равнов^^сш.  По  сказанному,  система  силъ,  прн- 
ложенныхъ  къ  твердому  гЬлу  и  находящихся  въ  равн08'Ьс1и,  изобраасается 
системою  приложенныхъ  векторовъ  ;:1кви валентною  нулю;  сл^д.  по  сд^Ьлан- 
ному  выше  опрел'Ёлен1ю  н  по  §  24  системы  силъ  эквивален'шыя  изобра- 
жаются системами  приложенныхъ  векторовъ  также  эквивалентными. 

Отсюда  вытекаетъ,  что  любая  теорема  изъ  теорш  векторовъ,  касаю- 
щаяся эквивалентныхъ  систенъ,  находитъ  свое  толкован1е  въ  Статике 
твердаго  гЬла.  Такъ  напр.  изъ  §  26  заключаемъ,  что  въ  общемъ  случа'Ь 
(ори  ннвар!антахъ  отличныхъ  отъ  нуля)  система  силъ,  приложенныхъ  къ 
твердому  т*ду,  эквивалентна  одной  равнодМствующеЙ  сил*  (|'лавному 
вектору)  и  одной  равиод+.йствующей  пар*  (съ  «оментомъ,  равнымъ  глав- 
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нону  моменту).  При  частномъ  выбор'Ь  полюса  (на  центральной  оси)  равао- 
д'1^йствую1цая  сила  и  плоскость  р»в|1од-!^йствующев  пары  нерпепдикулярвы 
другъ  къ  другу. 

Эквивалеитныя  системы  силъ  сообщаютъ  точканъ  твердаго  тЬла 
одн11  и  т^же  ускорен1я,  но  реакфи  связей,  инь  соотв11тствующ1я  при  однонъ 
и  тонъ  же  Бинематическонъ  состояи1и  т^ля,  »ообще  говоря,  будутъ  раз- 
личны. 

Равснотримъ  те[|е|)ь  ироиавольную  дефорнирующуюсн  натерйальнук* 
систему  въ  положен!»  ра^Iнов^>с^I1;  ле1-Е0  видЬть,  что,  кякъ  вся  система  въ 
ц^лонъ,  такъ  и  любая  произвольно  выбранная  часть  ей  должна  удов.1е- 
тиорать  условйянъ  (53)  (;  214:  раннов'к:1я  твврдаго  т'Ьла-  ЗамАтихъ  пред- 
варительно, что  прибаи.1ен10  новоЛ  связи  не  ножетъ  нарушить  равнов'Ьс1а 
системы;  на  саиомъ  д'!Бл'Ь,  ирыбав,1ен1е  связи  ст^кнлетъ  просторъ  для  вы- 
бора возножныхъ  перем'ЬщенМ  системы,  сл'Ьд.  воаможныя  иерем'Ьш,ев1я 
системы  съ  добавочною  связью  входнтъ,  какъ  чагтиал  группа,  въ  составь 
перем'Ьщец]!!  возножныхъ  длн  системы  ое»ъ  сия^ш;  а  потону,  если  прило- 
женпыя  силы  не  давали  работы  на  чс-^т^ъ  11е|)ем1Ьн1,ен1яхъ,  вовможныхъ 
безъ  связи,  то  он'^  не  дадутъ  работы  и  на  перем'Ьщен1ЯХЪ,  возножныхъ 
при  связи.  Отсюда  вытокаетъ,  что  любая  матер1альиая  система  обязана 
въ  своемъ  положен!»  раиновЬс!»  подчиняться  всЬмъ  услов!якъ,  найдепнынъ 
для  твердаго  тЬла,  такъ  какъ  равно1!Ьс1е  этой  системы  не  должно  нару- 
шиться и  въ  томъ  с1учя'Ь,  если  бы  система  яатверд'Ьла, 

Прилагая  услов1я  равнов'Ъс1я  твердаго  тЬла  сначала  ко  всей  снстем1;, 
зат^нъ  къ  соответственно  выбраннымъ  частямъ  ея,  мы  ножень  такимъ 
путемъ  найти  вс*  г*  ус.гов1Я  касательно  нриложенныхъ  силъ,  которые 
Д.1Я  насъ  интересны.  Вообще  говоря,  для  нолнаго  р'Ьшен1я  задачи  о 
равнов'Ьс1и  деформирующагося  гК-.ла  наиъ  пришлось  бы  разбить  его  на 
безконечно  малые  элементы,  т.  е.  повторить  пр1емъ  безчислеиное  мно- 
жество разъ  и  вернуться  къ  осноннынъ  уравнепигнъ  (17)  §  212,  но  часто 
случается,  что,  приложипъ  указанный  мегодъ  къ  двумь,  тремъ,  или  бол"Ье, 
но  всетаки  къ  конечному  числу  частей  системы,  мы  уже  съум'Ёеиъ  вы- 
вести все,  что  намъ  было  нужно 

225.  Пркн1|рЕ1.  а)Дваравныхъ  тяжелыхъ  стержня  ^.В  и  ^0(Фнг.  95) 
связаны  шарниромъ  въ  точк'Ь  А  и  покФ.щены  въ  вертикальной  плоскости 
концами  В  к  С  нл  гориионта1ьиую  подставку.  Чтобы  удержать  стержни 
отъ  падешя,  концы  ихъ  В  и  С  привязаны  равными  нитями  кь  средиваымъ 
точкамъ  I)  и  Е  противоположныхъ  стержней.  Найти  отцошен1е  натажеиш 
нити  къ  вЬсу  одного  стержня*). 

*)  ТоёЬпШег.  Апа1.  31а1.  1887  р.  70  ех.  27. 
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Разснат^^иваемал  материальная  система  плоская;  къ  ней  приложены 
силы:  6г1,  Сг1 — гЬса  стержней:  Г],  ГД  Тг,  Т2 — иатяжен1я  нитей;  ^1,  Щ — 
реавщн  подставки  н  навонедъ  щ ,  П2— реакщи  шарнира. 

Мм  прянинаеиъ,  I)  что  натяже1]1в  постоянно  вдоль  нити,  т.  е 


Г1  =  Г/  :     Тг  =  Т-1  : 

2)  что  подставка  гладкая,  т.  е.  реакфн  ед 
вертикально;  3)  что  реаЕ11,1И  шарнира  П]  н  П|,  но 
рвзонтально- 

КронЪ  того,  по  услов1ю 


^1  я  N■^   направлены 
сиынетр!и,    ндутъ  го- 


(2) 


Но  сказанному  выше,  система  приложенныхъ  векторовъ,  изображаю- 
щихъ  силы,  должна  бы1'ь  эквивалентною  нулю,  станемъ  ли  мы  разсматрм- 
вать  всю  систему  разомъ  со  вс^ми  силами  или  какую-либо  часть  ея  съ 
силами,  къ  этой  части  приложенными. 

Возьмемъ  сначала  всю  систему  и  иыразимъ,  что  главный  вокторъ 
вс^хъ  силъ  и  главный  моменгЕ  ихъ  равны  нулю.  Ироэкфи  главнаго  век- 
тора возьмемъ  на  намрйв.1ен1('  горизонтальное  (сл'Ъва  направо)  и  верти- 
Еальное  (сверху  внизъ);  ма  иолюсъ  выбираемъ  точку  В. 

Уголъ  стержней  съ  горизонтонь  означимъ  череиь  О,  утлъ  нитей  съ 
горизонтонъ  черезъ  (р.  длину  каждаго  стержня  чирезь  2/;  сл-Ьд. 

/_  Л7\0=  I.  АГВ^Н:     ^  ЛВС=  I  ЕСВ  =  <^. 
АВ=  АС  =-11 
Тогда  им'Ёенъ  сл-1;дующ1я  равенства: 

-  Л-|  —  Лг  +  2(У  =  О : 
„,  —  П2  —  (I  : 
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Во  всЬхъ  этих'ь  уравнен1яхъ  сокрапиись  другъ  съ  другомъ  равяым 
и  прямопротивоноложныя  силы  У],  Тг':  Т^,  Т-г'.  Полученнмя  равенегв& 
НАПосрелственно  дачтъ: 

I^^  =  ^\  =  0  .  СЗ) 

Разснотрииъ  теперь  часть  системы —правый  стержень  АО,  на  него 
д-Ьйствують  сиды  щ.  От,  N1,  Т]',  Тг  Опять  выражаенъ,  что  система 
вектороиъ,  ивображпющихъ  ати  силы,  эквивалентна  вудю.  Направлен1я 
осей  нроэвц1Й  оставляенъ  прежтл;  за  полюсь  Г^еренъ  точку  А.  Такинъ 
обраэомъ  нолучаекъ: 

»1  —  г*!'  соя  9    - 1*2  сй8  «р  ^=  О ; 

(^  —  ^^,  —  Г|'  81И  1(1  +  Гг  ЯШ  <р  =  О : 

—  ^,.2г  лад  (1  +  (;гсояО-|-Г,'2/ят  (О— ч')-ЬГг'^г  «»»(<»- 'р1=0. 

Второе  изъ  прииедеиныхъ  урявнеи1Й  по  (3)  даетъ: 

Тх   —  Гг, 

и  слЬдовательно  по  (1): 

Г,  =  Уз  =  Т. 

Ицъ  уравнен1я  для  нонентовъ  выводимъ: 


(т  ~  4«п(0— 9) 
Пользуясь  треугольниконъ  ЪИС  легко  находикъ: 


14) 


откуда 

Если  теперь  ксвлючинъ  изъ  (4)  уголъ  «р,  то  и  получннъ  окончательно: 

б)  Однородный  тяжелый  стержень  ЛВС  (Фиг.  96)  опирается  ков- 
цонъ  А  на  внутреннюю  поверхность  неподвижной  полусферической  чашки, 
д|анетръ  коей  иеньше  длины   стержня;  въ  точкЪ  Ъ  стержень    опирается 

^уI,.е^::^V^^ОО^IС 
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на  край  чашки.  Оирея.'Ьлитъ  цоложен1е  ра1)нон^[1С1я  стержни,  если  д^аметръ 
В^  чашки  горизонталенъ  *). 

Означинъ  рад1усъ  чашки  черезъ  г,  длину  стержнл  черевъ  2а,  а  у1Юлъ 
наклона  стержня  къ  горияонту  чере:1ъ  9. 

На  стержень  д'!Ьйствуют'ь  три  силы:  н'^съ  его  (г;  реакщн  чашки  Л^1 
на  конецъ  А  }*  N2  на  точку  В.  1)ервал  сила  ])еакц1и  направлена  къ 
центру  О.  а  вторая  нормалг.ня  къ  АС. 

Фиг.  96. 


Система  азъ  трехъ  векторивъ  ^1,  ^2  ^  ^  эквивалентна  нулю,  сл'Ьа- 
вс^  три  вектора  должны  быть  параллельны  одной  плоскости,  иначе  ихъ 
главный  векторъ  не  ножетъ  равняться  нулю.  Въ  настоященъ  случа'Ь  т% 
три  силы  должны  лежать  въ  одной  плоскости,  такъ  какъ  ихъ  точки  нри- 
ложен1Я  лежать  на  одной  пряной  АС.  Такимъ  обрааохъ  оказывается,  что 
стержень  жожетъ  быть  въ  равнов+>С1и  лишь  въ  одной  изъ:  Д1анетральныхъ 
(реакщя  ^0  и  вертикальныхъ  (в^ъ  &)  плоскостей  сферической  чашки. 
Пусть  эта  илоскость  совпадаетъ  съ  плоскостью  чертежа-  Нааравле81Я  осей 
иро8кц1й  оставляенъ  т11же,  которыми  пол1>зо8ались  въ  предыдущенъ  при- 
н^рб,  а  яа  полюсъ  беремъ  течку  В.  Тогда  инЬеиъ: 

ЛГ,  соя  20  —  N28гпЬ  =  {): 

Ч  -ЛГ,в;п20-  .У2СО8е  =  0: 

У,  ЛгсоаЬ  я*п  Ь—0  (2г  соя  Ь—а  \сояЬ  =  Ч. 

И»1>  перныхъ  друхъ  у|>нкнен1й  ннхолимъ: 

Д?,  =  «  .  *7  Ч . 

иодставляя  отсюда  нь  посл'Ьднее  уравнен1е,  опред^Ёляенъ  услов1е 
равнов^^с^я: 

асо8Ь  —  2гс<^2Ь~0.'  (б) 

Легко  проверить  полученный  результаты  стержень  тяжелый,  сд'&д. 
по  прин.  б)  §  216  положена  равнов'Ьс1я  соотв^тствуетъ  тах.-тш-  раа- 
стоян1я    у^  центра    инерщи    К  сте|>жня   отъ  горизонтальной    плоскости 


■)  Ц'  а  И  о  о,  А  соиес1.  оГ  ргоЫета.  1870.  р  69  ох.  19. 


:уСооз1*^ 


620  свонвтр.  ТВ0Р1Я  РДВВ0ВФС1Л.  IX  XXXII  §  225. 

ВОВ':  а,  такъ  кавъ 

У11  =  (2г  гчя  '' — «)  ягп  Ч , 

то  услов1е,  при  которои'ь 

5#*  =  О . 


1|)  Ириложииъ  еще  геоывтрическ1й  методъ  къ  ооред1^лцн1ю  уилов1Й 
рввнов11С1я  гибкой  нервстлжиной  нити  (§  218).  Зл^сь  уже  придется  ра»< 
бять  систему  на  безконечно  малые  :4Лементы  и  разскатривать  равяо1г]к1е 
каждаго  элемента,  какъ  материльной  точки  (§  224).  Пусть  (Фиг.  97) 
ар  представляетъ  собою  безконечно  малыА  элеаентъ  нити  <2в.  Э.^еиентъ 
этотъ  находится  нодъ  д'Ьйстп'енъ  трехъ  силы  силы,  приложенной  ЕЛа. 
гд4  Р(Х,  У,  2) — сила,  рассчитанная  на  единицу  длины  (§218),  и  затфнъ 
двухъ  силъ  натлжен1я — 1  и  11] ,  .чависящихь  отъ  связи  взятаго  .члемеатя 
съ'  сосЬдинии.  Сила  натяжен1я  направлена  но  касательной  къ  нити: 
пусть  направлен1е  а^  соваидаетъ  съ  положительныкъ  яаправлешенъ  дуги 
в  нити.  Въ  такоыъ  счуча^!  косинусы,  оцрел'Мяюп11е  направленЕя  векторопъ 
1  и  1, .  будутъ 


для  1  : 

для  1,: 


^х  )/}/  ^  ^ 

и*'/!    \<"/,'.   1**/, 


Бе1)внъ  про^жщи    вышеуиоиянутыхъ  трсхъ  силъ  на  оси  координатъ 
и  выражаемъ,  что  раннодМствующая  ихъ  равна  нулю: 


о,о,112еао,Соод1е 
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Но,  ес.1и  1--Г-  станенъ  разснятривать,  какъ  функщс  отъ  длины  душ 
8,  т.  (^.  отъ  положвв1л  а^енента  на  нити: 


но  для  аргуиентя  я-\-118,  гоотв4тствующаго  снежноыу  ялемеату 


Подставляй    отсюда  въ  первое  и»ъ  уравнетй  (6)  и  сокращая  на  Лв, 
находвиъ; 

11од(н1нмм'1.  обрааоиъ  ияъ  иосл-Ьднихъ  .1,вух'ь  уравнешЙ  (6)  цолучииъ: 


что  вио.чн'Ь  шгла1:но  съ  равьше  цайдеыныыи  уравненшни  (15*  ^  "■21Й- 

326.  11он8т1е  о  8нв1-Ь.  Координаты  ввнта.  Нсякой  систен'Ь  при- 
ложеиыыхъ  векторовъ  соотв4тствуетъ  въ  общемъ  случа*  (§  20)  н'Ькотораи 
011ред1и1епная  пряная — центральнаи  ось,  обладающая  т^мъ  свойствонъ, 
что  для  любого  полюса,  лежащага  на  ней,  главный  векторъ  и  главный 
хоментъ  системы  совпадаютъ  но  направлен{ю  другъ  съ  другонъ  и  съ 
этою  осью.  Отсюда  видно,  что  систека  прилохевныхъ  векторовъ  можетъ 
быть  геоиетрическн  представлена  совокупностью  двухъ  нридоженныхъ  век- 
торовъ (главнаго  вектора  н  главнаго  момента),  лежащихъ  на  общенъ  осно- 
ванЫ  (центральной  оси).  Такал  совокупность  двухъ  векторовъ  ва  однонъ 
осиован1Н  носнтъ  Еазваи1е  винта,  аричемъ  одинъ  и»ъ  векторовъ  (главный 
векторъ)  называется  амплитудою  винта,  а  другой  векторъ,  иэображающ1Й 
собою  не  самый  главный  моментъ.  я  отношение  главнаго  момента  къ  главному 
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вектору,  называется  пяранетронъ  винта.  Въ  чкстныхъ  случаяхъ  главаый 
нонентъ  или  главный  векторъ  ногутъ  оказаться  нулями,  тогда  пяракетръ 
винта  становится  нулемъ  или  безконечностью.  Должно  запятить,  что  п»- 
ранетръ  винта  представляетъ  собою  всегда  некоторую  длину,  что  бы  вн 
ивображали  собою  приложенные  векторы— будутъ  ли  ато  силы,  скорости, 
количества  движен1л,  все  равно.  А  потону  измйрен1я  систены  приложен- 
ныхъ  Бвкторовъ,  аредставленной  дянныиъ  виытонъ,  даются  лишь  изнуре- 
ниями его  амплитуды:    д.1я  силъ   амплитуда  будетъ   однородна  съ  линою. 

(граниъ)  (сянтии  ) 

для  количествъ  движен1я— съ  единицею  ; и  т.  д. 

(секунда) 

Винтъ  вполн'Ь  опред1^ллется  шестью  координатани:  амплитудою, 
ыараметронъ  и  т'Ёни  четырьмя  количествами,  которыми  дается  поло- 
жен1е  его  основания  или  оси;  но  можно  и  даже  удобн'Ьв  задавать  какой 
либо  винтъ  1$^  семью  величинами:  тремя  коо])динатами  полюса  какой  либо 
точки  на  оси — а{,  Ьи  с«,  лараметромъ  р1  и  тремя  составляющими  амплитуды 
по  координатнымъ  осямъ — Е|,  т),,  ч«;  тогда  одной  изъ  коорднватъ  а^,  Ы.  с, 
можно  дать  произвольное  значев]е. 

Главные  монентъ  систены,  ^эквивалентной  данному  винту,  относи- 
тельно какого-нибудь  полюса  короче  называется  просто  конен  то  мъ  винта 
около  ИТОГО  полюса.  Нетрудно  вид'Ьть  (по  (27)  §  18),  что,  если  винтъ 
8{  заданъ  вышеупонянутыни  координатами,  то  нонентъ  его  около  полюса 
(X,  у,  к)   будетъ  им'Ьть  своини  составляющими  но  координатыынъ  осянъ: 

М^  =  р^Т^^^^^^С^    -  г)  —  ^1  (щ-  ■  х'.:  I  71 

337.  Взаинпый  1(оэффнц1еигь  двухъ  вннтовъ.  Вннтн  взашянне 
другъ  другу.  Система  силъ,  приложенныхъ  къ  твердому  т^ж^,  изобра- 
жается системою  приложенныхъ  векторовъ,  сл11д.,  по  сказанному  выше, 
можетъ  быть  представлена  нЬкоторымъ  винтомъ  $1  съ  координатами 
(О],  Ь\,  С),  р1.  2|,  Гц,  Е,),  причемъ  амплитудою 

будетъ  равнод'Ъйстиующая  сила. 

Съ  другой  стороны  кинематическое  состоян1в  твердаго  т'Ьла  въ  любой 
нонентъ  характеризуется  также  н'Ькоторою  системою  приложенныхъ  век- 
торовъ (§  63),  а  сл'Ьд.  и  н']^которынь  винтомъ  З^  съ  коордннатаин 
(ог,  &},  С;,  р2>  ^2у  12.  ^г).  причемъ  амплитуда 


^'^■'2  +  ^,'>  +  V, 
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оредставляеть    собою   угловую    скорость  тЁла    въ    ряаснатрнваеный    но- 
ментъ. 

Пусть  точка  приложени  свлы  ^^^  ( Т(.  Т1,  2!)  им1|етъ  своими  жоорди- 
натани  x^,  у\.  «<:  для  вянта  1^|: 


(8) 


5,=^Х,:    Ч,=^У,:    С,=^г,:    р,е,=^|г,(|й-й,)~  1',(^,-с,)|: 

Р^■п^=^\'К^^I^-с^)-2^^x^  —  а^)\,    ^>^;,=^|^/а:^о,)-X,(у,-61)1. 
(  ( 

Если  Р,  С  Д  оэначаютъ  составляюиия  по  осямъ  координатъ  угло- 
вой скорости  •  твердаго  тЪл1,  а  с,  11,.  у,— ироэвщи  на  оси  воступатель- 
яой  скорости  или  скорости  точки  (02,  Ьг,  с^Х  то  для  винта  8^. 

52=Р;     Ъ  =  Я\     ^2=И\    Рги  =  ^,;_    }'2^^г  =  V,■.     Р2^г  =  V..       (9) 

По  (18)  §  68  или  непосредственао  и»ъ  (7)  ии'Ьенъ  для  орозкшй 
скорости  VI  точки  М)  на  оси  координатъ  сл'Ёдующ1я  вырахен1я: 

V^ео$^.V^x)^=  XI'  =  Ог  +  (^{ец—  Сг)  —  Л(у|  — 62)  = 

У|'  =  Рг'12  Л-^г{з:*  —  аг)  —  ^г^'Ц  —  СгУ-  (Щ 

г|'  =  Яг  ^2  +  ^2  (У(  —  *2)  —  Т1г  (ж(  —  «г  1- 

Вычислинъ  ту  эленентириую  работу  ЬЬ,  которую  совершать  прнло- 
аевныя  еъ  т^лу  силы  на  безкояечио  налонъ  пере1|1щвн1и,  сооткЬтству!»' 
щеиъ  оронехутку  вренени  Ь(.  Искомая  работа  представится  такъ: 

ЬЬ  =^  ( X^  ^x^  +  Г,  8у,  +  2,  Ьг^)  = 

=  8(^(  Х(  х/  +  У^  у,'  +  Л,  е!  1,  (11 ) 

гд*  «(',  у/,  «)'  даны  (10). 


Фиг.  98- 


^' 


Для  упрощен1я  цоложимъ,  что  ось  винта  У;  принята  за  02,  а  ОХ 
напранлеиа  по  кратчайшеиу  разстоян!»  между  181  и  5;  (Фяг.  98).    Пусть 
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точка  102,  ^'  "1)  совпадаетъ  съ  началонъ  коордниатъ,  а  точка  (а,.  А,,  Л|) 
лежитъ  на  оси  :г-овъ,  нъ  такомъ  случае 

Зд'Ьсь  /<'  ]>авнод1;йст8ующая  (главный  векторъ)  пр1иожеиныхъ  свлъ. 
(р — уголъ  между  осяни  винтовъ,  считаемый  по  стрЬлк'б  вокругь  кратчай- 
шаго  разстоян1я;  I — длина  кратчайшаго  разстоян1я. 

Теперь  вместо  ПО)  им'!'.еиъ: 

X,' =  —  »у, ;     у,'  =  а>з:1:     г,'  =  г: 
а  потону  по  (И): 

и  =  (иВ(|У(У,з;(  _х,у,)  + ^'ргйит     •  (12) 

Дад*е  ияъ  (8): 

У  (Г,  Х(  —  Х(  1/1 )  =  ;>,  С]  +  1тц  ~  Р(р,соя<(  —  1  «Ы  (р  I. 

Подставляя  отсюда  въ  (12^,  находииъ  окончательво: 

ЬЬ  ■=:  а .  Р.  ?/[{/»]  -\-р1)соя<(  —  /.ет»1р].  (13| 

Выраа№Н1е,  1ггоящее  въ  пряхыхъ  скобкахъ,  носить  яавваюе  вваян- 
наго  коэффиц1ента  двухъ  вннтовгь. 

Когда  движен1е  по  вянту  5;  единственно  возможное  для  т*.ш,  то 
по  началу  воаножныхъ  перен-Ьщешй  (§  213)  силы,  характериэуемыл 
виятомъ  1$|,  будутъ  вь  равнов^сш,  если  взаимный  коаффифент'^  винтовъ 
.?,  и  5г  обращается  въ  нуль,  какъ  это  видно  изъ  (131: 

*У'1  -|- /'г)  С05 1р  —  / .  ,«(И  ^  ^  II.  (14) 

Два  винта,  удовлетворяющие  условш  (14),  называются  взаимными 
друръ  другу. 

Иаъ  (14)  видно,  что  наджллельиые  ((р^О)  вивты  взаимны  тогда, 
когда  параметры  ихъ  равны    по  величнн'Ь,   но  противоположны  по  знаху; 

вниты    перпендикулярные  другъ  къ  другу  (<Р^'л)  взаимны  тогда,  когда 

ОБИ  иерес']^каются  (^^0);  ваконецъ,  11ерес^кающ1еся  винты  (1  =  0)  вза- 
нняы,  когда  или  перпендикулирны  другъ  къ  другу,  или  им'Ьютъ  равные, 
но  противоположные  по  знаку  параметры. 
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228.  Цилшвдрошдъ  ВаП'а.  Иъ  знключев1е  разсиотримъ  одну  повврх- 
носгк,  имеющую  большое  значешв  въ  тео1ни  винтовь.  Возькеиъ  два  винтя 
и  яайдемъ  третЕА  виать  вквивалвнтныВ  ихъ  совокуиности.  Если,  оставляя 
беаъ  изн%нен1Я  основан!н  и  параметры,  1танвнъ  нанять  амплитуды  пер- 
выхъ  двухъ  вивтовъ,  то  трет1Й,  нви'Ёняя  свое  положение,  оикшетъ  н-Ько- 
торую  линейчатую  поверхнс-ть  третьяго  порядка,  названную  но  имени 
англ1Йскаго  ученаго  ее  открывшаго  цилиндроидонъ  ВаМ'я.  Очевидно, 
поверхность  эта  играетъ  при  сложеши  винтовъ  туже  роль,  какую  играетъ 
илоскость  при  геометрическохъ  1-лошен1и  диухъ  векторовъ  съ  общею  точвою 
ирилокешя.  Урав:1ен1е  [Цилиндроида  можемъ  получить  1'л-|1дуюп1И1(ъ 
образокъ. 

Назовеиъ  амплитуду  пцрвато  винта  а,  а  второго  ^,  и  пусть  ОК  со- 
виадаетъ  съ  основашеиъ  перваго  вията,  а  02  направлена  по  кратчайшему 
разсто»П1Ю  и  между  ними;  уголъ,  образуемый  на11равлен1ями  винтовъ, 
пусть  будетъ  ч.  Тогда  яа  координаты  перваго  винта  вДоь  Ьх,  Сь  р],  Еь  1)|,  Ст) 
иоженъ  принять: 

о,  =  Ь|  =  с,  =  (» ;     5,  =  я  ;     г„  =  С,  =  О  : 
а  за  координаты  второго  винта  .У;(аг,  Ьг,  Са.  Р;.  ^г.  Чг»  ^г^- 

Если  дв4  системы  нриложепныхъ  векторовъ  эквивалентны,  то  мо- 
менты ихъ  вокругъ  любого  полюса  должны  быть  равны  между  собою 
(§  24),  сл'Ьд.  координаты  винта  8(Х,  У,  2,  Р,  2,  Г,  2,),  эквивалентнаго 
81  я  $2  найденъ  по  (7)  изь  уравнен1Й: 

р,  п-|-/ьрсо8<р-Ь^ят(р.(г  — Л1  =  7'.3-Г(г  — г)  +  2(Г— //); 

гд*  X,  !/,  г  вполн'6  произвольны. 

Отсюда  прежде  всего  сл'Ьдуетъ: 

2=0:     ?  яЫ  ■^  =  У:     я  -}-  ?  сое  ?  =  =:  (15) 

т.  е.  направлен1е  винта  5  всегда  параллельно  плоскости  ХОУ,  а  ампли- 
туда его  равна  геометрической  сумм'Б  аинлнтудъ  даяныхъ  винтовъ. 
Къ  вышеприведеннымъ  уравнен1ямъ  присоединяются  еще  три: 
р1«  •+  рг^со.чч  —  к^зЫ'р  ^Р.^  —  \\2-\-2.У: 

Р1р5г"'Р+А?со5'р=Р.Г— 2.Х-Г  а. г:  (16) 

О  =Р.2  — а.Г-1-Г.Х. 
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Исключая  изъ  шести  уравнев1й  пять  величвнъ— 5,  Г,  2,  Р  и  отво- 
шеше  аыплитудъ  а :  ^,  получннъ  елбдующее  урав11ен1е  исеоной  поверх- 
яоетн,  какъ  геоиетрическаго  н^юта  точекъ  ар1иоаюв1я  эквивалввтваго 
вввта: 

Повертываенъ  оси  около  02  на  уголь  X,  определяемый  ;равнеи1е1гь: 
*^Т-'3  2X4-1  =0; 
тогда  уравнев1е  поверхности  обратится  въ  такое: 

Наконецъ,  перенося  начало  по  02,  приведемъ  уравнен1е  къ  прост4й- 
шену  ввду: 

ХУ 

гхЬ  к  в^Ьвоторая  постоянная. 
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Равнов%с1е  снстеиъ  съ  трен1еиъ. 

^39.  Равнов']Ье1е  натер1альной  точвн  на  шероховатой  крввой. 
Услов1я  равпов^Ьс^я  иатер|'альной  точки  на  шероховатой  кривой  былк  ухе 
вами  указаны  въ  §  137.  Если  точка  находится  на  такой  кривой  въ  иске!!, 
то  сила  трен1я  равна  и  прлиоаротивоиоложна  проэкц1и  равнод'Ёйствующей 
силъ,  лриложенныхъ  въ  точк'Ъ,  аа  касательную  къ  кривой  и  не  можетъ 
быть  больше,  ч1тъ  &|Д  гдЪ  1|  цостоаннаи,  называемая  коэффнц1вв- 
тоыъ  статнческаго  трен1я.  а  N —  абсолютная  величина  , реакцш 
кривой. 

Вм1;сто  коэффищента  &■  введенъ  тавь  называемый  уголъ  трен1а 
Да,  полагая 


Но  сказаннону  точка  М  (Фиг.  99^  будетъ  аъ  покоЁ  на  шероховатой 
кривой  АВ,  когда  приложенная  сила  1"  уравнов'Ьшена  норнальвою  реак- 
щею  кривой  Д'  и  силою  треи1я  /".  Но  при  :)томъ  требуется,  чтобы  отно- 
шен1е  * 

-^  было  -^  А, 

Иаъ  прямоугольника,  сторонами  котораго  служатъ  NяС,  л  д1агоиалью 
]•',  йМ'Ёенъ: 

_  (■=  N.^!/ч. 

если  1р  уголъ  .между   /-'  и  N■.  сл'Ьд.  по  скавапному  выш(; 
4  =  <»1>5'*|, 
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или  по  (1); 

^9  *?  ^  ^  *>| ; 

иваче 

«^  <  |1,  .  Г2.» 

т.  э    ;голъ  нежду  раонодМстиующею  и  илосБОсты),  норнальвош  къ  кривой, 
долженъ  быть  неньше  угла  Т1)ен1я. 


Ф)1Г.  100. 

и 

Отсюда  приходииъ  къ  следующему  р1;шенш  нашей  задачи  Изъ  точки 
Ш  как'Ь  вершины  (Фиг.  100)   построииъ  конусъ  враш;ен1я  ЬМИ  съ  осы» 

по  касательной  МТ  и  съ  углонъ  раствпренш  ТЖ^^=^  —  V■^^  Такой  ки- 

нусъ  носитъ  пязвап1е  ковуса  трен1Я.  №ъ  (2)  видинъ,  что  для  равно- 
в'ЁС1я  необходимо,  что(1ы  рявнод^^йстпующая  ^'' лежала  вн^  конуса  треш». 
Полоаен1Й  равповБстя,  вообще  говоря,  безчисленное  множество;  они  сплошь 
занолняютъ  н11которую  часть  кривой.  Для  пред^льныхъ  положен1Й  свла  V 
говаадяетъ  съ  какою  либо  прои^^водищею  конуса  ЬМЬ'. 

Аналитически  вопросъ  р'ЗЬшается  сл1>дующимъ  образомъ.  Пусть  проэк- 
цш  силы,  приложенной  къ  матер1альной  точв*,  будутъ;  X.  У,  ^-  Изъ 
уравнен1я    кривой  опред1<ляенъ   косинусы    угловъ  касательной  съ  осями: 

Ах       11у       Аг 

(18         <{я         г/я 

Тогда  /",  нроэкщя  I''  на  кас^ательную,  будетъ: 

аз  ПЯ  Л5 

Отсюда  уголъ  <р  силы  Р  съ  нормальною  плоскостью  выразится  тавъ: 


Ш  (2) 
или  по  (1) 

1/1  + V 
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А  потону  изъ  (3)  искомое  услов1е  равнов'ЁС1Я  будетъ: 

Знакъ  равеиства  соотв-Ьтствуетъ  пред'бльвыиъ  положен1яиъ  равыов^с1я. 
Ходъ  р'Ёшен1я  задачи  былъ  бы  тавовъ.  Выразинъ  вс(  величины,  Еакъ 
фунЕцти  отъ  длины  дуги  5;  тогда  корни  уравнев1я 


,Лв 


^^^ 


дадутъ  з[1ачен1я  я  для  пред1>лЕ.ныхъ  ноложен1й  равнов'Ьс1л.  Найдя  пре- 
д-Ёльныл  положеи1я,  обращаемся  къ  неравенству  (4)  и  съ  оонощью  его 
легко  опредйляехъ,  как1я  части  кривой  между  пограничными  положешяни 
заполнены  положен|яни  равнов1ЁС1я,  как1я  н^тъ. 

Ирим^^ръ:  Найти  положен1я  равновЪс!я  тяжелой  матерхальной  точки 
на  шероховатой  циклоид-Ё,  ось  которой  вертикальна,  а  вершина  книзу. 

Пусть  радйусъ  производящаго  круга  К:  тогда  при  обозначен1яхъ  §  142 
ураьнетя  кривой  будутъ: 

х  =  Е(2<!/-\-зЫ2<^);    у  =7Д1  +  со52Л); 

а  длина  дуги  з  выразится  ст'бдующииъ  образоиъ: 

Проэкц1и  приложенной  силы  представятся  такъ: 

т— масса  точки,  ^г— ускореше  тяжести. 
Вычисляемъ    -^  и  легко  нвходинъ: 


(75 


=^  —  я'т  ф . 


Тогда  условие  (4)  наяъ  даетъ: 


Л'ф<5^^-5. 


(б) 


у— й(1+соя24.)  =  2й{1  ~зш^^). 


о,Соо'^1е 
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И  ел4д.  ТОЧКИ  будетъ  въ  равнов'Ьсти  лишь  тогда,  когда  она  лежитъ  надъ 
вв|)1Пиною  не  выше,  ч'!^къ  на 

А,' 


27г 


1Н-*,г 


330.  Равно1г&е1е  иатер1альной  точвш  на  шероховатой  поверх- 
ности. Но  §  137  натер|альвая  точка  на  шероховатой  поверхности' б; деть 
въ  равнов1;с1и,  если  сила  трешя  ^  равна  и  прянопротивоположна  проэкц1н 
раинол'Ьйствую[](еЙ  Р  на  гсасат(;льную  илоскостГ|,  при  ченъ  однако  си-та  /* 
не  иожегь  быть  больше,  ч'Ьиъ  кх  N,  лх^^  кх  постоавнан,  навываемал  ко^^ф- 
фнЕиентомъ  стати  ческа  I' о  трен! я,  а  ^V — нормальная  [юакфя  поверх- 
ности: 

Г<к,  X.  (6) 

Ввояинъ    по  (11  уголъ  трен1я  {1| ;    тогда  изъ  {Ь)  опять   нриденъ  кь 

услов1ю  (2): 


Пусть  точка  М  (Фиг.  101)  иуображаетъ  собою  ио.тоженйе  матер1а.1ь- 
ной  точки  ня  поверхности  55'.  Принявъ  М  .ча  вершину,  а  нормаль  и  къ 
поверхности  за  ось,  строимъ  конусъ  вращен1я  ЬМЬ'  еъ  угломъ  растворе- 
нш,  {твнымъ  углу  трешя  Ц].  Тогда  но  (7)  для  равнов'(1С1я  необходимо, 
чтобы  равнод'Ьйствуюн(ая  Глсжала  внутри  атого  конуса  трен1я.Ес1и 
поверхность  удерживающая,  то  безранлично,  внутри  какой  полы  конуса 
проходитъ  ^,  ес1и  же  поверхность  неудерживающая,  то  отъ  конуса 
трен1я  надо  сохранить  лишь  одну  полу,  идущую  въ  ту  сторону,  куда 
точка  сойти  не  ножетъ,  напр.  вь  нашеиъ  случа'Ь  конусъ  трен1я  долженъ 
состоять  лишь  изъ  полы  М1,',  если  точка  иохетъ  сходить  съ  поверхности 
въ  иа11равлен1и  МН. 

Аналитически  вонросъ  1>^шается  такъ.  Пусть  уравнен1е  данной  по- 
верхности 

{(х,  у,  2)  =  О  .  (8) 

Тогда  п[)Оякц|я  равнод'Ьйствуюигей  {"{Х,  Г,  2)  на  положительную 
нормаль   (на  направ.тен1е   диффе]№кц!а.1ьнаго  1гаранетра   перваго  порядка 
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«вязи)  будетъ: 

дх   '      ду   '      дя 


+  |/©+(|)+(1)' 

сл^довательво 

с/к?»  т::= 

да  '      (1ц    '      д! 

По  |7|  а|)авал    часть  написяннжч)    ранепгтнй  должна  быть  численно 
■больше 

1 

('о»и.^  —  ■ . 

»'1  +  *,' 
■Т.  е. 


Ш+(|)'+(1 


у     '         1+*,' 


11о.10жен1Й  равнон1|('1я,  вообще  говорл,  безчисленное  нножеетво;  они 
занолняютъ  собою  н'Ъкоторую  часть  поверхности.  Если  въ  (10)  сохранинъ 
одивъ  анакъ  равенства,  то  уравнен1я  (8)  и  .(10)  опред^лятъ  собою  ту 
кривую  на  поверхности,  кото|)ая  служить  границею  частей  поверхности, 
заполненныхъ  ноложешями  равнов^с1я.  Д.1я  точевъ  на  разснятриваеиоП 
кривой  сила  Т  совнадаетъ  съ  одною  из1.  нроизводлщихъ  конуса  трен1Я. 
Кпгда  поверхность  неудерживающая,  то  къ  услов1Ю  (10)  присоединяетсл 
еще  одно,  а  именно  правая  часть  (!))  должна  быть  отрицательною. 

11рнм1)ръ:  Найти  по.тожетя  рапнов^сЫ  тяжелой  точки  на  шерохо- 
ватомъ  :4ллип<'оид1;г 

„г    ~  /,г  Т^  ^2   —  ■*  • 

Ось  а;-овъ  направлена  вертикально. 
Проэкц1и  си.ш  Р  будуп,: 

Равенство  (10)  даетъ  по  сокращенж: 


1уСооз1е 
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Привявши  во  8ниман1е  уряваеше  эллиасоидя,  легко  убЪясдаенся,  что 
иолохешя  равнов1Ёс1я  лежатъ  внутри  цилиндра: 


На  поверхности  удерживающей  полохен1я  равнов'Ьс1я  заиолняютъ 
Х«Ь  области,  а  на  поверхности  неудерживающей — только  одну,  либо  верх- 
нюю, либо  нижнюю. 

231.  Равнов'Ьс1е  яатер!альныхъ  енстенъ  еъ  трен1еиъ.  Уже  длк 
одной  матер1альной  точки,  какъ  мы  видели,  задача  о  равнов'Ьс1и  при 
существовав ш  трен1я  становится  неопред'Ьленною,  и  все  д*ло  сводится, 
собственно  говоря,  лишь  къ  нахожде111ю  границъ  для  положешй  равнов^- 
С1Я.  Еще  съ  большею  иеонред'Ёленностью  мы  встр'!Ьтимся  при  раэыскашн 
равнов'ЁС1н  матер1а.1ьныхъ  системъ  съ  тренЕемъ.  Конечно,  и  для  систенъ 
придется  вычислять  лишь  крайн1я,  пред'Ьльныя  иоложешя,  но  крои^  того 
зд^сь  является  новы)^  источннбъ  неопред'Ьленности,  а  именно  во  нногихъ 
случаяхъ  само  направлен1е  силг  трешя  неизв^^стно  и  должно  быть  най- 
дено. Такъ  какъ  иаиравлен1е  цинетическаго  трен1я  {§  137)  вполне  опре- 
д'Ьляется  скоростями  точекъ  системы,  то  мы  иожемъ  избежать  указанной 
выше  неопределенности  двоякимъ  иутеиъ.  Или  намъ  должно  быть  изв'Ьстно, 
какимъ  движешеыъ  система  дошла  до  110ложен1я  равнов^с1и,  и  тогда  мы 
будемъ  въ  состоян1и  определить  т4  силы  трешя,  которнхъ  какъ  разъ 
было  достаточно,  чтобы  задержать  систему  въ  поко*.  Или,  наоборотъ,  мы 
иаходинъ  т6  силы  трен1Я,  при  которыхъ  система  можетъ  снова  перейти 
изъ  покоя  въ  движен1е.  Если  предыдущее  движен1е  системы  не  дано,  то 
оба  пр1еиа  даютъ,  конечно,  одинаковые  результаты. 

Фиг.  102  "1-1:1—1  ^^ 


Для  примера  разсмотримъ  р*шен1е  сл^дующаго  вопроса:  твердое 
т4ло  опирается  и  точками  »11()  =1,  2, 3, . ..  я)  на  шероховатую  плоскость 
н  находится  подъ  дййствАемъ  заданныхъ  силъ;  найти  величины  снлъ 
трешя  въ  точкахъ  т1,т%,...т„,  если  т*ло  готово  тотчасъ*же  придти 
въ  движен1е  по  плоскости. 
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Выбираенъ  шероховатую  плоскость  за  ХОУ  (Фиг.  102);  пусть  глав- 
ный векторъ  прилохенаыхъ  силъ  ин^Ьетъ  своими  проэкшяии  на  оси 
X,  У,  X,  а  главный  монентъ  вокругъ  начала  коорлинатъ  X,  Ж,  Ж 

Уже  вычислен1е  норма.1ьныхъ  реакцШ  Р] ,  Р^ .  ■  ■  ■ .  -Р"  плоскости  на 
точки  т^,  »);,,.,№«  поведетъ  при  и >■  3  къ  неопределенности,  такъ  какъ 
для  нахожден1я  этнхъ  силъ  ны  им^енъ  лишь  три  уравнен1я  (пр.  д)  §  215):  ' 


^?+^Р.  =  0;     Х-{-^Р,з,,  =  0;     Ж-Ур.л;<=: 


0.  (11) 


Мы  не  станенъ  останавливаться  на  тонъ,  какъ,  принимая  во  внимаше 
теор1Ю  упругости,  нокно  обойти  эту  неопред'Ьленность,  и  прямо  допустинъ, 
что  вычислить  силы  Р(  иы  сгум^лн. 

По  услов1ю  твердое  гЬло  1ютово  начать  свое  движен1е  по  плоекостн. 
Изъ  Киненатихи  (§  70)  нзв1^стно,  что  такое  дввжен1е  состоитъ  нзъ  ряда 
вращенШ  около  мгновенныхъ  центровъ.  Положев1е.  нгновевнаго  центра 
для  начальнаго  движенЫ  означннъ  черезъ  (7;  онъ  можетъ  иди  лежать 
вн{>  точекъ  №1,  или  совпадать  съ  одною  изъ  нихъ.  Разбереиъ  оба  эти 
случая  въ  отдельности. 

Пусть  координаты  мгновеннаго  центра  С  будутъ  Х(,у„.  Сила  трен1я 
^^,  приложенная  къ  какой  либо  точк'%  »((,  перпендикулярна  къ  рад1усу  век- 
тору р(,  соединяющему  т,  съ  С.  Поэтому  проэкщи  /!  на  оси  представятся 
такъ: 

гд*  _ 

р,  =  :±»^(а:(-л^,)=Ч-(у,-усЯ.  (12) 

Зд^сь  надо  взять  знакъ  верхшй,  если  начальное  вращеше  произой- 
детъ  по  стр'Ьлк'Ь  чертежа,  и-нижшй  въ  противоположноиъ  случае. 

Выражаемъ  теперь,  что  твердое  гЬло  въ  равнов^с!»  (§  224),  т.  е. 
пишемъ  три  уравнеы1я  добавочных*  къ  (И),  при  ченъ  только  за  полюсъ 
')еремъ  не  начало  координатъ,  л  точку  С.  Тогда  находннъ: 

*'2  ■^'  ^'г^'+-^=**-     -*|У  Р<  ''-!~"-^-^  +  Г=0;  (13) 

Два  изъ  этихъ  уравнен1й  служатъ  для  оаред'Ьлеы1я  положенш  мгно- 
веннаго  центра  С',  а  третье   даетъ  услов1е    относительно    приложенныхъ 
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Въ  1Ч)мъ  муча*,    когда  цевтръ  С  совпадаетъ  съ  одной   изъ  точекъ 
опоры,  напр.  да/,  уравнея1е  (14)  яян'Ьнится  сл^^лующимъ: 

-  *1  Л^'"-(/-1-л'—  Уx^■^xу^  =  (^,  (1б> 

•  гд* 

,у  =  ты  уйс,  -  хуУ  -Ь  ( !,*^Ж 

Суиниронаыш  распространяетсл  на  вс*  значен1я  <  кро^гЁ  *=^. 
Что  же  касается  до  у|)авнен1Й  (13),  то  они  нрииутъ  видъ: 


(16> 


Зд*еь  /"у^,  /уу  обозначаютъ  собою  1|ро:»кц{и  но  осяиъ  неизвестной 
нанъ  силы  трев1я  /),  при.тошенной  къ  т/  и  тдсржннаюн^ей  эту  точку  въ 
ноко^Ь.  Должно  заметить,  что  если  сила 

/■.■=)'л-.'4-7л^ 

вычисленная  изъ  (16),  окажется  больше  А]  Р_,-,   то  продположвв1е  о  томъ. 
что  С  совпадаетъ  съ  игу,  должно  быть  отирошено,  какъ  нев'Ърное. 

Ходъ  р^шенЕя  задачи  будетъ  сл'Ьдующ1Й.  Сначала  пытаемся  найти  зиа- 
чешя  Хе,  Ус,  удовлетворяющ1я  уравнен1ямъ  (13)  и  (14).  Если  пто  не  удастся, 
обращаемся  хъ  уравнешяиъ  типа  (15)  и  (16),  нрнчеиъ  перебираеиъ  вс^ 
точив  »1/ (^=^  1,2,  3,...м)  н  отб))асываенъ  т*  р'бшешя,  для  которыхъ  не 
соблюдается  услов1е 

О  '-'  'й-Рг  (!'' 

Задача,  нами  разс)101'р'Ьнвая,  совпадаетъ  со  следующею;  определить 
цоложен1е  оси,  оерпендивулярной  къ  шероховатой  плоскости  такъ,  чтобы 
силы  трен1я  и  прнложекныя  давали  около  нея  возкожво  ванневьш1й  ыо- 
ментъ.  На  саиоиъ  д11лЬ,  положен!е  оси  вполне  дается  координатанм 
Хс ,  у*  сл^ла  ея  С  на  шероховатой  плоскости.  Главный  моментъ  О-  силъ 
вокругъ  искомой  оси  выражается  по  предыдущему  такъ: 


а  =  N■^к^'^Р^р^-Уx,-\-X9.• 


Мш!тиш    ^г  еоответстктетъ   т4мъ    .чначенЕлмъ  .г.с.ус,  для   которыхъ 
производныл 
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обращаются  въ  нуль  нля  беэконечвость.  Въ  яервомъ  с.1уча'Ё  иы  воцвра- 
щаенся  къ  ураввен1ляъ  (13),  а  во  второиъ  случае  по  (12)  вакое  либо  р| 
должно  обращаться  въ  нуль,  т.  е.  С  совоадаетъ  съ  одною  изъ  т- 

Когда  минимальное  значен1е  О  [>авко  нулю,  шдача  возможна,  и  тфло 
подъ  л'Ьйств{е11ъ  прклоасекныхъ  силъ  ()удетъ  въ  1)авнов^с1и;  если  ш1П1шит 
<г  положитвленъ,  т'{;ло  »ъ  равновЬсж  быть  не  можетъ;  наконецъ,  если 
минимальное  значен1е  О  отрицательно,  т')1ло  6уде1'Ъ  въ  равнов'!Ьс1и  даже 
и  въ  тонъ  случае,  когда  силы  трен1я  не  достигли  еще  своихъ  пред^^ль- 
ныхъ  значенШ. 


Ирим'Ьръ:  найти  наиненьш1й  вертиЕальный  м.оневтъ  си.1ъ,  которые 
въ  С0СТ0ЯВ1И  сдвинуть  съ  и'Ёста  тяже.1ый  треугольный  сто.1ъ,  стоящ!й  на 
шероховатой  горизонтальной  плоскости. 

Пусть  (Фиг.  103)  п»!,  Ж;,  тз  иаображаютъ  гобою  проэкцш  ножекъ 
стола  на  горизонтальную  плоскость.  Изъ  уравнен1Й  (11)  легко  находимъ, 
что  давлен1я  ножекъ  на  плоскость  или  реакш'и  плоскости  на  ножки  будутъ 

Л  =  Р=  =  Л==^Ж, 
если   Ж  в'Ьсъ  стола. 

Такъ  какъ  прнложеннын  силы,  но  ус.10В1ю,  не  им^Ьютъ  главнаго  век- 
тора въ  горизонта.1ьной  плоскости,  то  и  геометрическая  сунна  пред^ьныхъ 
силъ  трен1я  /■].  /■;,  ^3  должна  быть  нулемъ.  Реакцш  Р,,  /'г,  Рз  равны  между 
со(1ою:  значить  силы 

параллельны  сторонаиъ  правильнаго  треугольника,  н  перпендикулярные 
къ  нииъ  рад1усы  векторы  Р],  р2-  Р»  образуютъ  другъ  съ  другонъ  углы  въ 
2 

-к-  тс.  Отсюда  сгЬдующее  р^шен1е  задачи:  на  двухъ  сторонахъ  треуголь- 
ника строимъ  по  сегменту,  вмещающему  уго.>(ъ  въ  -^П;  перес'Ёчец|е  ду|'ъ 

йтихъ  сегментовъ  и  даеп.  искомый  пентръ  С.  11нан  положени'  С,  изъ 
(14)  при    Х^  1'^=0  0П1)ед1;ля(>мъ  искомый  нонентъ  Л"! 


0|д|1|ге^ 
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Если  дуги   сегиентовъ  касаются  другъ  друга  или  воэсе  ве  пересе- 
каются, то  иентръ  С  совпадаетъ  съ  вершиною  тупого  угла  треугольника. 

Само  собою  разун^Ьется,  что  этотъ  тупой  уголъ  должевъ  быть  больше  или 

2 
равенъ   -ц-п.  Пусть  вершина  такого  угла  (Фиг.  104)  точка М];  тогда  сила 

трен1я  /',,  удерживающая  тх  въ  поко^Ь,  должна  уравнов^Ёшивать  оста.1ьнын 
силы  (2  и  /з-  Равнод-Ьйствующая  (р  силъ  /";  и  /"}  равна 

2  а 

если 

Такъ  какъ    а>-^1:,  то  ус.10В1е  (17)  выполняется. 


333.   Рввнов'Ьс1е  нитн  на  шероховатой  поверхиостн.   Когда  по- 
верхность: 

Г(х,  у,  ^)  =  О  ,  (18^ 

иа  которой  находится  материальная  нить,  шероховатая,  то  сила  трев1я, 
приложенная  къ  элементу  нити  из,  равняется  кхМ-Ё^С,  если  сохравнмъ 
обозначев1я  §  223,  н  лежитъ  въ  плоскости,  касятельной  къ  поверхности 
(18).  Уравнения  равнов+>с1я  (51)  §  223  иам4нятсл  следующими: 

г/я 

—  е,о&{^п)-\-Рсо5(Гп)'\-^-^(=^\  (19) 

Зд:§сь  ? — уголъ   между  силою   трен1я  и  касательною  1^   остальныя 
обоэначешя  тЪяЕе,  что  и  въ  §  223. 

ПосгЬдшя  два  уравнетя  (19)  можно  переписать  такъ: 


^у|,.е^.^^00^1с 
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если  к  Е  &  оэначаютъ  рад1усы  кривизны  ворнальнаго  (гЁчен1я  и  вривизны 
геодезической. 

Цри  отсутствии   цриложеииыхъ  силъ  (^'=0)   уравнен1я   равБ0в%С1а 
переокшутся  такъ: 

—  -|-*[11Д/'.со8^=0; 

^  +  ,1Д/-=0:  (20) 

Иаъ  посл^диихъ  лвухъ  уравнекШ  исключаенъ  цЛ/*: 

—  '//  <Р")  +  '^"1 "'"  '^  =  О  - 
По  (1)  вводинъ  уголъ  трешя  )11: 

—  й/ ((>»)  + Л/ц, . 5ш <р  =  О  ; 

сл1Ёд.  уголъ  (рп)  иехду  плоскостью  кривизны  и  нормалью  къ  поверхности 
(18>  лолхенъ  быть  численно  меньше  угла  трен1я. 

Первое  изъ  уравнешй  (20)  по  исключен1и  ^А{  а  <(  даеть 

ИЛИ 

(й  ({З    ,,    , ,г     - 

откуда 

гд'Ь  С  произвольная  постоянная. 

Если  вить  расположена  по  геодезической  лин!и: 

тогда  ватяжеи1е  вычис.1яется  по  форнул'Ь: 

1  =  Ге         ■'". 


),Соо'^1е 


Прилоавен1е. 


ТретМ  законъ  Ньютона. 

Несмотря  на  вндияую  аростоту  и  ясность  формулировки  третьяго  закона 
Ньютона  или  закона  о  д'ЬйствЫ  и  иротивод'Ьйств1и  ни  одно  нзъ  научныхъ 
положен1&  не  вызывало  столько  нелораяуи%н1Й,  ни  одно  не  ии'&етъ  столько 
]1азнор'!Ё<1ивыхъ  толкован1Й,  сколько  выпа-ю  на  долю  этому  третьему  за- 
кону. Большинство  авторовъ  иолагаюгь,  что  законъ  о  д%Йств1и  и  ороти- 
вод^йств1и  опытнаго  ироис>^ожден1я,  ириниманпъ  его  зя  весьма  в1!роятну1и 
гипотезу,  которая,  ножнлуй,  украшаетъ  научное  здате  Механики,  но 
которая  въ  то  же  время  можегь  быт1>  и  опущена  безъ  всякаго  ущерба 
для  прочности  постройки.  Ьъ  силу  такихъ  впззр^н1Й  наблюдается  сл'бдующее: 
въ  то  время,  какъ  иервые  два  закона  Ньютона  почти  всюду  излагаются 
въ  форм'Ь  весьма  близкой  къ  той,  какая  инъ  бы.1а  дана  ихъ  1'ен1альнымъ 
творцомъ,  съ  третьинъ  завоиоиъ  ытЬе  це1)енонятся,  съ  бол^  легкнмъ 
сердценъ  осмеливаются  на.10жить  на  него  руки,  изм'^ннть  или  „усовер- 
шенствовать" его  но  г.обствонному  усмотр^'.шю  *),  У  англЕйскихъ  авторовъ, 
особенно  тщательно  хранкщихъ  Ньютоново  изложе111е  отъ  новшествъ,  не 
11стр{1чается,  конечно,  уионянутыхъ  носягательствъ,  т'йнъ  не  ненТ^е  н  съ 
ихъ  коименгар1яни  на  трет1Й  :<аконь  йе  всегда  можно  согласиться:  уважу 
.Хля  прнн1'.ра  на  мн^ше  ТаИ'а,  что  будто  трет1Й  шконъ  ничто  иное,  какъ 
заковъ  сохраненЕЯ  эне{1пи.  Такъ  или  иначе,  во  всякомъ  случа'!^  сказаннагь 
достаточно,  чтобы  вид'бть,  что  роль  закона  о  д'ёЙств1И  и  противод'Ьйств!» 
далеко  еще  не  выяснена.  Но  этому  настоя1Ц1й  этюдъ  имФотъ  своею  [^ы> 
разобрать  под1юби^^  значен1е  и  снысль  третьяго  закона  и  указать,  какое, 
по  моему  ив'^^явю,  .чаиннаетъ  онь  мЬсго  въ  Механнк11. 

1.  Прежде  всего  припоннимъ  изъ  Кинематики  онред'Ёлен^е  движея1я. 
При  построенш  Кинематики  иривимается,  что  къ  даннынъ  поаят!имъ  о 
величин'6  (иатенатика),  о  пространств'^  (геометр1я)  присоединено  новое 
нонят1е  о  времени.  Чтобы  съ  помощью  этихъ  первоначальиыхъ  данныхъ 
•  оставить  поняле  о  движенЫ,   поступаемъ  сл^дующимъ  образоиъ.  Возь- 

*)  См.  ванр.  Усц!])!.  Упг1ев1Ш(;е11  ОЬег  1е|Ь1118с11е  Мсс1|«п1к 
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мемъ  два  какихъ-либо  геометрическихъ  объекта  А  и  В.  Это  могутъ  быть 
точки,  лиши,  поверхности,  объемы  или  собран1я  нхъ.  11олоя[е111е  объ- 
екта А  относительно  В  считается  иав*стиымъ,  если  мы  въ  состоянш 
указать  рвястояше  любой  точки  объекта  А  отъ  любой  точки,  иринадлежа- 
щей  В.  Когда  названныя  ра8Столн1я  съ  ■гечеи1еиъ  времени  не  н'Ьняются, 
мы  говоримъ — объвктъ  А  находится  въ  по  ко'Ь  относительно  В.  Въ 
иротнвнонъ  случае — объектъ  А  движется  относительно  В.  Такимъ 
образонъ  двнхен^емъ  А  относительно  В  называется  иосл'Ьдователь- 
ное  съ  течен1енъ  времени  И!1м1^нен1е  иоложен1я  А  относительно  В.  Но 
в-Ьдь  тогда  и  положение  обы^кта  В  относительно  А  также  меняется  еъ 
временемъ,  т.  е,  и  объекгь  В  движется  относительно  А.  Отсюда  вы- 
текаетъ  съ  одной  стороны,  что  говорить  о  движеши  мы  моженъ,  лишь 
ин'Ья  нредъ  собою  не  мен'Ьв  двухъ  объектовъ,  а  съ  дру'ой  стороны, 
что  дви1кен1е  ин1>етъ  всегда  двойственный  характеръ;  всякое  прямое 
двнжен1е  объекта  А  относительно  В  неизб'Ьж1го  сопровождается  вторымъ 
обращенным'ь  движешемъ  объекта  Р относительно  А.  Ясно  само  собою, 
что,  если  вн'^^сто  двухь  объектовъ  возьмеиъ  нхъ  больше,  напр.  Аи  А2,..Аг, 
всего  »,  то  групиъ  движешй,  одновременно  сосуществующихг,  будетъ 
также  п.  Л  именно,  мы  моженъ  рассматривать  лвижен1е  (п — 1)  объектовъ 
^1,  Л},..  Ли  относительно  ^1;  эат^^мъ  Л11иа№Н1е  Л| ,  ^з,. -Л.  относительно 
Аз  и  т.  д.  наконедъ  лвижен1е  А1.  А2,--Ля^1  относительно  Ап-  Если 
ии'1Ьетъ  м'Ёсто  хотя  одна  изъ  названныхъ  группъ,  то  ненрен'Ьнво  им^^ютъ 
н4сто  и  всЬ  остальныя  (и — 1). 

Итакъ  изъ  санаго  определен  1Я  движен!я  сл11дуета,  что  оно  им'Ьетъ 
относительный,  л  логому  и  множественный  (по  крайней  и^р^ 
двойственный)  характеръ. 

Обратимся  теперь  къ  движен1Ю  не  геометрическихъ  объектовъ,  а  къ 
движен1ю  матер1альныхъ  т:Ёлъ.  Зд'^ь  прежде  исего  ясно,  что  явлен1еиъ, 
подлежащимъ  наблюденш  или  опыту,  ноя№тъ  быть,  конечно,  лишь  дви- 
жен1е  т-Ьла  относительно  другого  т*ла,  и  сл^д.  всякое  наблюда- 
емое нами  движете  носитъ  двойственный,  а  при  наличности  бол-1;е,  ч^иъ 
двухъ  т^лъ,  множественный  характеръ.  ;;{ам'1{тннъ  однако,  что  при  раз- 
снотр'Ьши  двнжен)я  гЬлъ  другъ  относительно  друга  ничто  не  н&шает-ь 
иамъ  относить  ихъ  положен!»  къ  какому  либо  воображаемому  геометри- 
ческому объекту,  только  этотъ  ткл-Ьдн^й  долженъ  быть  вакъ-нибудь  гео- 
метрически связянъ  съ  нолоа№Н1еиъ  т%лъ  другъ  относительно  друга,  напр. 
подожен1е  двухъ  иатер1альныхъ  точекъ  можно  опредФ>лять  по  отношея1Ю 
къ  ихъ  общему  центру  инерц1и. 

2)  Для  11осгроен1я  Динамики  кром'Ь  уназанныхъ  выше  лсновныхъ 
К0НЯТ1Й  нужно    еп1е  новое  понят1е  — о    иатер1альнонъ   т11л1>    или  о  масс'Ь* 
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ТаЕЪ  какъ  соображеихя  о  характер'^  этого  понят1я  и  объ  отношенш  его 
къ  110ЫЯТ1Ю  о  сил^  съ  достаточною  подробностью  развиты  и  выясвены 
проф.  Н.  Н.  Шиллеромъ  въ  его  очерк*  „Значен1е  поаят1Й  о  сил*  и  о 
нассЁ  въ  теорш  познан1Я  и  въ  механике"  (К1ев.  Унив.  Изв.  1898).  то 
а  считаю  возможяынъ  перейти  пряно  къ  нвложен1ю  закововъ  Ньютоия. 
при  чеиъ  иервыжъ  двухъ  законовъ  коснусь  лишь  настолько,  насколько  это 
необюднно  для  уяснен1я  третьяго. 

Первый  законъ  Ньютона  кратко  можно  формулировать  такъ:  если 
тЬло  (масса)  движется  съ  ускорен1еиъ,  то  на  него  д'Ьйствуегь  сила.  Тутъ 
уже  съ  периыхъ  шаговъ  мы  наталкиваемся  на  неопред'^^ленность.  В'&дь, 
какъ  было  упомянуто  выше,  движен1е  можетъ  быть  только  относительныиъ. 
Поэтому  объ  одной  и  тойже  масс*  въ  одно  и  тоже  время  въ  зависимости 
отъ  того,  относительно  чего  мы  разсиатриваеиъ  ея  движоН1е,  можно  ска- 
зать, что  масса  эта  им'Ьетъ  или  одно  ускорен1е,  или  другое,  или  вовсе 
его  не  им'1'.етъ.  На  каконъ  изъ  безчисленнаго  множества  предаоложешЁ 
остановиться,  мы  пока  не  вм-Ьемъ  критер|ума. 

Еще  большая  неопред'бленность  получится,  когда  прниеиъ  во  вня- 
нан1е  второй  законъ  Ньютона.  По  этому  закону  си.та  изм'Ьряется  во-пер- 
выхъ  по  величин1>  нассм,  движен1е  коей  изм'Ёняется  си.10Ю,  и  во-вторыхъ 
но  величин'Ь  ускорешя,  этою  силою  сообщеинаго.  Такъ  какъ  ускореше— 
эффектъ  д'Ьйств1я  силы  на  массу — количество  вектор!альное,  то  и  самой 
сил*  приписывается  также  вектор1альность,  а  сл*д.  и  вс4  свойства,  опре- 
д*лнемыя  вектор1альностью.  Одно  изъ  этихъ  свойствъ  выражается  тавъ 
называемымъ  закономъ  параллелограмма,  который  формулируется  сл*дую- 
щимъ  образомъ:  если  масса  движется  съ  ускореп1емъ,  то  мы  можемъ  без- 
различно сказать,  что  къ  ней  приложены  или  одна  сила,  или  н'Ёскольео, 
но  такихъ,  чтобы  ихъ  геометрическая  сумма  (равнодействующая)  раввя- 
лась  первой  сил*.  Опять  и  зд'Ьсь  мы  пока  нич-Ёмъ  не  можемъ  руковод- 
ствоваться въ  р*шеЯ1и  вопроса,  какую  комбивацш  выбрать  изъ  безконеч- 
наго  ряда  возможныхъ. 

3.  Выходъ  изъ  указанаыхъ  затруднен!^,  а  также  отв*тъ  на  волросъ, 
что  служитъ  источникомъ  силы,  или  иначе,  какая  причина  тому,  что  сила 
д'Ьйствуетъ  на  т^ло,  и  дается  третьинъ  законоиъ  Ньютона  вли  заковохъ 
о  д*йств1н  и  противод*йств1и.  Искать  цричину  изм'Ьнен1я  скорости  жакой- 
лнбо  массы  мы  можемъ  лишь  въ  томъ,  что  около  движун^еЗся  массы  на- 
ходятся е1це  и  лруг1я  массы.  Если  бы  данная  масса  была  одна  во  всекъ 
»!р*,  то  о  движен1и  ея,  какъ  объ  явлении,  подлежащеиъ  наблюдев)», 
нел1,зя  было  бы  и  говорить.  Но,  когда  мы  ин*еиъ  нередъ  глазами  д&хс 
только  дв*  массы,  уже  мыслимо,  что  различ1е  въ  ихъ  вэаимнонъ  псю- 
жеп1и  в.11яетъ  на  движен1е  массъ  другъ  относительно  друга.  Поэтому  за- 
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конъ  объ  источнике  сндъ  долхенъ  быть  таковъ,  чтобы  уже  и  для  дпухъ 
массъ  получался  воодн'Ь  законченный  результатъ. 

По  третьему  закону  Нылона  источникомъ  силы  1",  л'Ьйствующей  на 
масс;  Л(,  служить  пасса  Мх ,  на  которую  л1йствуетъ  сила  ^^1 ,  равная, 
но  црлнопротивоположная  ълзЛ  Г.  Если  силу  7^  назовенъ  л'бйствйенъ, 
а  силу  ^^1  противод'Ьйств1вмъ,  то  моженъ  сказать,  что  всякоит 
д'Ьйствхю  соотв^^тстнуетъ  равное  и  прнаосротивоволожнон  11ротиводййств1е, 

Изложенный  заковъ,  очевидно,  выролняетъ  высказанное  раньше  требо- 
ван1е,  чтобы  и  для  двухъ  иассъ  ие  осталось  ничего  неопред^еннаго: 
источникомъ  для  силы  ^^1  по  тому-же  правилу  служить  касса  М,  и  сл'Ьд. 
система  силъ  Р  и  1"!  вполн^Ё  опред'Ьленняя  и  занкнутал. 

4.  Неопределенность,  вытекающая  изъ  закона  пара-илелогранма,  раз- 
Р'Ьшается  теперь  такъ:  т6  силы  дМствують  на  массу,  источникъ  конхъ 
мы  можеиъ  указать.  Если  из0Ьстенъ  источникъ  для  одной  силы,  то  и  на 
самомъ  хклЬ  къ  тЬлу  приложена  одна  только  сила;  если  для  одной  силы  мы 
не  кашли  источника,  то  должно  искать  д.1я  двухъ,  трель  или  бол:!Ье,  и 
только  тогда  опред'Ьлится  окончательно,  как)я  силы  и  въ  какомь  числ^ 
приложены  къ  гЬлу  въ  д'Ьйствительности.  Такь  напр.  къ  каннп,  прявя- 
занноиу  къ  веревке  и  описывающему  равномерно  окружность  вовругь 
руки,  приложена  одна  дентростренительнаа  сила,  ааправлеиная  кь  рук^; 
если  возьменъ  кольцо,  проденеиъ  черезъ  него  веревку,  оба  конца  веревки 
привяжемъ  къ  двунъ  рааличнынъ  точкаиъ  прута  в  зат^нъ  сообщииъ 
кольцу  равномерное  двнжеи1е  по  кругу,  плоскость  котораго  перпендику- 
лярна  къ  пруту,  то  къ  кольцу  будугь  приложены  две  силы,  дающ|н  въ 
сумме  одну  центростремительную  и  т.  д. 

Должно  заметить,  что,  если  мы  въ  кавомъ  либо  (относительномъ) 
движении  массъ  нашли  пару  взанмныхъ  силъ  (действ1е  и  противодейств1е), 
то  эта  пара  силъ  сохранится  и  тогда,  когда  мы  отъ  разсматриваемаго 
двнжен1я  перейдень  къ  движению  относительно  какого-либо  другого  объ- 
екта. Быть  можетъ,  тогда  ускорен1я  массъ  изменятся,  но  лрежн1я  пряио- 
противоположныя  и  обратнопропорцгональныя  иаееамъ  ускорен1я  сохранятся 
и  войдуть  составляющими  въ  новыя  ускорен|я,  какь  это  известно  изъ 
Кинематики.  Напр.  паря  взанмныхъ  силъ  притяжешя  луны  и  земли, 
онределенная  въ  нхъ  движенш  вокругъ  осей,  начало  коихъ  совпадаетъ 
съ  центрокъ  иверцш  солнечной  системы,  останется  безъ  И8менен1я, 
если  отнесенъ  движев1е  втихъ  планвтъ  къ  осямъ,  неизменно  связаннымъ 
съ  С08везд1еиъ  Геркулеса. 

5.  Но  ведь  для  Бзятаго  дв11жен1я  массы  можетъ  С1учиться,  что,  как1л 
бы  мы  ни  придумывали  коибннацж  снлъ,   объусловливающихъ  по  закону 
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парал.те.101'[1амна  ранснатриваеыое  движение,  всетаки  источниковъ  :^тихъ 
(:и.1ъ  уклзат).  мы  не  въ  состолн1н.  Такое  обстоятельство  ироивошло  напр. 
цри  113сл^дован1и  цаконп  и8нЪнеН1я  лИ^м,  на  аехкоб  поверхности.  Тогда, 
чтобы  не  вс'шть  въ  иротивор11Ч1е  съ  первмнъ  вакононъ  Ньютона,  мы 
должны  пе|№йтн  отъ  разсматриваенаго  движен!я  къ  движенш  другому, 
т.  е.  къ  двйжен!»  взятой  наосы  относнте.«ьяо  каком-нибудь  другою 
объекта,  а  не  того,  къ  которому  относилось  иервонач&львое  движение.  Тякъ 
для  в'Ёса  мы  нереходимъ  отъ  движен1Я  надающихъ  т^лъ  относительно 
о<-«й,  неиям'ённо  екязанныхъ  гъ  землею  и  сл'1^д.  участвующихъ  въ  суточ- 
номъ  врящети,  къ  лвиженш  относительно  осей,  движущихся  поступательно 
вм'ЁС1"Ь  съ  аемлею  вокру1"ь  солнца;  тогда  такъ  называемая  центробежная 
часть  в'Ьса,  для  которой  нельня  было  подыскать  источника,  въ  новонъ  дви- 
жен1ы  исчез нетъ. 

Г).  И8Ъ  скаэяннаго  выше  ясно,  что  ноняпе  силы  не  олред^^ляетси 
цервыми  двумя  законами,  и  беяъ  т1)втьяго  закона  яоаят1е  »то  становится 
виолнй  иллюзорным'ь.  Отнеся  движете  масс'Ы  къ  одному  объекту,  мы 
найденъ,  что  къ  ней  приложена  одна  сила,  перейдемъ  къ  движен!» 
относн'1'вльно  другого  объекта  и  получинъ  для  той  же  массы  и  для  того-же 
по  существу  движешя  другую  силу,  даже  можегь  оказаться,  что  силы  вовср 
н'Ьтъ.  Ксли  же  принять  пъ  соображе{ме  и  законъ  пяра.1лелограма,  то 
неопред11ленность  станетъ  еще  шире.  Только  съ  помощью  третьяго  законя 
понятие  о  сил'Ь  усханав.(ивацгся  вполн'Ь  т11ючно  и  устраняется  всякая 
неопред'Ьленность. 

Съ  Механики  (собственно  Динамики)  начиниютъ  обыкновенно  тотъ 
цик.1ъ  наукъ,  который  изучаетъ  явлен1Я  вв'Ьшняго  М1ра  и  который  носитъ 
назван1е  Натуральной  Философ1и.  Но  такое  м'Ёсто  прннадлежитъ  Динамике 
по  праву  только  тогда,  когда  она  въ  еостоян1и  дать  намъ  ясную,  онре- 
д-Ьтенную,  а  не  смутную  и  путанную  картину  вн'Ьшиихъ  лвлевШ,  а  безъ 
третьяго  закона  это  немысшно.  Если  отказаться  отъ  него,  то  предъ  на- 
шими взорами  лежитъ  на  выборъ  столько  картинъ  диижев1Й  вселенной, 
сколько  во  вселенной  т11лъ,  и  логически  всё  овЪ  равноправны.  Безъ 
закона  о  цЫствЫ  и  иротивод'Ьйствш  ни  одно  изъ  двухъ  1шложен1й: 
ребенокъ.  качающ|йся  на  качеляхъ  на  неподвижной  земл'Ь,  и  земля, 
колеблющаяся  около  неподвижнаго  ребенка,  —  не  им'Ёютъ  ничего  нк 
противъ  себя,  ни  за  себя.  Въ  открывающемся  нашнмъ  глазанъ  бен- 
ковечнонъ  лабнринт11  киненатическихъ  образовъ  существуетъ  лишь  одна 
Лр1аднина  нитт. — трет1й  законъ  Ньютона.  Только  онъ  даетъ  нанъ  крите- 
р|унъ,  которое  изъ  движен!й  данной  массы  принять  на  основное,  кото- 
рое, такъ  сказать,  внисать  въ  книгу  природы.  И,  если  удастся  по  треть- 
ему закону  найти  силы,   управляющ1я   движен1енъ    массы,  то,  какъ  было 
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упомянуто,  никакое  диьяМшее  изи-Ёнеиш  нашей  точки  зр^н)а  на  движе- 
н1е  вселенной  не  опровергнетъ  открытаго  нами  яакона  природы;  къ  най- 
денныиъ  снланъ,  быть  мохетъ,  присоединятся  друпя  силы,  но  в1-етаки 
открытая  пара  взаинныхъ  силъ  никогда  не  уничтожится 

7.  Итакъ.  очевидно,  трет1й  законъ  Ньютона  не  лв.1лет(:я  6ол^>е  И2И 
мен'Ье  вероятною  гипотезою,  котораи  ножетъ  быть  отринута  безъ  всяваго 
ущерба  для  строя  Механики;  наоборотъ,  трет1Й  законъ  одно  изъ  основ- 
ныхъ  положен1Й  названной  дисциплины,  одно  изъ  т^хъ  основныхъ  опре- 
делений, безъ  конхъ  нено:1можно  ввести  1юнят1е  о  сил*!;,  а  сл^Ьд.  безъ 
коихъ  рушится  вся  Диваника.  Если  не  принимать  закона  о  дМств1н  и 
противод'Ьйств)я,  то  не  дли  чего  вводить  и  первыхъ  двухъ,  не  для  чего 
и  упоминать  о  сил*,  ооннт1и,  какъ  мы  ннд^ли,  безъ  третья10  закона 
внолн'Ь  иллюзорнонъ.  Откаианшнсь  же  отъ  всЬхъ  эаконивъ  Ньклона,  мм 
или  должны  замостить  эти  основный  ноложешя  какими-нибудь  другими, 
ииъ  1>авносильныни,  или  всю  Механику  свести  на  одну  Кинематику.  А 
тогда  система  Н1ра  Птолемеева  становится  равиоц'1^нною  сь  Конерниковой, 
упорство  Галилея  передъ  судоиъ  инквизнщи  лвляется  странныиъ  упрям- 
ствоиъ,  и  какой-нибудь  иолзающ1й  червь  или  летящ1й  комаръ  получаетъ 
такое  же  право  считать  себя  средоточ1емъ  всей  согреваемой  солнцемъ  пла- 
нетной системы,  какъ  и  само  горяш,ее  св'Ьтило! 
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